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1 Zyciorys naukowy

Urodzitem sie 24 sierpnia 1955 roku w Wolborzu w wojewodztwie t6dzkim.

W latach 1974-1978 odbytem studia na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uni-
wersytetu Lodzkiego, ukonczone z wyréznieniem na specjalnosci teoretycznej. Od 111
roku studiéw realizowatem indywidualny program studiéw pod opieka Prof. Wiadysta-

wa Wilczynskiego.

1 pazdziernika 1978 roku rozpoczatem prace na stanowisku asystenta w Zakladzie

Informatyki Instytutu Matematyki Uniwersytetu L.odzkiego.

W 1979 roku ukonczytem Studium Pedagogiczne przy Uniwersytecie Lodzkim dla

nauczycieli akademickich.

Od 1981 roku kontynuowatem zatrudnienie na stanowisku asystenta, a nastepnie

starszego asystenta w Katedrze Funkcji Rzeczywistych.

Stopien doktora nauk matematycznych uzyskalem 25 wrze$nia 1985 roku na Wy-
dziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu Lodzkiego na podstawie rozprawy
Topologizacja ilorazowych algebr Boole’a
przygotowanej pod kierunkiem prof. dr. hab. Wtadystawa Wilczynskiego z Uniwersy-
tetu Lodzkiego. Recenzentami byli:
doc. dr hab. Zbigniew Grande z Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Bydgoszczy,
doc. dr hab. Mirostaw Filipczak z Uniwersytetu Lodzkiego.

W 1979 roku ukoniczytem dwuletnie Studia Podyplomowe Jezyka Angielskiego przy
Studium Jezykéw Obcych Uniwersytetu Lodzkiego.

W 1991 roku odbytem dwutygodniowy staz na Uniwersytecie w Thilisi w Gruzji
pod kierunkiem Prof. A. B. Kharazishvili.



W 1992 roku podczas dwumiesiecznego pobytu w East Lansing uczestniczylem w

seminarium Prof. C. Weila w Michigan State University.

Stopien doktora habilitowanego uzyskatem 7 pazdziernika 1998 roku na Wydziale
Matematyki Uniwersytetu L.odzkiego na podstawie rozprawy
Density topologies with respect to invariant o-ideals.
Recenzentami byli:
prof. dr hab. Julian Musielak z Uniwersytetu im. A. Mickiewicza w Poznaniu,
dr hab. Tomasz Natkaniec z Uniwersytetu Gdanskiego,

prof. dr hab. Wiladystaw Wilczyriski z Uniwersytetu Lodzkiego.
Realizowatem program Erasmus i Erasmus+ w nastepujacych Uniwersytetach:
- 2010, Uniwersytet w Joaninnie (Grecja);
- 2013, Uniwersytet w Mersin i Uniwersytet Cukurova w Adanie (Turcja);
- 2014, Uniwersytet w Santiago de Compostela (Hiszpania);
- 2015, Uniwersytet w Grenadzie (Hiszpania);
- 2016, Uniwersytet - Istanbul Commerce University (Turcja);
- 2017, Uniwersytet w Ankarze (Turcja);
- 2017, Uniwersytet w Palermo (Wtlochy);

- 2018, Uniwersytet - Lucian Blaga University of Sibiu (Rumunia);

W 1997 roku na seminarium w oddziale Stowackiej Akademii Nauk w Koszycach

przedstawilem referat na temat "On the cardinality of the sets of density points".

W 2011 roku zostalem zaproszony do przedstawienia plenarnego wyktadu na temat
"On contribution of Wilczyniski’s School on the density on the real line" na konferencji

The 25-th International Summer Conference on Real Functions (Ztoty Potok, Polska).

W 2016 roku zostatem zaproszony do przedstawienia wyktadu na temat "A visit to
topological spaces generated by lower and almost lower operators" na konferencji The

30-th International Summer Conference on Real Functions (Stara Lesna, Stowacja).
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Ponadto uczestniczytem w ponad 30 konferencjach, w wiekszo$ci miedzynarodo-

wych, przedstawiajac wyniki swoich badan naukowych.

1)

10)

11)

12)

13)

14)

School on Real Functions, Trnava, Czechostowacja, 1980, referat: "On the additivity
of the sets having the Baire Property”,

School on Real Functions, Dubnik, Czechostowacja, 1988, referat: ” On the topolo-
gizations of the some family of measurable functions”;

The Winter School on Analysis, Srni, Czechostowacja, 1990, referat: “On the Lusin
theorem in the aspect of small system”;

Semestr z Funkcji Rzeczywistych w Centrum Banacha, Warszawa, 1989, referat: ”"On
some certain o - ideals”,

Seminar in the Department of Mathematics of Michigan State University, Fast
Lansing, USA, 1992,”0On topologizations of the some spaces of the real functions”,

The Polish-American Workshop, L.odz, Polska, 1994, referat: "On non Baire sets in
the category bases”,

XX Summer Symposium in Real Analysis, Windsor, Canada,1996, referat: "On abs-
tract density on the real line”;

XXII Summer Symposium in Real Analysis, Lodz, 1999, wspotorganizator konfe-
rencji;
Summer School on Real Functions, Liptovsky Jan, Stowacja, 2000, referat: “On

Hashimoto topology with respect to an extension of the Lebesque measure”

X Convergeno di Analisi Reale e Teoria della Misura CARTEMI, Ischia, Wtochy,
2002, referat: “On topology generated by a fix sequence”,

Summer Conference on Real Functions Theory, Stara Lesna, Stowacja, 2002, referat:
“On the topology on the real line associated with the Lebesque measure”;

Real Analysis Conference, Rowy, Polska, 2003, referat: “On Z-density topologies with
respect to a fized sequence”;

XXVII Summer Symposium in Real Analysis, Opava, Czechy, 2003, referat: “On the
density type topologies on the real line™;

XI Convergeno di Analisi Reale e Teoria della Misura CARTEMI, Ischia, Wtochy,
2004, referat: “On homeomorphisms of the density type topologies”,



15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

XVIIT Summer Conference on Real Functions Theory, Stara Lesna, Stowacja, 2004,
referat: “On the homeomorphisms of the density type topologies”;

XIX Summer Conference on Real Functions Theory, Rowy, Polska, 2005, referat:
“On the cardinality of the set of density points”;

XX Summer Conference on Real Functions Theory, Liptovsky Jan, Stowacja, 2006,
referat: “On density topologies generated by functions™

XXXI Summer Symposium in Real Analysis, Trinity College, Oxford, Wielka Bry-
tania, 2007, referat: “On the density topologies with respect to functions”,

XXXIT Summer Symposium in Real Analysis, Chicago, USA, 2008, referat: “On the
density topologies generated by sequences of intervals™

XXIIT International Summer Conference on Real Functions Theory, Niedzica, Pol-
ska, 2009, referat: “On the abstract density topologies”,

International Conference on Topology and its applications, Naftpaktos, Grecja,
2010, referat: “On the abstract density topologies™

XXIV Summer Conference on Real Functions Theory, Staré Lesna, Stowacja, 2010,
referat: “On topologies with respect to o-ideals”,

The Meeting of the Israel Mathemaical Union and the Polish Mathematiacal Society,
Lod, Polska, referat: "On some kind of the generalization of the density topologies”,

XXVI Summer Conference on Real Functions Theory, Staré Lesna, Stowacja, 2012,
referat: “On the topologies in the family of sets having the Baire property”,

XXVIIT Summer Conference on Real Functions Theory, Staré Lesna, Stowacja, 2014,
referat: “On the semireqularization of some abstract density topologies”,

XXXVIII Summer Symposium in Real Analysis, Praga, Czechy, 2014, referat: “On
topologies generated by sequences of intervals tending to zero”,

XXIX International Summer Conference on Real Functions Theory, Niedzica, Pol-
ska, 2015, referat: “On the pointwise desnity on the real line”;

1 Warsztaty z Analizy Rzeczywistej, Konopnica, Polska, 2015; referat: “Uwagi o
topologiach generowanych przez rozszerzenia miary Lebesque’a”,

XXX International Summer Conference on Real Functions Theory, Stara Lesna,
Stowacja, 2016, referat: “On generalization of the density topology”,



30) XL Summer Symposium in Real Analysis, Sarajewo, Bosnia i Hercegowina, 2016,
referat: “On some properties of J-density topologies and J-approximately continuous
functions”,

31) 2 Warsztaty z Analizy Rzeczywistej, Konopnica, Polska, 2016; referat: “O braku
reqularno$ci pewnych topologii typu gestosci”,

32) XXXI International Summer Conference on Real Functions Theory, Ustka, Polska,
2017, referat: “On some properties of lower and almost lower density operators”;

33) XLIT Summer Symposium in Real Analysis, Saint Petersburg, Rosja, 2018, referat:
“On strong generalized topology with respect to the outer measure”.

W latach 1991-1994 bylem wykonawcag w grancie KBN, ktéorym kierowal Prof.
W.Wilezynski.

W latach 2010-2013 bylem wykonawca w grancie NCN (N N201547238) "Lokalne
wtasnosci zbioréw mierzalnych i o wlasnosci Baire’a w przestrzeniach euklidesowych",

ktorego kierownikiem byt Prof. W. Wilczyniski z UL..

Bylem recenzentem w czasopismach: Demonstratio Mathematica, Folia Mathemati-
ca, Georgian Mathematical Journal, Journal of Applied Analysis, Mathematica Slovaca,
Positivity, Real Analysis Exchange, Journal of Applied Mathematics and Computatio-

nal Mechanics.
Otrzymatem nastepujace Nagrody Rektora Ut.:
1980 — za osiagniecia naukowe, dydaktyczne i organizacyjne;
1989 — nagroda II stopnia za osiggniecia dydaktyczne, wychowawcze i organizacyjne;
1990 — nagroda III stopnia za cykl publikac;ji;
1992 — nagroda II stopnia za cykl publikacji;
2005 — nagroda I stopnia za osiagniecia dydaktyczne i organizacyjne;
2008 — nagroda I stopnia za osiagniecia organizacyjne;

2015 — nagroda zespotowa I stopnia z dr R.Wiertelak za cykl publikacji z pogranicza

topologii i teorii miary;



Otrzymalem nastepujace odznaczenia:

2005 — Medal Komisji Edukacji Narodowej;

2008 — Srebrny Medal za Dtugoletnia Stuzbe;

2011 — Zlota Odznaka UL,

Na Uniwersytecie Lodzkim pracuje nieprzerwanie od 1 pazdziernika 1978 roku.

Od 2008 roku jestem profesorem nadzwyczajnym Ut w Katedrze Funkcji Rzeczy-
wistych na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu L.odzkiego.

2 Osiggniecia naukowe

2.1 Wstep

Niech R oznacza zbior liczb rzeczywistych, R, — zbioér liczb rzeczywistych dodatnich,
N — zbior liczb naturalnych, Q — zbiér liczb wymiernych, £ — rodzine zbioréw mierzal-
nych w sensie Lebesgue’a na R, zas I — o-ideal zbiorow miary Lebesgue’a zero. Jesli
(X, T) jest przestrzenia topologiczna, to B(7), Ba(T) oznacza odpowiednio rodzine zbio-
row borelowskich i rodzine zbioréw o wtasnosci Baire’a wzgledem topologii 7. Przez
N(7) 1 K(7) oznaczane beda rodziny zbioréw nigdzie gestych i odpowiednio zbiorow
I kategorii wzgledem topologii 7. W przypadku, gdy 7 jest topologia naturalng na R,
07ZNaczana T,q, stosowane beda odpowiednio oznaczenia B, Ba, N i K dla opisanych
powyzej rodzin. Symbol 2% bedzie stosowany do oznaczenia rodziny wszystkich pod-
zbioréw zbioru X. Funkcja charakterystyczna zbioru A C X bedzie oznaczana przez
xa. Jeslibe R, tobA={b-x:2x € A} oraz b+ A= {b+z: 2 € A}. Miara Lebes-
gue’a na prostej bedzie oznaczana przez A\, natomiast jej dowolne zupelne rozszerzenie
przez pu. W dalszej czesci autoreferatu piszac o rozszerzeniu miary Lebesgue’a zawsze

zaktadamy, ze bedzie to miara zupetna.

Jesli S jest o-cialem podzbioréw przestrzeni X, zas J C S jest wlasciwym
o-ideatem to trojka (X, S, J) bedzie nazywana przestrzenia mierzalng z wyréznionym

o-ideatem . Od tej pory piszac, ze (X,S,J) jest przestrzenia mierzalng z wyroznio-



nym o-idealem J, zawsze bede mial na mysli, ze S jest o-ciatem podzbioréw przestrzeni
X, zas J C S jest wlasciwym o-idealem. Warunek dla zbioréw A, B takich, AAB € J
oznaczymy przez A ~ B. Jesli § jest o-cialem w przestrzeni X, zas J jest wlasciwym
o-ideatem w przestrzeni X, to najmniejsze o-ciato zawierajace rodzine SUJ oznaczane
bedzie symbolem SAJ, przy czym kazdy zbior A € SAJ ma posta¢ A = BAC, gdzie
BeSzasCeJ.

Jesli W jest pewna rodzing podzbioréw przestrzeni X i ® : W — 2% jest takim
operatorem, ze rodzina

To={AcW:AC (A}

stanowi topologie na X, to bedziemy mowi¢, ze topologia 7g jest generowana przez
operator ®. W przypadku, gdy (X,S,J) jest przestrzenia mierzalna z wyrdznionym
o-idealem J oraz ® : S — 2% generuje topologie 7g, to bedziemy mowié, ze Ty jest

generowana przez operator ¢ na (X, S,J).

Niech (X, S, J) bedzie przestrzenia mierzalng z wyréznionym o-ideatlem 7. Ope-
rator ¢ : § — S jest nazywany operatorem dolnej gestosci na (X, S,.J), jesli

1° B(0) = 0, B(X) = X;

2V VY ®(ANB)=d(A)NdB);

AcS BeS

3° V.V A~ B= ®(A)=®B);
A€ES BES

27 A~ DA
AeS

Znane jest twierdzenie (J. Lukes, J. Maly, L. Zajicek Fine topology methods, Real
Analysis and Potential Theory, Lecture Notes in Math. 1189, Springer-Verlag, Berlin,
1986) mowiace, ze jesli @ jest operatorem dolnej gestosci na (X, S, J) oraz para (S, J)

posiada wlasno$¢ mierzalnej otoczki, to operator ® generuje topologie 7 na (X, S, 7).

Jesli warunek 4° zastapimy warunkiem

() Y o)\ A€T.



to wowczas operator ¢ nazywaé bedziemy operatorem prawie dolnej gestoscina (X, S, J).

Z kolei, jesli zastapimy warunek 4° jeszcze stabszym warunkiem

(%) A\ZSACCI)(A):>CI>(A)\AEL7,

to otrzymany operator ® nazywaé¢ bedziemy operatorem stabej prawie dolnej gestosci

na (X,S,J).

Natomiast, jesli zrezygnujemy z warunku 4° w definicji operatora dolnej gestosci,

to otrzymany operator ¢ nazywamy operatorem semi dolnej gestosci na (X, S, J).

Na poczatku XX wieku H. Lebesgue wprowadzit pojecie punktu gestosci zbioru
mierzalnego w zbiorze liczb rzeczywistych. A mianowicie, jesli A € £ oraz xq € R, to
moéwimy, ze o jest punktem gestosci zbioru A, jesli

=1.
h—0+ 2h

W przypadku, gdy ta granica jest réwna zero, to méwimy, ze z, jest punktem rozrze-

dzenia zbioru A.

Punkt gestosci mozna réwniez definiowaé¢ dla zbioréw mierzalnych w przestrzeni

euklidesowej R", biorac pod uwage za otoczenia kule, badZ n-wymiarowe prostokaty.
Analizujac powyzsza definicje mozna zauwazy¢, ze istota punktu gestosci jest zbada-
nie, jak duzo zbioru A w sensie miary znajduje sie w otoczeniu punktu xy w stosunku

do miary tego otoczenia. Z perspektywy wielu lat mozna stwierdzi¢, jak delikatne i

glebokie jest to pojecie w teorii miary.

Dla dowolnego zbioru A € £ mozna zdefiniowa¢ operator &, : £L — L nastepujaco:

B . MAN—ha+h])
@d(A)_{xeR.hlgg+ o =1,

Tak zdefiniowany operator ®, jest operatorem dolnej gestosci na (R, £, L), przy czym
wlasnosé, ze A(AAP4(A)) = 0 jest trescia klasycznego twierdzenia Lebesgue’a o punk-
tach gestosci moéwiacego, ze prawie kazdy punkt zbioru A € L jest jego punktem

gestosci i prawie kazdy punkt jego dopelnienia jest jego punktem rozrzedzenia.

9



Punkt gestosci byt pomystowo zaadaptowany przez A. Denjoy w 1916 (A. Denjoy,
Sur les fonctions dérvees sommables, Bull. Soc. Math. France 43, 161-248, 1916) w celu
okreslenia aproksymatywnej ciagtosci funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej. Mia-
nowicie f : R — R jest aproksymatywnie ciagla w xq € R, jesli istnieje zbior A € L
taki, ze zg € ®q(A) i funkcja flauge,) jest ciaglta w xy w zwyklym sensie, tzn. wzgledem

topologii T,

O. Haupt i C. Pauc w 1952 (O. Haupt, C. Pauc, La topologic approzimative de
Denjoy envisagée comme vraie toplogie, C. R. Acad. Sci. Paris 234, 390-392, 1952)

zauwazyli, ze rodzina zbioréow
Ta={AecL:ACPy(A)}

stanowi topologie istotnie bogatsza od topologii 7,,.:. Jednakze dopiero w latach szes¢-
dziesiatych XX wieku amerykanscy matematycy C. Goffman, C. J. Neugebauer, T. Ni-
shiura (C. Goffman, C. J. Neugebauer, T. Nishiura, The density topology and approzi-
mate continuity, Duke Math. J. 28 497-506, 1961), D. Waterman (C. Goffman, D. Wa-
terman, Approximately continuous transformation, Proc. Amer. Math. Soc. 12, 116—
121, 1961) a nastepnie T. D. Tall (T. D. Tall, The density topology, Pacific J. Math. 62,
No.1, 275-284, 1976) doktadniej przyjrzeli sie topologii 7, zwanej topologia gestosci,
oraz funkcjom ciggtym wzgledem tej topologii. Podczas Sympozjum Analizy Rzeczy-
wiste] w Pradze w 2015 roku T. Nishiura opowiadat mi o entuzjastycznym okresie
badan nad topologia gestosci pod kierunkiem C. Goffmana w latach sze$c¢dziesiatych

ubieglego wieku.

Udowodniono, miedzy innymi, ze ciaglo$¢ wzgledem topologii gestosci jest iden-
tyczna z aproksymatywna ciagtoscia. Ponadto pokazano, ze w obszarze aksjomatow
oddzielania jest topologia catkowicie regularna, a funkcje ciagte wzgledem tej topologii
sa funkcjami 1 klasy Baire’a i posiadajg wtasno$é Darboux. Istotna cecha tej topo-
logii jest fakt pokrywania sie zbioréw spojnych w tej topologii ze zbiorami spojnymi
w topologii naturalnej. Warto doda¢, ze systematyczne zebranie wtasnosci topologii
gestosci zawiera rozdzial Density topology w Handbook of Measure Theory (Elsevier,

2002) opracowany przez W. Wilczynskiego.
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Topologia gestosci 7 jest szezegdlnym przypadkiem topologii von-Neumanna odpo-
wiadajacej mierze Lebesgue’a. Wiadomo bowiem, ze z dowolng przestrzenia (X, S,,v)
z wyr6zniong niezerowsg, o-skonczong i zupelng miara v oraz o-cialem S, zbioréw
v-mierzalnych, dzieki twierdzeniu von Neumann-Maharam (D. Maharam, On a the-
orem of von Neumann, Proc. Amer. Math. Soc. 9, 987-994, 1958), mozna zwiazac

topologie 7, zgodna z miara v, czyli taka ze

e (X,7,) jest przestrzenia Baire’a,
e (X,7,) spelnia warunek c.c.c (warunek przeliczalnego tancucha),
e 7, =K(7)), gdzie 7, ={A €S, : v(A) =0},

e Ba(7,)=S,.

Wracajac do koncepcji punktu gestosci na prostej, mozna zaobserwowaé, ze warunek

MAN [zo — h, zo + A))

li =1
hg(l;l+ 2h
jest réwnowazny atrakcyjnemu warunkowi, ze
 MAN[wo — Lz + 1))
L =L

n
co z kolei jest réwnowazne wlasnosci, ze ciag funkcji charakterystycznych
{Xn(A—z0)n[=1,1] fnen jest zbiezny wedtug miary Lebesgue’a do funkcji charakterystycznej
X[-1,1], & zbieznos¢ te, na podstawie twierdzenia Riesza, mozna opisa¢ przez zbiezno$c
prawie wszedzie. Doktadnie oznacza to, ze z dowolnego rosnacego ciagu {ny }ren liczb

naturalnych mozna wybra¢ podciag {n, };en taki, ze

Xn, (A=w0)N[=1,1] ]:; X[-1,1] prawie wszedzie,
czyli poza zbiorem miary Lebesgue’a zero.

Ta obserwacja pozwolita Autorom pracy W. Poreda, E. Wagner-Bojakowska, W. Wil-
czynski, A category analogue of the density topology (Fund. Math. 125, 167173, 1985)
na wprowadzenie kategoryjnej koncepcji punktu gestosci w rodzinie zbioréw o wala-

snodci Baire’a.
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Moéwimy, ze punkt xg € R jest punktem Z-gestosci zbioru A € Ba, jesli ciag funkcji
{Xn(a—zo)n[=1,1] Jnen jest zbiezny do funkcji x(_1,1) wedlug o-ideatu K, co oznacza ze z
dowolnego rosnacego ciagu {n fren liczb naturalnych mozna wybraé¢ podciag {nx, } jen
taki, ze

X, (A=zo)n[~1.1] ]:; X[-1,1] Poza zbiorem I kategorii.

Taka koncepcja zbieznosci wedtug dowolnego o-ideatu, do zdefiniowania ktoérej po-

shuzono sie odwroceniem twierdzenia Riesza, zostala przedstawiona przez E. Wagner

w pracy Sequences of measurable functions (Fund. Math. 112 | 89-102, 1981).
Jesli dla dowolnego zbioru A € Ba okreslimy
$7(A) = {x € R: x jest punktem Z-gestosci zbioru A},

to otrzymamy operator dolnej gestosci na (R, Ba,K). Z uwagi na fakt wlasnosci mie-

rzalnej otoczki dla pary (Ba, K) wnioskujemy, ze rodzina
Tr={AcBa:AC P7(A)}

stanowi topologie na prostej. Co wigcej, topologia ta jest bogatsza od topologii natural-
nej. Przyjeto dla niej stwierdzenie, ze jest to kategoryjny odpowiednik topologii gestosci
i nazwano topologia Z-gestosci. Badania nad topologia Z-gestosci oraz funkcjami cia-
gltymi wzgledem tej topologii byty Zrédlem bardzo wielu prac w zespole kierowanym
przez Prof. W. Wilezyniskiego, natomiast K. Ciesielski, L. Larson i K. Ostaszewski po-
$wiecili temu tematowi monografie Z-density continuous functions (Mem. Amer. Math.

Soc 515, 1994).

Ponizej oméwie nastepujace najwazniejsze osiggniecia naukowe zamieszczone w na-

stepujaco zatytutowanych paragrafach:

o O gestosci wzgledem o-ideatow niezmienniczych
e O topologiach generowanych przez operatory

o Abstrakcyjna topologia gestosci

e Topologia (s)-gestosci oraz f-gestosci
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O topologiach zwigzanych z rozszerzeniem miary Lebesgue’a

O topologiach gestoSci generowanych przez ciqgi przedziatow domknietych zbiezne

do zera

Semireqularyzacja

O rodzinach operatorow dolnej gestosci, prawie dolnej gestosci oraz semi dolnej

gestosct

2.2 O gestosci wzgledem o-idealéw niezmienniczych

Koncepcje punktu J-gestosci rozwazalem w pracy [27] zawierajacej pewne wyniki
rozprawy habilitacyjnej. Idea ta jest zwigzana z o-cialem S C 2% oraz wlasciwym
o-ideatem J C S niezmienniczymi ze wzgledu na operacje liniowe postaci nx + b, gdzie
n € N, zas b € R. Jedli o-cialo S C 2% oraz wlasciwy o-ideal J C & maja opisang

powyzej wlasnosé, to mowimy krotko, ze para (S, J) jest niezmiennicza.

Powiemy, ze zp € R jest punktem J-gestosci zbioru A € &, jesli ciag
{Xn(a—zo)r[=1,1] fnen jest zbiezny do funkcji xj_11] wedlug o-idealu J, czyli dla do-
wolnego rosnacego ciagu {ny }ren liczb naturalnych istnieje podciag {ns, }jen taki, ze

Xni, (A=zo)n[~1,1] J:g X[-1,1] J-prawie wszedzie,

czyli poza zbiorem z o-ideatu J.

Okreslajac dla dowolnego A € S
¢ 7(A) = {z € R: x jest punktem J-gestosci zbioru A}

zauwazylem, ze ®; : S — 2% jest operatorem semi dolnej gestosci na (X,S,J).
Definiujac rodzine
Tj:{AGSZAC @J(A)},

postrzegamy, ze 77 stanowi topologie wtedy i tylko wtedy, gdy 77 jest zamknieta
ze wzgledu na dowolne sumy. Obserwacja w Twierdzeniu 2.9 w pracy [27] pokazuje,
ze jesli 77 stanowi topologie, to card(S) = 2°. Zatem rodzina 77, zwiazana z para

(B, J.), gdzie T, jest o-idealem przeliczalnych podzbioréw R, nie stanowi topologii.
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Oczywiscie zawsze rodzina 7, zwiazana z para (2%, J) jest topologia dla dowolnego
niezmienniczego o-ideatu J C 2®. Zatem poczynitem obserwacje, ze dla. dowolnego
niezmienniczego o-idealu J C 2 istnieje najmniejsze o-ciato S(J) zawierajace BU J

i takie, ze para (S(J),J) jest niezmiennicza oraz rodzina

stanowi topologie zawierajaca topologie naturalng. Takie podejscie zwiazane z naj-
mniejszym o-ciatem wychodzi naprzeciw reflesjom poszukiwania odpowiedniego o-ciata
zawartym we wspomnianej monografii Z-density continuous functions (Mem. Amer.
Math. Soc 515, 1994) w paragrafie 1.5. Topologie otrzymang powyzej nazwalem topo-

logia J-gestosci generowana przez niezmienniczy o-ideat J.

Warto tu podkresli¢ fakt, ze operator ® 7 dla pary niezmienniczej (S, J), gdzie J C
S C 2%, nie musi by¢ operatorem dolnej gestosci na przestrzeni mierzalnej (R, S, J)
z wyr6znionym o-idealem 7. Na przyktad, jesli 7 = KN L, to istnieje zbior A €
BN (L\K). Wowczas 7(A) =0, wiec A\ ®7(A) € KNL, czyli warunek 4° definicji
operatora dolnej gestosci dla pary (BA(KNL), KNL) nie jest spetniony. Jednoczesnie
rodzina

Tion = {A € BAKNL) : AC dgu(A)} =TaNT;
stanowi topologie.

W pracy [27] przedstawitem rezultaty dotyczace wtasnosci topologii J-gestosci oraz
o-ciata S(J). Zauwazyltem, Ze zawsze spelniony jest warunek, ze BAJ C S(J) c 28
i w pewnych przypadkach otrzymujemy, ze S(J) = BAJ. Tak dzieje sie w przypadku,
gdy J =L lub J = K, badz J = KN L. Ponadto zauwazyltem, ze wiele wtasnosci
mozna opisa¢ dla o-ideatéw niezmienniczych kontrolowanych przez miare lub kategorie,
to znaczy takich, ze J C L lub L C J badz J C K lub K C J. W przypadku, gdy
J D L lub J D K stwierdzitem, ze S(J) = BAJ oraz ® 7 jest operatorem dolnej
gestosci na (R, S(7),J). Ponadto J = K wtedy i tylko wtedy, gdy 77 = 77 oraz
J =L wtedy i tylko wtedy, gdy 77 = 7.

Udowodnitem w rozprawie habilitacyjnej 23|, Ze jesli niezmienniczy o-ideal J kon-

trolowany jest przez kategorie, to wowczas przestrzen topologiczna (R, 77) nie jest
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przestrzenia regularng. Natomiast, jesli niezmienniczy o-ideat J zawiera o-ideat L,

to przestrzen topologiczna (R, 77) jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy J = L.

Wywnioskowalem, ze w rodzinie o-cial niezmienniczych na R i zawierajacych
o-cialo B jedynym o-ciatem S(L) takim, ze operator @, jest operatorem dolnej ge-
stosci na (R, S(LL),L) i topologia L-gestosci pokrywa sie z topologia 7; jest o-cialo
L. Analogiczny rezultat otrzymalem dla kategorii. Wowczas takim jedynym o-cialem
S(K), ze operator ®g jest operatorem dolnej gestosci na (R,S(K),K) i topologia
K-gestosci pokrywa sie z topologia Z-gestosci jest o-ciato Ba.

Biorac pod uwage rezultaty przedstawione w pracy [23] mozna zauwazy¢, ze jesli
rozwazymy niezmienniczy o-ideal Jy = {0}, to otrzymamy, ze punkt x, jest punktem
Jp-gestosci zbioru A C R, jesli cigg funkcji charakterystycznych {xn(a—zo)n-1,1]}nen

jest zbiezny wszedzie do funkcji charakterystycznej x|—1,1) lub réwnowaznie, jesli

[—1,1] C liminf n(A — xg).

Punkt takiej gestosci nazywamy krotko punktem p-gestosci.

Ktadac
®,(A) = {z € R: x jest punktem p-gestosci zbioru A}

dla dowolnego A C R uzyskujemy jednak, ze rodzina
T,s={AeS:ACP,(A)},

gdzie S jest niezmienniczym o-ciatem, nie musi by¢ zamknieta ze wzgledu na dowolne
sumy, co pokazuje o-ciatlo S = B. Z drugiej strony, gdy & = L, to na podstawie

whasnosci, ¢,(A) C ®4(A) dla dowolnego A € £, mozna wywnioskowaé, ze rodzina
Toe={AeL:ACP,(A)}

stanowi topologie bogatsza niz topologia naturalna i ubozsza niz topologia gestosci.

Ta topologia, nazywana topologia punktowej gestosci, byta przedmiotem badan
M. Gorajskiej w pracy doktorskiej Topologia punktowej gestosci z 2011 r. przygoto-
wanej pod moim kierunkiem. W pracy tej badany byt takze przypadek, gdy S = Ba.
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Analogicznie jak w przypadku miary, ze wzgledu na wtasno$é, ze dla dowolnego A € Ba

mamy, ze ¢,(A) C 7(A), wnioskujemy, ze rodzina
Ta ={A€Ba:ACP,(A)}

stanowi topologie. Jest to topologia bogatsza od topologii naturalnej i ubozsza od
topologii Z-gestosci. Interesujacy jest wynik tej rozprawy, mowiacy, ze istnieje zbior
A e L, taki ze ©,(A) & L i istnieje zbior B € Ba, taki ze ®,(B) & Ba.

Oczywiscie w przypadku o-ideatu Jj, podobnie jak w ogélnym przypadku o-ideatu
niezmienniczego, mozemy moéwié, ze istnieje najmniejsze niezmiennicze o-ciatlo S za-

wierajace B, takie ze rodzina
Ts={AcS:AC®,(A)}

stanowi topologie. Oczywiscie S # £ i S # Ba, poniewaz dla o-ciala niezmienniczego

S = L N Ba otrzymujemy, ze
7;5 = {A €eS:AC <I>p(A)} :%gﬂ%lga,

a wiec 7T,s jest topologia. Posta¢ najmniejszego o-ciata S jest wcigz otwarta.

W pracy [43] zostalo postawione pytanie, czy 7,z # T,p.. W przygotowanej pracy,
wspolnie z M. Filipczak i M. Gorajska, zostala przedstawiona pozytywna odpowiedz na
to pytanie. Praca ta rowniez zawiera rezultat, ze przestrzen (R, 7,.) nie jest regularna.
W przypadku dowolnego o-ciata niezmienniczego S C Ba i § D B oraz takiego, ze
operator ®, generuje topologie 7,s = {A € § : A C ®,(A)} otrzymany w pracy
[43] rezultat, orzeka, ze Ba(7,s) = Ba i K(7,s) = K oraz przestrzeii (R, 7,s) nie jest

regularna.

Uzycie dwoch réznych o-cial £ oraz Ba do opisania punktowej topologii gestosci
T, oraz 7,5, prowadzi do zwigkszenia kolekcji r6znic miedzy miara i kategoria wyrazo-
nych w jezyku punktow p-gestosci. Mianowicie, w pracy [54| pokazano, ze jezeli 0 jest
punktem p-gestosci zbioru A € Ba, to istnieje ¢ > 0 taki, ze AN (—¢,¢) jest zbiorem
rezydualnym w przedziale (—¢,¢), podczas gdy istnieje zbior B € L taki, ze 0 jest

punktem p-gestosci zbioru B i zbior B N (—&,¢) nie jest pelnej miary na przedziale
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(—¢,¢) dla dowolnego £ > 0. Rezygnujac z wlasnosci Baire’a lub mierzalnosci zbioru,
otrzymujemy ciekawy rezultat zawarty w pracy [54], o istnieniu zbioru E ¢ L takiego,
ze miara wewnetrzna Lebesgue’a zbioru E wynosi zero i1 0 € ®,(E). W przypadku
kategorii istnieje zbior E ¢ Ba taki, ze 0 € ®,(E) i zbior E N (—e,¢) nie jest zbio-
rem rezydualnym w dowolnym przedziale (—¢,¢) dla ¢ > 0. Konstrukcje tych zbiorow

angazuja baze Hamela oraz baze¢ Burstina.

Okazuje sie, ze koncepcje topologii J-gestosci mozna rowniez wprowadzié¢ na ptasz-
czyznie wzgledem o-idealoéw niezmienniczych ze wzgledu na operacje (x,y) — (nx, ny)
dla n € N i niezmienniczych ze wzgledu na translacje. W szczegolnosci w pracy [15],
jeszcze przed habilitacja, zbadane sa tzw. o-idealy produktowe miary i kategorii na

plaszczyznie.

Niech A C Ri s,t € R. Oznaczmy pr,((s,t)) = s, pry((s,t)) =t oraz A+ (s,t) =
{lx+s,y+t): (z,y) € A} i (s,t)A = {(sz,ty) : (x,y) € A}. Niech [—1,1]* bedzie
kwadratem jednostkowym o srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych. Niech S bedzie
o-cialem na plaszczyznie zawierajacym zbiory borelowskie, a J C § bedzie wtasciwym
o-idealem, przy czym S i J sa niezmiennicze ze wzgledu na operacje (x,y) — (nx, ny)

dla n € N i translacje.

Punkt (0,0) jest punktem [J-gestosci zbioru A € S jesli ciag {X(nn)anj-11)2 fnen
jest zbiezny do funkcji x(_1 12 wedlug o-ideatu 7, czyli dla dowolnego ciagu rosngcego
ciagu {ny }ren liczb naturalnych istnieje podciag {ns, }jen taki, ze

X(”kj ,nkj>(x4*10)ﬂ[*1,1}2 J:; X[-1,1)2 j—prawie WSZQdZie.

Niech

KXL:{ECR2: 3 (EcB/\{xe]R:Bxgz]L}eK)},
BEB(TRQ)

gdzie Tr2 jest topologia naturalng w R? oraz B, = {y € R : (z,y) € B}. Analogicznie
definiujemy rodzine I x K. Rodziny K x L i I x K sg wtasciwymi, niezmienniczymi
o-ideatami na ptaszczyznie. Taka definicja jest zgodna z faktem, ze gdy produkuje-
my rodziny I x . i K x K, to z twierdzenia Fubiniego i odpowiednio twierdzenia
Kuratowskiego-Ulama otrzymujemy zbiory miary zero i odpowiednio zbiory I kategorii

na ptlaszczyznie. W przypadku o-ideatu K x IL i odpowiedni I x K otrzymujemy, ze
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SLxK) =B (mre)A(KxL)iS(KxL) = B(mge2) A(L x K). Okazuje sig, ze operatory
Py i Prxx sa operatorami dolnej gestosci na (R?, S(K x L), K x L) i odpowiednio
(R% S(L xK), L x K). Z Twierdzenia 2.3 w pracy M. Gavalec, Iterated product of ideals
of Borel sets (Colloq. Math. 50 no. 1, 39-52, 1985) i Proposition 8 w pracy D. H. Frem-
lin, Measure-additive covering of measurable selector (Disertationes Math. 260, 1987)
wynika, ze pary (S(KxL),KxL) i (S(L xK), L x K) spelniaja warunek c.c.c, a zatem

posiadaja wtasnos¢ mierzalnej otoczki. W konsekwencji rodziny:

TKX]L = {A € S(K X ]L) A C CI)KX]L(A)}

%XK = {A S S(L X K) A C (I)ILXK(A)}

sa topologiami bogatszymi od topologii naturalnej, przy czym topologie te sa niepo-
réwnywalne. Dotychczas nie jest rozstrzygniety problem, czy przestrzenie (R?, Tgxr)

i (R?, 7Tp,xx) sa homeomorficzne.

2.3 O topologiach generowanych przez operatory

Moje badania nad topologiami gesto$ci w abstrakcyjnych przestrzeniach mierzalnych
przebiegaly w kierunku ostabienia warunkéw naktadanych na operator dolnej gestosci
® na przestrzeni mierzalnej (X, S, J) z wyréznionym o-ideatem J. Zgodnie z uwaga we
wstepie, operator dolnej gestosci ® na przestrzeni mierzalnej (X, S, J) z wyréznionym
o-idealem J, przy zalozeniu wlasnosci mierzalnej otoczki dla pary (S,J) generuje
topologie 7o = {A € § : A C ®(A)}. Nawet mozna wzmocnié¢ to twierdzenie w ten
sposob, ze operator dolnej gestosci @ na (X, S, J) generuje topologic 7 wtedy i tylko
wtedy, gdy para (S, J) posiada wtasnosé¢ mierzalnej otoczki (praca [45]). W przypadku
operatora ¢ prawie dolnej gestosci lub stabej prawie dolnej gestosci na przestrzeni
mierzalnej (X, S, J) z wyrdznionym o-ideatem J i wlasnoscia mierzalnej otoczki dla
pary (S,J), analogicznie, jak w przypadku operatora dolnej gestosci, operator ® tez
generuja topologie
To={AcS:AC DA}
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Jednoczesnie prosty przyktad w pracy [45] ilustruje, ze w przeciwieristwie do opera-
tora dolnej gestosci, generowanie topologii przez operator prawie dolnej gesto$ci na

(X,S8,J) nie implikuje wlasnosci mierzalnej otoczki dla pary (S, 7).

W przypadku operatora semi dolnej gestosci na (X, S, J) mozna wykazaé¢ (Twier-
dzenie 2 w pracy [35]), ze dla przestrzeni mierzalnych (X,S,J) z wyréznionym
o-ideatem J takich, ze o-ciato § nie pokrywa sie z najmniejszym o-cialem genero-
wanym przez rodzine J i jest rézne od 2% oraz U J = X, zawsze istnieje operator ®

semi dolnej gestosci na (X, S, J) nie generujacy topologii 7.

Badania zwiazane z operatorem semi dolnej gestosci bylty kontynuowane w pra-
cy [42] nawiazujacej w pewnym sensie do topologii generowanych przez o-idealy nie-
zmiennicze z Rozdzialu 2.2. Jednakze w tym przypadku rozwazamy sytuacje ogol-
niejsza, bo w dowolnej przestrzeni topologicznej (X, 7) z wyr6znionym wiasciwym
o-idealem J wigzemy operator ®; : 2¥ — 2% semi dolnej gestoéci na przestrze-
ni (X,2% J) oraz kojarzymy z nim najmniejsze o-cialo S(J) takie, ze 7 C S(J)

i J C S(J) oraz rodzina
To, = {A€S(T): AC By(A)

stanowi topologie. W pracy [42] przedstawione sa takze pewne wlasnosci przestrzeni
(X, T ,) oraz postaci o-ciata S(J) i zbiorow K(7s ) i Ba(Ts,,) w przypadku o-ideatu

kontrolowanego przez o-ideat K(7).

Podobnie, dla dowolnej przestrzeni topologicznej (X, 7) z wyrdznionym witasci-
wym o-ideatem J, w pracy |44] podejmuje dyskusje nad wlasnoscia regularnosci prze-
strzeni topologicznej (X, 7g), gdzie 7p jest topologia generowana przez operator se-
mi dolnej gestosci na przestrzeni (X, Ba(r),J), gdy J C K(7) lub na przestrzeni
(X, Ba(m)AT,T), gdy J D K(1).

Warto przytoczy¢ rezultat wynikajacy z Twierdzenia 3.1 w pracy [57], Ze topologie
generowane przez dowolne operatory semi dolnej gestosci na przestrzeni (R, £, L) lub
na przestrzeni (R, Ba,K) nie sa normalne. Nawiazuje to czesciowo do problemu 1.5.5
w paragrafie 1.5 wspominanej juz monografii Z-density continuous functions (Mem.

Amer. Math. Soc 515, 1994).
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W obszar badan nad topologiami generowanymi przez operatory wpisuje sie pra-
ca 47|, gdzie w przestrzeni topologicznej Baire’a (X, 7) definiujemy operator ® : 7 —

2X o wtasnosciach:

i) V V ®(ANB)=d(A)Nd(B),

AeT Ber

i) ¥ AcC ®(A).

AeT

Wiadomo, ze w przestrzeni topologicznej Baire’a (X, 7) kazdy zbior A € Ba(7) posia-
da jednoznaczne przedstawienie A = G(A)AB, gdzie G(A) jest zbiorem 7-regularnie
otwartym i B € K(7). W zwiazku z tym przedstawieniem, mozna okresli¢ operator

O, : Ba(r) — Ba(r) wzorem

dla dowolnego A € Ba(r). Tak zdefiniowany operator @, jest operatorem dolnej gestosci

na (X, Ba(7),K(7)). Zatem
To, = Ba(r) : AC ¢,.(A)}

stanowi topologie zawierajaca 7. Warto doda¢, ze w przypadku gdy P jest opera-
torem stalym, to 7o, = 7 © K(7). W pracy [47] zbadano pewne wtasnosci prze-
strzeni topologicznej (X, 73, ), funkcji ciaglych w przestrzeni (X,7s,) oraz funkcji
obcieciowo-ciaglych zwanych 7g -aproksymatywnie ciggltymi. Mianowicie powiemy, ze
funkcja f : R — R jest 7g -aproksymatywnie ciagta w zy € R, jesli istnieje zbior
A € Ba(r) taki, ze xy € ®,(A) i funkcja obcigciowa fiaugay}) jest ciaglta w xg w zwy-
ktym sensie. Pokazatem, ze 73, -ciagtosé i 7p -aproksymatywna ciatosé nie musza by¢

rownowazne.

Z kazdym operatorem ® : 7 — 2% o wlasnosciach i)-iii) mozna zwiaza¢ topologie

Ty, 17y, gdzie

To, ={ACX:A=WUB,W e€r,BCdW)}
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oraz

Ty, ={ACX:A=WUB,Wecr7,BC®GW))]}
Wowczas Ty, C T3, C Ts,, przy czym inkluzje te sa wlasciwe, oraz
Tp, ©K(1) =Ts , ©K(7) = To,,
a zatem zachodzi réwnos¢ klas funkcji cigglych

C(<Xa ,]:I>T/>> <R> 7_na75>) = C(<X7 %r”>7 <R> Tnat>) = C(<X7 Tt1>r>v <R, Tnat))‘

Praca [41] zawiera pewne wtasnosci topologii generowanych przez operator prawie
dolnej gestosci na przestrzeni (R, £,L). W pracy tej pokazano miedzy innymi, ze ope-
rator & semi dolnej gestosci na (R, £, 1) generuje topologie 7 wtedy i tylko wtedy,

gdy P jest operatorem stabej prawie dolnej gestosci, czyli

Y, (ACO(4) = o(A)\ A€L).

W pracy tej przedstawiona jest takze uwaga, ze w przypadku, gdy ® : £ — 28 jest
operatorem prawie dolnej gestosci na (R, £, L), to zawsze istnieje rodzina R C L taka,
ze LCR,R e R iR jest zamknieta ze wzgledu na skonczone iloczyny oraz operator

d’' . R — L taki, ze ¢’ jest operatorem prawie dolnej gestosci na (R, R, L) oraz
Tor ={AeR: AC P (A)}
stanowi topologie taka, ze 7o = Tg.

W przypadku dowolnej przestrzeni topologicznej (X, 7), jesli ® jest operatorem
prawie dolnej gestosci na przestrzeni (X, Ba(7),K(7)), gdzie X ¢ K(7), to oczywiscie @
generuje topologie 7, przy czym zaktadajac, ze 7 C T3 otrzymujemy, ze taki operator

® jest zawsze operatorem dolnej gestosci na (X, Ba(7), K(7)).

2.4 Abstrakcyjna topologia gestosci

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna oraz (X, S, J) przestrzenia mierzalng
z wyr6znionym o-ideatem 7. Moéwimy, ze topologia 7 jest abstrakcyjna topologia gesto-
Scina (X, S, J), jesli istnieje operator ® dolnej gestosci na (X, S, J) taki, ze topologia

Ts generowana przez ® pokrywa sie z 7.
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Monografia J. Lukes, J. Maly, L. Zajicek Fine topology methods (Real Analysis and
Potential Theory, Lecture Notes in Math. 1189, Springer-Verlag, Berlin, 1986) zawiera
kilka warunkow charakteryzujacych abstrakcyjne topologie gestosci na (X, S, 7). Jeden
z nich stanowi, ze 7 jest abstrakcyjna topologia gestosci na (X, S, J) wtedy i tylko

wtedy, gdy spelnione sg nastepujace warunki:

a) A€ J wtedy i tylko wtedy gdy, A jest T-nigdzie gesty i 7-domkniety,

b) S = Ba(r).

Oczywiscie topologia 7 generowana przez operator ® dolnej gestosci na (X, S, J) jest

abstrakcyjna topologia gestosci na (X, S, 7).

Rozwazania dotyczace generowania topologii przez rézne operatory typu gestosci
mozna zwigzac¢ rowniez, jak zilustrowano w pracy [40|, z przestrzenia (X, A, Z), gdzie

A jest cialem i Z C A jest wlasciwym ideatem.

Niech ® bedzie operatorem dolnej gestosci na (X, A, Z). Standardowo otrzymujemy,

ze jesli para (A, Z) posiada wlasnosé mierzalnej otoczki, to rodzina
To={A€eA: AC P(A)}

stanowi topologie, przy czym N (7g) = Z oraz A = T AN (Tg). Zachodzi nawet twier-
dzenie odwrotne, bo wowczas para (A, Z) = (TeAN (Ts), N (T3)) posiada whasnosé

mierzalnej otoczki.

Analogicznie operator prawie dolnej gestosci i stabej prawie dolnej gestosci na
(X, A, T) generuja topologie przy zalozeniu, ze para (A, Z) posiada wtasno$¢ mierzalne;j

otoczki.

Niech (X, 7,) bedzie przestrzenia topologiczna. Mowimy, ze 7 jest abstrakcyjna
topologia gestosci na (X, A, 7Z), jesli istnieje operator ® dolnej gestosci na (X, A,7)
taki, ze topologia 7¢ generowana przez operator ® pokrywa sie z 7. Praca [37| zawiera
rezultat, ze topologia 7 jest abstrakcyjna topologia gestosci na (X, A, Z) wtedy i tylko

wtedy, gdy spetnione sg warunki:
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a) A €T wtedy i tylko wtedy gdy, A jest T-nigdzie gesty i 7-domkniety,

b) A=71AN(T).

Jezeli ideal 7 zawiera zbiory jednoelementowe, to operator dolnej gestosci konstruowany
w dowodzie warunku dostatecznego powyzszej wtasnosci ma postac:
AVA O(A) =int, {z € X :z €int, (AU {z})}.
€

Praca (37| zawiera takze wynik, ze dla dowolnej przestrzeni topologicznej (X, T)

nastepujace warunki sg réwnowazne:

(a) kazdy zbior T-nigdzie gesty jest T-domkniety,

(b) istnieje doktadnie jedna para (A,Z) taka, ze T jest abstrakcyjna topologia gestosci
na (X, A, 7).

Praca [40] zawiera natomiast rezultat, ze jesli operator ¢ : A — 2X jest operatorem
semi dolnej gestosci na (X, A, Z) oraz ® generuje topologie Tg, to N (Tp) = Z wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje ciato A" C A takie, ze Z C A’ 173 jest abstrakcyjna topologia
gestosci na (X, A’ 7). Kolejny rezultat w pracy [40] stanowi, ze jesli ® : A — 2% jest
operatorem semi dolnej gestosci na (X, A,Z) generujacym topologie 7p, to 7g jest
abstrakcyjna topologia gestosci na (X, A,Z) wtedy i tylko wtedy, gdy N (7s) = Z
oraz A = To/\T. Oprocz tego praca [40] zawiera obserwacje, ze jesli ® : S — 2% jest
operatorem prawie dolnej gestosci, to istnieje podrodzina R taka,ze Z C R C S, X €
R, R jest zamknieta ze wzgledu na skonczone iloczyny i istnieje operator &' : R — S,

ktory jest operatorem prawie dolnej gestosci na (X, R,Z) takim, ze

T ={A€eR ACP(A)} =Ts.

W obszarze badan nad abstrakcyjnymi topologiami gestosci mozna zaobserwowaé
tez pewne réznice miedzy miara i kategoria. W przestrzeni topologicznej Baire’a (X, 7),
co zaobserwoawano w pracy [47], istnieje operator ® dolnej gestosci na (X, Ba(r), K(7))

generujacy topologie 7 taka, ze 7o = 7 © K(7).
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Stad wniosek, ze topologia typu Hashimoto 7,,,; © K(7) jest abstrakcyjna topologia
gestosci na (R, Ba,K). Dualna topologia Hashimoto 7,, © L juz tej wlasnosci nie
posiada. Mianowicie, praca [57]| orzeka, ze nie istnieje przestrzen mierzalna (R,S,J)
z wyroznionym o-ideatem J taka, ze topologia 7,, © L jest abstrakcyjna topologia
gestosci na (R, S, 7). Okazuje sie jednak, ze topologia 7,,; © L jest prawie abstrakcyjna
topologia gestosci na (R, £, L), to znaczy istnieje operator ® prawie dolnej gestosci na

(R, L, L), ktory generuje topologie 7g identyczna z 7,4 © L.

2.5 Topologia (s)-gestosci oraz f-gestosci

Definicja punktu gestosci dla zbioru A € £, w ktérym interweniowal ciag {%}%N by-
la inspiracja w pracy [30] do sformutowania definicji gestosci wzgledem niemalejacego
i nieograniczonego ciagu liczb dodatnich {s, },en. Rodzine takich ciagéow oznaczac be-

dziemy przez S, a ciag {sn}nen € S przez (s).
Niech (s) € S. Powiemy, ze xy € R jest punktem (s)-gestosci zbioru A € L, jesli

Jm A

=1.

Niech
Py (A) = {x € R : x jest punktem (s)-gestosci zbioru A}.

Woweczas dla kazdego (s) € S operator @, : L — L jest operatorem dolnej gestosci na
(R, £,L) i w konsekwencji rodzina

’T<5> = {A eL:AC (I><S>(A)}

stanowi topologie, zwana topologia (s)-gestosci. Topologia ta jest nie ubozsza niz to-
pologia gestosci. Uzyskany w pracy [30] interesujacy rezultat stanowi, ze

Sn

1y =1 & liminf > 0.

n—00 G g
Okazalo sie, ze szczegolna role w badaniach dotyczacych topologii (s)-gestosci odgrywa

zbidr

So = {<s> €S: liminf " = 0}.

24



Jesli (s) € Sy, to topologia Ty jest istotnym rozszerzeniem topologii 7;. Pomimo,
ze dla dowolnego ciggu (s) € Sim € R takiego, ze |m| > 1 zbiory T -otwarte sg
niezmiennicze ze wzgledu na operacje x — mx +b dla b € R, to dla dowolnego (s) € Sy
i m € R takiego, ze |m| < 1 istnieje zbior A € Ty, taki, ze mA ¢ Ti,. Ponadto, jesli
T = {7 : (s) € S}, to card(T) = ¢. Co wigcej
N T ="Ta
(s)€So

Jednoczesnie okazuje si¢, Ze rodzina | 7, nie stanowi topologii, a najmniejszg to-
(s)€eS

pologia zawierajaca U 7, jest 2R,
(s)eS
Praca [30] zawiera rowniez rezultat zwiazany z poréwnywaniem topologii (s)-gestosci.
Jesli

(s),(t) €Spi lim 3= = a € (0,00),
to wowczas

Tisy = Ty wtedy i tylko wtedy gdy a = 1.
Dalsze wtasnosci dotyczace poréwnywania topologii (s)-gestosci byly badane w pra-
cy [31]. Praca ta zawiera rezultat, ze dla dowolnego ciagu (t) € Sy istnieje ciag (s) € So
taki, ze topologia 7 jest istotnie bogatsza niz topologia 7, oraz, ze dla dowolnego
ciaggu (t) € S istnieje ciag (s) € S taki, ze topologia 7(, jest bogatsza niz topologia

Tiyy.

Warto jednak dodac, ze topologie generowane przez ciagi z rodziny Sy moga by¢
nieporéownywalne. Istnieja bowiem (s), (t) € Sy takie, ze Ty \ Ty # 0 1 Tisy \ Topy # 0.
Kryteria porownywania topologii (s)-gestosci zostaly opisane przez pewne wlasnosci
ciagow z rodziny S. Mianowicie, jesli dla ustalonych ciagow (s), (t) € S okreslimy ciag
{kn}nen wygenerowany z warunku, ze dla dowolnego n € N istnieje doktadnie jedna

liczba naturalna k,, taka,ze t, € (sy, , Sk, +1], to wowczas

Tisy C Ty

wtedy i tylko wtedy, gdy

liminf — < oo lub liminf Tkt

1—00 Sk,,. i—00
T

=1.

uz
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Rownosé topologii 7isy = 7Ty dla (s),(t) € S mozna osiaggnaé przez poréwnywanie
klas funkcji ciagltych C((R, 7)), (R, Tnat)) 1 C((R, Tigy), (R, That)). Mamy bowiem, ze
Ty = Ty wtedy i tylko wtedy, gdy

C(<R7 ,T(S>>> <R7 Tnat>) = C(<Ra ,T<t>>’ <Ra Tnat>)7

co jest konsekwencja faktu, ze przestrzen topologiczna (R, 7)) jest catkowicie regularna
dla (s) € S. Ten wynik i szereg innych wtasnosci topologii (s)-gestosci i funkcji ciagtych
wzgledem tych topologii zawiera, przygotowana pod moim kierunkiem, praca doktorska
A. Loranty O topologiach gesto$ci indukowanych przez niemalejgce i nieograniczone

ciqgi liczb dodatnich z roku 2005.

W nurcie rozwazan nad topologiami (s)-gestosci pozostaje praca [32]. Glownym jej
celem jest badanie homeomorfizméw przestrzeni topologicznych (R, 7) dla (s) € S.
Uzyskany wynik stanowi, ze jesli ciagi (s), (t) € Sy oraz topologie Ti5 i Tyyy sa nie-
porownywalne, to przestrzenie (R, 7)) i (R,7() nie s homeomorficzne. Zalozenie
o nieporéwnywalnosci topologii 7 i 7y jest istotne dla tezy, bowiem dla dowolnego
(s) € Sy istnieje ciag (t) € Sy taki, ze Ty & T(s i przestrzenie (R, 7)) i (R, 7))
sa homeomorficzne. Podobnie, dla kazdego (t) € Sy istnieje ciag (s) € Sy taki, ze
Ty & T i przestrzenie (R, 7(y) i (R, 7(y) sa homeomorficzne. Jednoczesnie praw-
dziwym pozostaje rezultat, ze dla dowolnego (s) € Sy przestrzenie (R, 7)) i (R, 73)
nie s3 homeomorficzne, co uzasadnia badanie topologii 7, dla ciagu (s) € Sy. Udo-
wodnienie powyzszych faktéow wymagato uzyskania pewnych dodatkowych wtasnosci.
Miedzy innymi, pokazanie, ze funkcje (s)-aproksymatywnie ciagle posiadaja wlasnosé
Darboux, przy czym (s)-aproksymatywna ciagtos¢ funkcji f : R — R w punkcie xy € R
rozumiemy, jako ciggtos¢ funkeji flaufzoy W zwyklym sensie dla pewnego zbioru A € £
takiego, ze xy € ®(,(A). Ponadto nalezalo wykazaé, ze zbiory 7,-spojne pokrywaja
sie ze zbiorami 7,,,-spOjnymi.

Praca [33| zawiera dalsze rezultaty dotyczace mocy rodziny topologii (s)-gestosci
homeomorficznych i niehomeomorficznych. Dla dowolnego ciagu (s) € S istnieje zbior

S;1 C S mocy continuum taki, ze dla dowolnych réznych ciagow (u), (t) € S; otrzy-
mujemy rozne topologie T,y i Ty oraz dla dowolnego (t) € S; przestrzenie (R, 7 )
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i (R, Tyy) sa homeomorficzne. Z drugiej strony dowolnego ciggu (s) € S istnieje S, C S
mocy continuum taki, ze dla dowolnych réznych ciagow (u), (t) € Sy otrzymujemy roz-
ne topologie 7(,y 1 Tyyy oraz dla dowolnego (t) € S, przestrzenie (R, 7(5) i (R, 7Tyyy) nie
sa homeomorficzne. Ponadto znajdujemy zbiér S3 C S mocy continuum taki, ze dla
dowolnych réznych ciagow (u), (t) € Ss przestrzenie (R, 7,)) i (R, 7)) nie sa home-

omorficzne.

Kategoryjny analogon topologii (s)-gestosci zawiera praca [29]. Jesli (s) € S, to dla
dowolnego zbioru A € Ba punkt zy € R jest punktem Z,-gestodci zbioru A, jesli ciag
funkcji charakterystycznych {Xs, (a—zo)n[~1,1] fnen jest zbiezny do funkcji x(—1 1] wedlug
o-ideatu K. Okreslajac

Pz, (A) = {z € R: x jest punktem Z;,-gestosci zbioru A}

otrzymujemy, ze operator Oz, : Ba — Ba jest operatorem dolnej gestosci na (R, Ba, K).

W konsekwencji rodzina
Iz, = {A€Ba:AC @z, (A)}

stanowi topologie na R bogatsza od topologii 7,,;. Ponadto dla dowolnego ciagu (s) € S

otrzymujemy, ze 7z C 7z, natomiast 77, = 77 wtedy 1 tylko wtedy, gdy lign g}f

Sn >
Sn+1

0. Podobnie jak dla topologii (s)-gestosci wzgledem miary otrzymujemy, ze

N Tz, =Tz
(s)E€So
Topologia 77, jest niezmiennicza ze wzgledu na translacje i jednokladnosé o wspol-
czynniku m € R takim, ze |m| > 1. Natomiast dla (s) € Sy i m € R takiego, ze |m| < 1
istnieje zbior A € Ba taki, ze A € Tz, oraz mA & Tz, ,.

W pracy [34] wprowadzitem pojecie punktu gestosci wzgledem funkcji f: Ry — Ry

takiej, ze lim sup % > 0 moéwiac, ze xg € R jest punktem f-gestosci zbioru A € L,
z—07F
jesli
. AMA'N[zg— h,z0+ h))
lim
h—0t+ f(2h)

nazywajac go punktem symetrycznej f-gestosci. Jesli

=0,

(P?ﬁ(A) = {z € R : x jest punktem symetrycznej f-gestosci zbioru A},
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dla A € L, to Oip L — 2% jest operatorem prawie dolnej gestosci na (R, L, L).
W rezultacie rodzina
15 = {Ae L AC CID‘Z’ﬁ(A)}

stanowi topologie bogatsza od topologii naturalnej 7,,4¢. Stanowi ona uogdlnienie topo-
logii gestosé 7. Symetryczna f-gestosé, badana dalej w pracy [36], wiaze sie z wprowa-
dzong wczesniej przez M. Filipczak i T. Filipczak f-gestoscia. W pracy A generalization
of the density topology (M. Filipczak, T. Filipczak, A generalization of the density to-
pology, Tatra Mt. Math. Publ. 34, 37-45, 2006) wprowadzono pojecie punktu f-gestosci
dla funkcji f : Ry — R, ktora jest niemalejaca i xli%l+ f(z) =0 oraz hgi%ljp 7@ > 0.

Wowcezas punkt zg € R jest punktem f-gestosci zbioru A € L, jesli

. MA' "N [xg — h,zo + k)
lim
h—0,k—0 f(h + ]{})

h>0,k>0
h+k>0

= 0.

W slad za ta gestos$cia Autorzy uzyskali topologie f-gestosci
Tipy ={Ac L:AC Py (A)},

gdzie @5y (A) = {z € R : x jest punktem f-gestosci zbioru A}.

W pracy [36] udowodnitem, ze jesli f : R, — R4, to rodzina 7(yy jest topologia wte-

dy i tylko wtedy gdy lim sup ﬁ > 0. Analogiczna wlasno$¢ zachodzi dla symetrycznej
z—0t

gestosci. Okazuje sie rowniez, ze symetrycznej f-gestosci nie mozna scharakteryzowac
przez f-gesto$¢ jednostronna. Istnieje bowiem zbior A € L i funkcja f : Ry — R,

taka, ze lim sup % > 0 oraz 0 jest punktem symetrycznej f-gestosci zbioru A, przy
z—0t
czym

/
lim A(A' N[0, R])
T
Poniewaz @) (A) C 97y (A) dla A € L, wiee Ty C Tfy. Przyklad w pracy [36]

> 0.

pokazuje, ze ta inkluzja jest wtasciwa. Natomiast dla funkcji f: R, — R, i takiej, ze
hfi %1+1p ﬁ > 0 otrzymujemy, ze 7(y) = 73, wtedy i tylko wtedy, gdy @) = @7},
Jesli
Alz{f:R+—>R+:0<limsupx <oo},
z—0t f(l’)
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to wowczas dla dowolnej funkcji f € A; operator CDfﬁ jest operatorem dolnej gestosci
na (R, £,L). Ponadto dla funkcji f € A; takiej, ze lim (i)grlf % > 0 otrzymujemy, ze
@fﬁ = &, i w konsekwencji T<‘}> =1,

Badajac niezmienniczos$¢ topologii ’T<‘;}> ze wzgledu na translacje i jednoktadnosé
pokazatem rezultat w pracy [36], ze dla funkcji f : Ry — R, takiej, ze liglzrliljp % > 0,
topologia ’Z'<§c> jest niezmiennicza ze wzgledu na translacje i jednoktadnosé o wspot-
czynniku o > 1. Jednoczesnie pokazatem, ze dla dowolnego v € (0, 1) istnieje funkcja
f o powyzszych wlasnosciach taka, ze topologia T<‘}> nie jest niezmiennicza ze wzgledu

na jednoktadnosé o wspotezynniku a.

2.6 O topologiach gestosci zwiazanych z rozszerzeniem miary
Lebesgue’a

Badania nad topologiami gestosci zwiazanymi z rozszerzeniem miary Lebesgue’a zapo-
czatkowatem w mojej rozprawie habilitacyjnej. Do badan tych zostatem zainspirowany
przez Prof. A. B. Kharazishvili z Uniwersytetu w Thilisi podczas krotkiego stazu na
tym Uniwersytecie w 1992 roku. Pdzniej, wspotpracowatem z Prof. A. B. Kharazishvili
podczas jego pobytu w Instytucie Matematyki UL w okresie 1995-1997. Wyniki badan
przedstawione sa w pracach [19], [20] oraz [21].

Jesli i jest rozszerzeniem miary Lebesgue’a na R, to symbolem S, oraz Z,, bede
zawsze oznaczal o-cialo zbiorow p-mierzalnych oraz odpowiednio o-ideal zbiorow pu-

miary zero. Zatem S, = dom p oraz Z, = {A € S, : u(A) = 0}.

Jesli pu jest rozszerzeniem miary Lebesgue’a na R, to dla dowolnego A € S, mozna
okresli¢ pojecie punktu p-gestosci tego zbioru. Mianowicie, powiemy, ze zo € R jest
punktem p-gestosci zbioru A € Sy, jesli

L (AN 30 = by + h))

lim o7 =1.

Jesli dla dowolnego A € S, polozymy

®,(A) = {z € R : z jest punktem p-gestosci zbioru A},
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to bezposrednio z definicji otrzymujemy, ze ®, jest operatorem semi dolnej gestosci na
(R, Sy, L)

Niech
1, = {AESM A C (IDM(A)}.

Stosujac metode zawarta w pracy A. B. Kharazishvili Invariant extension of the Le-
besque measure (Izd. Thil. Gos. Univ., Thilisi, 1983), z uzyciem twierdzenia Vitaliego
o pokryciu, przedstawilem w pracy [21] dowod, ze 7, jest topologia zawierajaca 7y.

7 tego dowodu mozna wywnioskowac takze, ze
T, =1,61,.

Powyzsza wlasno$¢ byta dla mnie zaskoczeniem. Oznacza ona bowiem, ze w utworzeniu
topologii 7, najistotniejsza role z dziedziny rozszerzenia miary p odgrywaja zbiory z o-
ideatu Z,,. Ponadto, jesli A€ S, 1 A C ®,(A),to A € 7, wiecc A = B\ C, gdzie B € T,
i C €71, Stad wnioskujemy, ze

D,(A)\A=,(B\C)\ (B\C) = 84(B)\ (B\C) € T,..

Zatem @, jest operatorem stabej prawie dolnej gestosci na (R,S,,Z,), co zaobserwo-
walem zajmujac sie w pdzZniejszych badaniach réznymi operatorami gestosci, ale nie

rozstrzygnatem, czy @, jest operatorem prawie dolnej gestosci na (R, S,,Z,,).

Praca [21] zawiera pewne wlasnosci topologii 7,,. Pokazalem w tej pracy miedzy
innymi, ze
Ba(T,) = B(T,) = LA,
Ponadto wykazatem, ze topologia 7, jest topologia von-Neumanna odpowiadajaca mie-

rze i1 wtedy i tylko wtedy gdy
S, =LAL,.

Podobnie @, jest operatorem dolnej gestosci na (R, S,,Z,) wtedy i tylko wtedy gdy
S, = LAZ,. W przypadku funkcji ciggtych wykazatem, ze

C(<R> %)7 <R> Tnat>) = C((R, ,El)? <R7 7_nat>)'
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Praca [25] zawiera dalsze wlasnosci przestrzeni topologicznej (R, 7,). Pokazalem
w niej, miedzy innymi, ze przestrzen ta jest spojna, nie jest oSrodkowa i nie posia-
da wlasnosci Lindelofa. Oczywiscie (R, 7)) jest przestrzenia Hausdorffa dla kazdego
rozszerzenia miary Lebesgue’a. Pokazalem natomiast, ze jest to przestrzen regularna
(calkowicie regularna) wtedy i tylko wtedy gdy 7; = 7,. Ponadto przestrzen (R, 7,)

przy zalozeniu C. H. (hipotezy continuum) nie jest przestrzenia Blumberga.

Kolejne moje badania dotyczace topologii 7, byly zwiazane z wlasnoscig Luzina-
Mieriszowa. Niech 71 i 7 beda topologiami na X i 7y C 75. Méwimy, ze topologia 7,
ma wlasno$¢ Luzina-Mieniszowa wzgledem topologii 71, jesli dla kazdej pary zbioréw
roztacznych F. , F,, C X takich, ze F,, jest m-domkniety i F}, jest m-domkniety,
istnieja zbiory G,,, G, C X takie, ze G, jest T-otwarty i G, jest o-otwarty oraz F,, C
G-, i F;, C G,,. Udowodnilem, Ze topologia 7, nie posiada wlasnosci Luzina-Mienszowa
wzgledem topologii 7;. Pokazalem réwniez, ze topologia 7, posiada wlasnos¢ Luzina-

Mienszowa wzgledem topologii naturalnej wtedy i tylko wtedy gdy 7, = 7;.

W nurcie mojej rozprawy habilitacyjnej znajduje sie twierdzenie orzekajace, ze ist-
nieje niezmiennicza para (S, ), taka,ze jesli 1 < k < wy, to istnieje zbior A € S\ J
taki, ze card(®7(A)) = k. Tak sformulowane twierdzenie jest rezultatem pracy [20].
W pracy tej skonstruowaliSmy rozszerzenie y miary Lebesgue’a takie, ze o-cialo S,
i o-ideal 7, s niezmiennicze ze wzgledu na operacje liniowe gz +b, gdzie g € Qib € R
oraz dla dowolnej 1 < k < w istnieje zbior A € S, \ Z,,, taki ze card(®,(A)) = k. Ten
rezultat jednoczesnie ilustruje, Ze operator ®, nie jest operatorem dolnej gestosci na

(X,S,,Z,), co w rezultacie oznacza, ze

S, # LAT,

W pracy [28] rozwazamy na przestrzeni (R,S,,Z,) operator semi dolnej gestosci

®* : S, — L ktérego majoranty jest operator @, a wigc

V. 0*(A) C D,(A),

AES,

gdzie

_ o AN [z—hx+h])
(IDM(A)—{IGR.}I}L% 5 =1
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dla kazdego A € S,. W gruncie rzeczy operator ®* jest operatorem stabej prawie
dolnej gestosei, bo dla A € S, jesli A C ©*(A), to A C ¢,(A), wiec ©,(A)\ A € Z,
i w konsekwencji

O*(A)\AC B, (A)\ AT,

Tak wiec rodzina
To» ={A€S,: AC P (A)}

stanowi topologie, przy czym jest to topologia typu Hashimoto, postaci

,ZTI’* = ,]:I)u S Iu-
Ponadto operator & = ®*|L stanowiacy obciecie operatora ®* do o-ciala L jest opera-
torem prawie dolnej gestosci na (R, £, L) generujacym topologie 7g.

W pracy [34] dla dowolnej funkeji g : R, — R, takiej, ze
lim sup L >0
z—0t g(l’)
i rozszerzenia zupelnego p miary Lebesgue’a okreslitem, ze punkt xg € R jest punktem

g-gestosci zbioru A € S, jesli

lim p(A N [xg — h, o + h)

=0.
h—0+ g(2h)

Niech
<I>’<‘g>(A) = {z € R : z jest punktem g-gestosci zbioru A}

dla A € §,,. Otrzymatem rezultat, ze jesli

0< limsupi < 00,
r—0t g(;lj)

to rodzina

T ={A€S,: AC P/, (A)}

stanowi topologie na R taka, ze

T(Z) =Ty © L,
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gdzie Ty ={A e L: AC ) (A)}. Natomiast, jesli zatozymy ze
lim sup L 0
z—07F g(l‘)

to operator <I>’<‘ 9 rowniez generuje topologie T<’;> przy czym

Tyh01,C T<’;>.

Topologie, typu topologii gestosci, zwiazane z rozszerzeniem miary Lebesgue’a sa
takze przedmiotem badan w pracy [55]. Jednak podstawa rozwazan w tej pracy jest
okreslenie punktu gestosci wzgledem ciagu przedziatéow domknietych zbieznego do zera,
co bedzie szerzej omoéwione w kolejnym rozdziale. W tym przypadku rozwazamy ciag
J = {Jp }nen niezdegenerowanych przedziatow domknietych takich, ze 0 € J,, dlan € N
oraz |J,| — 0, gdzie | J,| oznacza miare Lebesgue’a przedziatu J,,. Niech J° bedzie

rodzing wszystkich opisanych powyzej ciagéw przedziatow domknietych.

Niech J° = {J%},.en € J°. Jedli p jest zupelnym rozszerzeniem miary Lebesgue’a

i A €S, topunkt 29 € R jest punktem .J-gestosci zbioru A, jesli

Jedli dla A € S, polozymy
P, (A) = {z € R : z jest punktem J’-gestosci zbioru A},

to operator ®, : S, — L jest operatorem stabej prawie dolnej gestosci na (R, S,,Z,,).

Pozwala to wywnioskowa¢, ze ®', generuje topologie
Tp={AcS,: ACd,(A)}
zawierajaca topologie 7;. Oczywiscie dla u = A otrzymujemy topologie
To={AeL:ACDp(A)}
, 1 w konsekwencji zachodzi wtasnosé, ze
7}% =Tp 01,
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Dla dowolnego ciagu J € J° otrzymuje réwniez, ze @' jest operatorem dolnej ge-
stosci na (R, S,,Z,) wtedy i tylko wtedy, gdy S, = LAZ,, co z kolei jest rownowazne

whasnosci, ze 7' jest topologia von-Neumanna odpowiadajaca mierze p.

Dla dowolnego ciggu J € J° przestrzen (R, 7}') jest przestrzenia Hausdorffa oraz nie
jest przestrzenia normalna. Natomiast aksjomaty oddzielania: regularnosci i catkowite;j
regularnosci dla przestrzeni (R,7;') otrzymujemy tylko w przypadku, gdy Z, = L.
Tutaj warto nadmieni¢ rezultat A. B. Kharazishvili z pracy A non separable extension
of the Lebesgue measure without new null sets (Real Anal. Exchange 33, no 1, 259—
268, 2008) mowiacy, ze przy zatozeniu C. H. istnieje nieosrodkowe rozszerzenie p miary

Lebesgue’a na R, dla ktorego Z,, = L.

W pracy [59] przedstawione jest ogdlne spojrzenie na topologie generowane przez
operatory stabej prawie dolnej gestosci wzgledem zupelnego rozszerzenia p miary Le-
besgue’a. Niech @, : S, — 2% bedzie dowolnym operatorem stabej prawie dolnej ge-

stosci na (R, S,,Z,). Operator ®, generuje topologie
Ty, ={AC€ S, ACP,(A)}.

Jesli & = ®,|L jest obcieciem operatora ®, do o-ciata £ 1 ® jest operatorem dolnej
gestosci na (R, £,1L), to
T:IDM = 7&) S) I/M

gdzie To = {A € L: A C P(A)} jest topologia generowana przez operator . Otrzy-
mujemy zatem wiasnosé, ze jesli @, jest operatorem stabej prawie dolnej gestosci na
(R,S,,Z,) oraz & = ®,|L jest operatorem dolnej gestosci na (R, £,1L), to topologia 7,
generowana przez operator ®, jest abstrakcyjna topologia gestosci na (R, LAZ,,7,)
oraz 7, jest topologia von-Neumanna odpowiadajaca mierze 1 wtedy i tylko wtedy gdy
S, =LAT,.

W przypadku, gdy p1 1 p12 sg rozszerzeniami miary Lebesgue’a i ®,, oraz ®,, sg ope-
ratorami stabej prawie dolnej gestosci na (X, S,,,Z,,) i odpowiednio na (X,S,,,Z,,),
generujacymi topologie Ty, i odpowiednio 7g,, oraz ®,,|L1®,,|L sa operatorami dol-
nej gestosci na (R, £, L), to przestrzenie (R, 7y, ) i (R, 7p,, ) sa podobne wtedy i tyl-

ko wtedy gdy 7s, = 7s,,. Przy czym méwimy, ze przestrzenie topologiczne (X,11),
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(X, T9) sa podobne, co zostato zdefiniowane w pracy A. Bartoszewicz, M. Filipczak,
A. Kowalski, M. Terepeta, On similarity between topologies (Cent. Eur. J. Math. 12,
no. 4, 603-610, 2014), jesli

Agx(intTl(A) # () < int,, (A) # 0).

Niech 75, bedzie topologia generowang przez operator stabej prawie dolnej gestosci
na (R,S,,Z,) i ® = ¢,|L bedzie operatorem dolnej gestosci na (R, £,L). Wowczas w

obszarze aksjomatéw oddzielania otrzymujemy wlasnodci:
(i) (R,73,) jest Ty-przestrzenia.
(ii) (R, 7, ) jest Ty-przestrzenig wtedy i tylko wtedy gdy (R, 73) jest To-przestrzenia.

iii) Jesli (R, 7g) jest T5(7T51)-przestrzenia, to (R, 7g,) jest T3(T51)-przestrzenia wtedy
3 m 3

1 1
2 2

i tylko wtedy gdy Tg, = 7o.
(iv) Jesli 7,0 C T, to (R, Tp,) nie jest Ty-przestrzenig.

Praca [26] zwiazana jest z zagadnieniem rozszerzenia miary, ale nie dotyczy topologii
generowanych przez takie rozszerzenia. Niech (X,S,v) bedzie dowolna przestrzenia
z nieujemna i o-skoriczong miarg v, gdzie S = dom v. Wéwcezas dla dowolnego Y C X
i dowolnego ¢ € [v.(Y),v*(Y)], przy czym v, i v* oznaczaja odpowiednio wewnetrzna
1 zewnetrzna miare generowang przez v, istnieje rozszerzenie v, miary v takie, ze Y
nalezy do najmniejszego o-ciala generowanego przez rodzine SU{Y'} i v.(Y) = 0. Dla
dowolnego Y C X moc rodziny takich rozszerzenn wynosi 1 lub jest nie mniejsza niz

continuum.

2.7 O topologiach gestosci generowanych przez ciagi przedzia-
l6w domknietych zbiezne do zera

Podczas prezentacji wynikow zwiazanych z uogélnieniem gestosci na (s)-gestosé na Uni-
wersytecie w Joaninie w Grecji, w ramach programu Erasmus w 2012 roku, Prof. G. Ka-
rakostas zadal pytanie o mozliwo$é rozwazania gestosci, niekoniecznie wzgledem (s)-

ciagow, ktorego wyrazami sa symetryczne w zerze przedzialy domkniete, ale wzgledem
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zbieznych do zera ciagéw, ktorych elementami sg dowolne zbiory mierzalne miary do-

datniej. Czesciowa odpowiedz na to pytanie stanowi praca [46].

Powiemy, ze ciag przedziatow domknietych J = {J,},en jest zbiezny do 0, jesli
diam({0} U J,) — 0, gdzie diam({0} U J,,) oznacza srednice zbioru {0} U J,,. Niech
J = {J, }nen bedzie ciagiem niezdegenerowanych przedzialow domknietych zbieznym

do zera. Méwimy, ze punkt zy € R jest punktem J-gestosci zbioru A € L, jesli

Niech
®;(A) = {z € R: z jest punktem J-gestosci zbioru A}

dla A € L. Wowcezas @ ,(A) € F,s dla kazdego A € L.

Tego rodzaju gestosé odnajdujemy w pracy M. Csornyei, Density theorems revisited
(Acta Sci. Math. (Szeged) 64, no. 1-2, 59-65, 1998), gdzie Autorka prezentuje wynik o
braku analogonu klasycznego twierdzenia Lebesgue’a w kontekscie punktow J-gestosci.
A zatem istnieje ciag J przedzialéw domknietych zbiezny do zera taki, ze operator @

nie jest operatorem dolnej gestosci na (R, £, 1L).

Niech J oznacza rodzine ciagdéw niezdegenerowanych przedziatow domknietych zbiez-
nych do zera. Praca [46] zawiera rezultat, ze dla dowolnego J € J operator &, : L — L

jest operatorem prawie dolnej gestosci na (R, £,1L), przeto generuje topologie
T,={AeL:ACD,;(A)}

Topologia ta, nazywana topologia J-gestosci, jest istotnie bogatsza od 7,,. Topologie

J-gestosci sa obiektem badan w kolejnych pracach.

Dla wyrdznienia pewnych operatoréw @ ; dla J € J zostalo zdefiniowane wyrazenie:

a(J) = limsup diam({0} U Jn).

n—00 |Jn|

Okazuje sie, ze warunek a(J) < oo jest rownowazny warunkowi, ze 7, C 7;. Jed-
noczesnie twierdzenie w pracy [46] pokazuje, ze dla kazdego ciagu J € J takiego, ze

a(J) = oo istnieje zbior A € 7,4 taki, ze 0 € $4(A) 10 & P;(A).
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Najistotniejszym rezultatem pracy [46] jest twierdzenie, ze dla kazdego ciagu J € J
takiego, ze a(J) < oo operator ®; : L — L jest operatorem dolnej gestosci na (R, £, L).
Wtasnosé ilustrujaca, ze istnieje ciag J € J i zbiory A, B € L takie, ze 0 € ®;(A)
10 ¢ Py(A) oraz 0 € ©4(B) i 0 ¢ ®,;(B) uzasadnia, ze otrzymaliémy nowa koncepcje
punktow gestosci. Oczywiscie dla ciagu J = {J, }nen, gdzie J,, = [—é, i] dlan €N

i (s) = {sn}tnen € S otrzymujemy, ze J € J i ®;(A) = &(,y(A) dla dowolnego zbioru
A € L, tak wiec J-gestosé jest uogolnieniem (s)-gestosci.

W pracy [49] zostaly przedstawione wyniki badari nad funkcjami rzeczywistymi
7,-ciagtymi. Dla dowolnego ciggu J € J rodzina funkcji 7;-ciaglych jest zamknie-
ta ze wzgledu na podstawowe operacje algebraiczne. Analogicznie, jak w przypadku
funkcji aproksymatywnie ciagtych wprowadzamy pojecie ciaglosci J-aproksymatywnej
moéwiac, ze funkcja f : R — R jest J-aproksymatywnie ciaglta w zy € R, jesli istnieje
zbior A € L taki, ze xy € ®;(A) i funkcja obcieciowa fiaufao}) jest clagla w zo w
topologii naturalnej. Jesli a(J) < oo, to funkcja f : R — R jest J-aproksymatywnie
ciagta wszedzie wtedy i tylko wtedy, gdy jest 7;-ciagta. W pracy [49]| przedstawiono
takze rezultat o warunkach réwnowaznych dla mierzalnosci funkcji w sensie Lebesgue’a.

Mianowicie dla funkcji f : R — R nastepujace warunki sg rownowazne:

a) f jest mierzalna w sensie Lebesgue’a,

b) istnieje B € L taki, ze dla dowolnego ciagu J € J takiego, ze a(J) < 0o i dowolnego
x € R\ B funkcja f jest J-aproksymatywnie ciagta w x,

c) istnieje ciag J € J taki, ze a(J) < oo i istnieje zbior B; € L taki, ze f jest
J-aproksymatywnie ciagta dla z € R\ Bj.

W obszarze aksjomatéow oddzielania praca [49] zawiera rezultat, ze dla ciagu J € J
takiego, ze a(J) < oo przestrzen (R, 7;) jest regularna i nie jest normalna. W przypad-
ku klasyfikacji Baire’a zostal uzyskany wynik, ze dla dowolnego ciagu J € J takiego,
ze a(J) < oo funkcje J-aproksymatywnie ciagte f : R — R naleza do 1 klasy Baire’a.

Praca [51] zawiera kolejne wyniki badan nad T-ciagtoscia. Niech J € J. Powiemy,

ze clag J = {[an, byl bnen jest prawostronnie (lewostronnie) zbiezny do zera, jesli istnieje
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no € N takie, ze b, > 0 (a, < 0) dla n > ng oraz

min{0,a,} ’ max{0,b,} O)

lim ——————— =0 | lim
n—oo by, n—o0 Qn

W kontekscie ciagow jednostronnie zbieznych otrzymujemy, ze jesli J € J, to [a,b) € T,
((a,b] € T;) dla a,b € R,a < b wtedy i tylko wtedy, gdy ciag J jest prawostronnie

(lewostronnie) zbiezny do 0.

Dla ciggu J € J okreslamy nastepujace rodziny funkcji cigglych:

Cratinat = {f + (R, Taat) = (R, Tnat) },
Crat,s = {f + (R, 7o) — (R, T7)},
Cinat = {f + (R, T5) — (R, Tar) }

Crr=1{f: R, T;) — (R, T))}.

Rodzina funkcji C,q s redukuje sie do funkceji statych. Jednoczesnie Cpar.; & Chatnat C

Cinat 08z Cpat g & Cjy C Cypar- Jesli ciag J € J jest jednostronnie zbiezny do zera, to

1) Cnat,nat \ CJ,J % @,

11) CJ7J \ Cnat,nat 7é @

oraz inkluzje Cyat.nat C Crnat 0raz Cjy C Cjpnar Sa Wlasciwe.

Interesujacy jest tez rezultat, ktoéry ma znaczenie w semiregularyzacji topologii. Dla
dowolnego ciagu J € J istnieje zbior przedziatowy B = G (an,by), gdzie b,11 < a, <
b, dlan € N i nlgl& b, = 0, taki, ze 0 € ®,(B). Natomiz:s:tlw kierunku poréwnywania
topologii, praca [50| zawiera rezultat, ze dla dowolnego ciagu J € J istnieje ciag K € J

taki, ze topologie 7 i 7x sa nieporéwnywalne.

Dla ciagow J, K z rodziny J ciag utworzony z przedzialéow ciggu J oraz ciagu K
w sposob dowolny oznacza¢ bedziemy przez J U K, przy czym zawsze J U K € J.

W kontekscie ciagu J U K otrzymujemy nastepujace wtasnosci:

1) CJ,nat N CK,nat - CJUK,nat7

38



11) Cnat,] N Cnat,K = Cnat,JUK7

111) C(]ﬂ] OCKVK g CJUK,JUK'

Dalsza kontynuacje badan nad topologiami J-gestosci zawiera praca [56]. Nowe
wyniki w tej pracy dotycza badania funkcji J-aproksymatywnie ciagtych w przypadku,
gdy J € J bez ograniczenn dotyczacych wlasnosci a(J). Ciagltosé J-aproksymatywna
definiujemy analogicznie, jak w pracy [49] i otrzymujemy rezultat, ze funkcja f : R — R
jest J-aproksymatywnie ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagta wzgledem topologii
7;. W pracy tej pojawia sie rowniez charakteryzacja mierzalnosci w sensie Lebesgue’a.
Funkcja f : R — R jest mierzalna w sensie Lebesgue’a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
ciag J € Jizbior B; € L taki, ze funkcja f jest J-aproksymatywnie cigglta w kazdym
punkcie z € R\ B;. Ponadto dla dowolnego ciagu J € J funkcja J-aproksymatywnie
ciagta f : R — R jest 1 klasy Baire’a. Rezultat w obszarze aksjomatéw oddzielania
pokazuje, ze dla J € J takiego, ze a(J) < oo przestrzeni topologiczna (R, 7;) jest
catkowicie regularna. Przy warunku «(J) < oo mamy, ze 7, C 7, co jest przedstawione
w pracy [46], ale poniewaz istnieje ciag J € J taki, ze a(J) < oo i Ty # T;, wiec
mamy przyktad topologii typu J-gestosci, ktora jest réozna od topologii gestosci i jest

catkowicie regularna.

Koncepcja J-gestosci wzgledem zbieznych do zera ciagdéw niezdegenerowanych prze-
dzialéw domknietych znalazta dalsze uogolnienie. W pracy R. Wiertelak, F. Strobin
On a generalization of density topologies on the real line (Topology Appl. 199, 1-16,
2016) przedstawiona jest koncepcja gestosci wzgledem zbieznych do zera ciagow, kto-
rych elementami sg zbiory dodatniej miary Lebesgue’a. Okazuje sie, ze wowczas gestosé
wzgledem takiego ciagu mozna opisa¢ za pomoca gestosci wzgledem zbieznych do zera
ciagow sktadajacych sie ze zbiorow bedacych skoriczonymi sumami niezdegenerowanych
przedzialéw domknietych. Badania nad topologiami generowanymi przez pewne ciagi
zbioréw opisanych powyzej wchodza w zakres rozprawy doktorskiej przygotowywanej

obecnie pod moim kierunkiem przez doktoranta M. Widzibora.

Przed rozpoczeciem badan J-gestosci w aspekcie miary, w pracy doktorskiej przygo-

towanej pod moim kierunkiem R. Wiertelak Topologie gestosci generowane przez ciqgi
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przedziatow zbiezne do zera z 2008 roku, zostata wprowadzona kategoryjna J-gestosc-
gestos¢ dla zbioréw o wlasnosci Baire’a, nazwana Z(.J) gestoscia.

Jesli ciag J = {J, }nen € J to powiemy, ze punkt x5 € R jest punktem Z(J)-gestosci
zbioru A € Ba, jesli ciag funkeyjny {h(A, J,)}nen jest zbiezny wedlug o-ideatu K do
funkcji x(—1,1), gdzie

h(A, Ju) () = X2 ((A—z0)—s(Jn))N[— 11]( z)

| Jn
dlan € Niz e R, a s(J,) oznacza $rodek przedzialu J,.
W przypadku ciagu J = {[—l l]}neN otrzymujemy oczywiscie, ze x de@cy punk-
tem Z(J)-gestosci zbioru A jest punktem Z-gestosci zbioru A. Dla J = {[— Sn, Sn]}neN,

gdzie (s) = {Sp}tnen € S, otrzymujemy natomiast, Ze xy jest punktem Z,-gestosci

zbioru A.

Przyjmujac dla J € J oraz A € Ba
P75y (A) = {z € R : x jest punktem Z(J)-gestosci zbioru A}

R. Wiertelak udowodnita, ze ®7(;) : Ba — Ba jest operatorem dolnej gestosci na

(R, Ba,K). W konsekwencji dla kazdego J € J operator ®z(;) generuje topologie
IJ) = {A < BCL : A - (PI(J)<A)}

zwang topologia T7(;)-gestoéci on R. Pokazalta takze, Ze topologia ta jest bogatsza od

topologii naturalnej i zbadata rézne jej wtasnosci.
Praca |38 zawiera rezultaty dotyczace funkcji ciagtych wzgledem topologii Tz
W pracy tej zbadano zwiazki miedzy nastepujacymi rodzinami funkcji cigglych:
Cratzin) = {f + (R, Toat) = (R, Tz(s) },
CI(J),nat = {f : (R, TI(J)> - <R;Tnat>}a
Cznzwy =1f + (R, Iz()) — (R, Tz(p) }
Cnat,nat ={f: (R, Tnat) = (R, Thar) }-

Interesujacym jest fakt, ze funkcja liniowa f(r) = ax, gdzie a € R, jest T7(;)-ciagta
dla kazdego J € J wtedy i tylko wtedy, gdy a € {0,1}. Inna charakteryzacja ciagtosci
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funkcji liniowej orzeka, ze dla dowolnego ciagu J € J funkcja f(x) = ax, a # 0, jest

T7(y)-ciagta wtedy i tylko wtedy gdy 7z(;) C Tz(as), gdzie aJ = {aJ, }nen.

Rozwazania operatoréw J-gestosci odpowiednio dla miary i kategorii powiekszaja
kolekcje réznic miedzy miara i kategoria. Dla ciagu J € J operator ®; : L — L
jest operatorem prawie dolnej gestosci na (R, L,LL), podczas gdy @z : Ba — Ba
jest operatorem dolnej gestosci na (R, Ba, K). W obu przypadkach operatory generuja
topologie T;j-gestosci i odpowiednio 77(;)-gestodci, z ktorych pierwsza przy zalozeniu

a(J) < oo jest catkowicie regularna, a druga nie jest regularna.

2.8 Semiregularyzacja

Prace [52] i [53] zwigzane sa z semiregularyzacja topologii typu gestosci. Jesli (X, 7) jest
przestrzenia topologiczna, to semiregularyzacja przestrzeni (X, 7) nazywamy przestrzen
topologiczng (X, Tsem), gdzie Teen jest topologia generowang przez zbiory T-regularnie
otwarte. Istotna cecha semiregularyzacji jest wlasnosé (R. A. Aleksandrian, E. M. Mi-
rzahanian, Topologia ogélna (po rosyjsku), Moskwa, 1979), ze jesli (X, Tsep,) jest semi-
regularyzacja przestrzeni topologicznej (X, 1) oraz (Y, o) jest przestrzenia regularna,

to zachodzi rownosé klas funkceji cigglych

C(<X’ T>’ <Y7 J>) = C(<X7 Tsem)v <Yv J))

W zwiazku z powyzszym, jesli okaze sie, ze przestrzen (X, Teenm) jest ponadto cal-
kowicie regularna, to woéwczas semiregularyzacja jest najstabsza topologia dla ktorej
funkcje Ts.m-ciaglte pokrywaja sie z funkcjami 7-ciggltymi. Szczegoélnie istotne jest wiec
poszukiwanie najstabszej topologii 7, dla ktoérej funkcje 7g-ciagte beda ciagte wzgledem
topologii 7. Wiadomo, z pracy [44], ze dla operatora ® dolnej gestosci na przestrzeni
(R, Ba,K), przy zalozeniu 7,, C 7g, przestrzen topologiczna (R, 7g) nie jest regu-
larna. Wobec tego w tym przypadku uzasadnione jest badanie semiregularyzacji tej

przestrzeni.

Praca 53] zawiera pewien przeglad topologii typu gestosci generowanych przez ope-

ratory dolnej gestosci na przestrzeni (R, £,L) lub (R, Ba, K), dla ktorych semiregula-
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ryzacja jest catkowicie regularna. Praca ta zawiera, miedzy innymi, badanie semire-
gularyzacji topologii 7,,.. Jest to topologia zwiazana z operatorem uzaleznionym od

funkcji ciagtej ¥ : R, — R, takiej, ze

lim (t) = 0.

t—0t

Mianowicie, dla zbioru £ € Ba punkt zy € R jest punktem v c-gestosci zbioru E, jesli

L AG(E)) N[ — hywo + h)

i 2h1)(2h) =0

gdzie G(E) jest zbiorem T,,-regularnie otwartym takim, ze G(E)AE € K. Operator
Dy, : Ba — Ba, gdzie

O, (A) = {z € R: z jest punktem 1)c-gestosci zbioru A}

dla A € Ba, jest operatorem dolnej gestosci na (R, Ba,K) i generuje topologie 7y, .
Praca [53] zawiera rezultat moéwiacy o tym, ze semiregularyzacja 7y jest topologia

catkowicie regularna.

W pracy [52] zbadana jest semiregularyzacja topologii typu gestosci zwiazanej z
ciagiem J € J. Kladac
®,(A) = ©,(G(4)),

gdzie A € Ba, G(A) jest Tpa-regularnie otwarty i AAG(A) € K, otrzymujemy ope-
rator dolnej gestosci na (R, Ba,K). Operator ten generuje topologie 75, bogatsza od
topologii naturalnej. Semiregularyzacja przestrzeni topologicznej (R, 75, ) prowadzi do

przestrzeni catkowicie regularne;j.

Pomimo pewnych przykladéw semiregularyzacji przestrzeni topologicznych gene-
rowanych przez operatory dolnej gestosci, nie jest rozwigzany problem okreslenia wa-
runkow dla topologii 7 generowanej przez operator dolnej gestosci ® na przestrzeni
mierzalnej (X, S, J) tak, aby semiregularyzacja (X, 7¢) byta przestrzenia catkowicie

regularna.
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2.9 O rodzinach operatoréw dolnej gestosci, prawie dolnej ge-
sto$ci oraz semi dolnej gestosci

Praca A. Bartoszewicz, K. Ciesielski, M B-representations and topological algebras (Re-
al Anal. Exchange 27, 749-756, 2001/2002) zawiera rezultat, o istnieniu przestrzeni
mierzalnej (X, S, J) z wyr6znionym o-idealem 7 takiej, ze para (S, J) posiada wla-
sno$¢ mierzalnej otoczki, ale nie istnieje operator dolnej gestosci na (X, S, 7). Tym
samym dowolna topologia 7 na X nie jest abstrakcyjna topologia gestosci na przestrze-

ni (X,S,J).

W sytuacji, gdy ostabiamy zadanie do istnienia operatora prawie dolnej gestosci na

(X,S8,J), to zawsze mozemy stwierdzi¢, ze taki operator istnieje. Prosty przyktad

X A~X,
)= {@ (A~ X)

dla A € § ilustruje, ze ® jest operatorem prawie dolnej gestosci na (X,S,J). Co

wiecej, generuje on zawsze topologie
To={ACX:A=0V(A=X\BABeJ)},

niezaleznie od tego, czy para (S, J) posiada wlasnosé mierzalnej otoczki.

Nie mniej jednak istnieja przyklady operatorow dolnej gestosci na wyréznionych w
przestrzeniach mierzalnych. Praca [47]| zawiera wspomniany wezesniej rezultat o tym, ze
dla dowolnej przestrzeni topologicznej Baire’a(X, 7) zawsze istnieje operator dolnej ge-
stosci na (X, Ba(7), K(7)). Rowniez w przypadku przestrzeni (X, S,, J,), gdzie S, jest
dziedzing
o-skonczonej i nie roéwnej tozsamosciowo zero miary v, zas J, jest o-idealem zbio-
row miary v-zero, dzieki twierdzeniu von Neumann-Maharam istnieje operator dolnej

gestosci na (X, S, Jyu)-

Praca 58] zawiera rezultaty zwiazane z badaniem operatoréw typu operatora gesto-
Sci okreslone na przestrzeni z wyréznionym ciatem i ideatem. Dokladniej, w pracy tej

rozwazane sa trojki (X, A, Z) takie, ze A jest ciatem, Z C A idealem wtasciwym takim,
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ze UZ = X. Woweczas, jesli P jest rodzing operatoréw dolnej gestosci na (X, A,Z), to

nastepujace warunki sg rownowazne:

a) A= Ay, gdzie Ay jest cialem generowanym przez rodzine Z,

b) istnieje najmniejsza, w sensie inkluzji, abstrakcyjna topologia gestosci na (X, .A,7),
c) card(P) =1,

d) operator ®,, : A — 2% okreslony wzorem

B..(4) = () B(4)

jest operatorem dolnej gestos¢ na (X, A, 7).

W pracy [58] badane sa takze rodziny wszystkich operatoréw dolnej gestosci, prawie

dolnej gestosci i semi dolnej gestosci okreslone na przestrzeni (X, A, 7).

Jedli @y : S — 2% i @y : S — 2% s3 dowolnymi operatorami zdefiniowanymi na A,
to w naturalny sposob definiujemy relacje < moéwiac, ze ®; < &5, jesli dla dowolnego
A € A mamy, ze $1(A) C Dy(A). Jesli &y i Py sa operatorami dolnej gestosci na
(X, A,T) oraz Ty, i T3, sa topologiami generowanymi przez ®; i odpowiednio ®o, to

To, C Tp, wtedy i tylko wtedy, gdy &1 < Ps.

Jesli LDO jest rodzinag wszystkich operatorow dolnej gestosci na przestrzeni
(X, A, T), to w przypadku, gdy LDO # (), istnienie najwickszego elementu w LDO
wzgledem relacji < jest rownowazne faktowi, ze rodzina A redukuje sie do Ay, czyli
najmniejszego ciata generowanego przez Z. Natomiast ® € LDQO jest elementem mak-
symalnym w LDO wzgledem relacji < wtedy i tylko wtedy, gdy ® jest liftingiem na
(X, A,T), to znaczy operatorem dolnej gestosci na (X, .A,Z) spelniajacym dodatkowy
warunek, ze ®(AU B) = ®(A) U &(B) dla dowolnych A, B € A.

W przypadku rodziny wszystkich operatorow prawie dolnej gestosci na (X, A, Z),
oznaczanej przez ALDQO, otrzymujemy, ze jesli ® € ALDQO jest elementem maksy-
malnym w ALDO wzgledem relacji <, to ® € LDO. Ponadto nastepujace warunki sa

rownowazne:
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i) istnieje element maksymalny w ALDO wzgledem relacji <,
ii) LDO # 0,
iii) istnieje operator ® € LDO bedacy liftingiem.

Natomiast istnienie elementu najwiekszego w rodzinie ALDO wzgledem relacji < jest

rownowazne warunkowi, ze A = Aj.

W przypadku, gdy SLDO oznacza rodzine operatoréw semi dolnej gestosci na
(X, A,7), to fakt, ze & € SLDO jest elementem maksymalnym w rodzinie SLDO
wzgledem relacji < jest rownowazny warunkowi, ze ®(A) UP(X \ A) = X dla kazdego
A € A. Nalezy ponadto doda¢, ze w rodzinie SLDQO zawsze istnieje element maksymal-
ny wzgledem relacji <. Natomiast istnienie elementu najwiekszego w rodzinie SLDO

wzgledem relacji < jest rownowazne warunkowi A = Aj.

Praca [58| zawiera rowniez rezultat, ze w przypadku, gdy rodzina topologii genero-
wanych przez operatory dolnej gestosci na (X, A, Z) jest niepusta, to warunek A # A,
jest rownowazny temu, ze najmniejsza topologia generowana przez sume tych wszyst-
kich topologii pokrywa sie z 2%. Podobnie w przypadku rodziny topologii generowanych
przez operatory prawie dolnej gestosci na (X, A, 7). Istnienie najwiekszej topologii w tej

rodzinie jest rownowazne warunkowi A = A.

3 Omowienie rozdzialow w monografiach

Praca [39] jest rozdzialem w monografii jubileuszowej Real functions, density topology
and selected topics (L.odz University Press, 77-82, 2011) dedykowanej Prof. W. Wil-
czynskiemu. W pracy rozwaza sie rodzine 2l niezmienniczych o-ideatéw na R pod katem
ich uniwersalnosci. Mowimy, ze o-ideat J € 2l jest uniwersalny, jesli dla dowolnego o-

idealu Z € 2 otrzymujemy jeden z warunkow:

1°InNnBcCcJNEB

2° 71 J sa ortogonalne, to znaczy, ze istnieja X € Z1Y € J takie, ze X NY =0
oraz X UY =R.
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Praca ta zawiera rezultat, ze o-ideaty L i K sg uniwersalne na prostej. Pokazano w niej
takze, ze jesli o-ideaty J; i J sa uniwersalne i borelowskie oraz [J; # Jo, to o-ideal
J1 N J5 nie jest uniwersalny. Wykazano réwniez, ze kazdy o-ideat J € 2, ktory nie
zawiera niepustych zbiorow doskonalych, a wiec jest catkowicie niedoskonaly, nie jest
uniwersalny. W pracy tej zamieszczono takze rezultat, ze jesli J € 2 jest borelowskim
o-ideatem oraz istnieje borelowski o-ideal J; € A taki, ze 7 C /1 i1 J # Jp, to J
nie jest uniwersalny. Zostato takze zbadane, ze znany z literaturze o-ideal Mycielskiego
JIm (J. Mycielski, Some new ideals of sets on the real line, Colloq. Math. 20, 71-77,

1960) tez nie jest uniwersalny.

Praca [45] jest rozdzialem w monografii Traditional and present-day topics in real
analysis (Faculty of Mathematics and Computer Science, University of L.odz, 431-447,
2013) dedykowanej prof. S. Lipiriskiemu. Praca ta ma charakter przegladowy. W pierw-
szej czesci gromadzi wlasnosci topologii generowanych przez operatory dolnej gestosci
na przestrzeni mierzalnej (X, S, J) z wyrdznionym o-ideatem J. Przedstawione w roz-
dziale dowody pochodza w wiekszosci z prac wezesniej opublikowanych przez Autordw.
Druga czes¢ tej pracy dotyczy operatoréw prawie dolnej gestosci na przestrzeni mie-
rzalnej (X,S,J) z wyrdznionym o-ideatlem J z uwzglednieniem wtasnosci topologii
generowanych przez te operatory. Celem nadrzednym tej pracy jest pokazanie pewnych
dualnych wtasnosci topologii generowanych przez operatory dolnej i prawie dolnej ge-

stosci, a takze zasygnalizowanie réznic miedzy takimi topologiami.

Praca [48| jest rozdzialem w monografii Monograph on the occasion of 100th birth-
day anniversary of Zygmunt Zahorski (Wydaw. Politechniki S1., Gliwice, 141-154, 2015)
wydanej na okolicznos$¢ 100 rocznicy urodzin Prof. Z. Zahorskiego. Motywem przewod-
nim tej pracy sa topologie generowane przez operatory dolnej i prawie dolnej gestosci
zwigzane ze zbieznymi do zera ciggami niezdegenerowanych przedziatow domknietych.
Pierwsza czes¢ pracy dotyczy topologii generowanych przez operatory dolnej gestosci
na przestrzeni (R, Ba,K). Zawarte sa w niej wyniki prac opublikowanych przez Au-
toréw rozdziatu i dotycza wlasnosci tych topologii, a takze wlasnosci funkcji cigglych
wzgledem nich. W czesci drugiej pracy przedstawione zostaly rezultaty prac dotyczace

topologii generowanych przez operatory ®;-gestosci na (R, L, LL). Przytoczone zosta-
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ty wtasnosci tak uzyskanych topologii J-gestosci, zaréwno w przypadku, gdy operator
generujacy te topologie jest operatorem dolnej gestosci jak i prawie dolnej gestosci.

Przedstawione zostaly réwniez wtasnosci funkcji ciagtych wzgledem tych topologii.

Praca [50] jest rozdzialem w monografii Modern Real Analysis (Faculty of Mathe-
matics and Computer Science, University of Lodz, 61-68, 2015). Przedmiotem roz-
wazan w tej pracy sa funkcje ciaglte wzgledem topologii gestosci generowanych przez
operatory dolnej gestosci na (R, Ba, K) zwiazane z pewnym operatorem ® : 7,,,; — 2%

o nastepujacych wlasnosciach:

i) ¢0)=01i®R) =R,

ii) (AN B) =®(A)NP(B) dla dowolnych zbioréw A, B € Tyu,
iii) A C ®(A) dla dowolnego zbioru A € Tpa.

Z pracy |47] wynika, ze operator ®, : Ba — Ba okreslony wzorem

gdzie A € Ba i G(A) jest zbiorem T7,,-regularnie otwartym takim, ze AAG(A) €
K, jest operatorem dolnej gestosci na (R, Ba,K). Operator ten generuje topologie
75,. Przedmiotem pracy [50] jest badanie rzeczywistych funkeji 7g,-ciagtych i funkcji
To,-aproksymatywnie ciggtych, gdzie 73, -aproksymatywna ciagtosé¢ funkcji f : R — R
w punkcie zy € R oznacza istnienie zbioru A € Ba takiego, ze zo € ®,(A) oraz
flaugzo} jest ciagla w zwyktym sensie. Ciggloé¢ 7g,-aproksymatywna w x, implikuje
Ty, -ciagltos¢ w xy. Praca ta zawiera warunek gwarantujacy rownowaznosc tych ciaglto-
sci. W przypadku gdy @ jest operatorem tozsamosciowym, to 7 -aproksymatywna

ciaglos¢ oraz 7Ty, -ciagltosé sa rownowazne.

4 O pewnych osiggnieciach naukowych przed uzyska-
niem stopnia doktora habilitowanego

Jeszcze w okresie studiow zainteresowany bylem pewnymi poréwnaniami miary i ka-

tegorii, do czego znacznie przyczynita sie wydana w latach siedemdziesiatych mono-
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grafia J. C. Oxtoby’ego Measure and Category (J. C. Oxtoby, Measure and Category,
Springer-Verlag, New York, 1971). Zgromadzone w niej pewne fundamentalne przykla-
dy zwigzane z miarg i kategorig wskazywaly zaré6wno na bogactwo analogii, jak i tez

na bogactwo roznic.

Dla nowych poréwnan miary i kategorii, gdzie dualnie wystepuje o-ideat zbioréow
miary Lebesgue’a zero i o-ideal zbioréw I kategorii, duze znaczenie miata koncep-
cja pojecia zbieznosci ciagu rzeczywistych funkcji S-mierzalnych wzgledem dowolne-
go, wlasciwego o-idealu J C S, wprowadzona w paragrafie 2.2, gdzie (X,S,J) jest
przestrzenia mierzalng z wyréznionym o-ideatem 7. Dzieki temu pojeciu zbieznosci
rozwijane byly poréwnawcze badania w rodzinie funkcji mierzalnych w sensie Lebes-
gue’a i rodzinie funkcji majacych wtasnos¢ Baire’a dotyczace topologizacji tych ro-
dzin poprzez operacje domkniecia zdefiniowang przez zbieznos$¢ wzgledem odpowiednio,
o-ideatéw zbioréw miary zero albo I kategorii. To sprawito, ze intensywnie zajmowaltem
sie mozliwoscig topologizacji rodzin funkcji S-mierzalnych poprzez operacje domknie-
cia zdefiniowana przez zbieznosé wzgledem o-ideatu J. Rozwazajac rodziny funkcji
rzeczywistych, mierzalnych wzgledem najmniejszego o-ciata BAJ stwierdzitem w pra-
cy [3], co bylo elementem mojej pracy doktorskiej, ze dla o-ideatu Mycielskiego Js
przestrzen funkcji BA Jy-mierzalnych nie jest topologizowalna. Podobnie, co pokaza-
tem w pracy [5], zachowuja sie wszystkie o-idealy calkowicie niedoskonale, to znaczy
nie zawierajace niepustych zbioréw doskonatych. Naturalne przyktady takich rodzin
licznie wystepuja w literaturze. Nie mozna jednak generowaé o-ideatu catkowicie nie-
doskonalego z o-ideatéow majacych te wlasnosé. W pracy [2] udowodnitem, ze pomimo
iz o-ideaty J; i J> sa catkowicie niedoskonale i niezmiennicze ze wzgledu na translacje,
to o-ideal generowany przez J; i J> moze zawiera¢ niepusty zbior doskonaly. W pracy
[6] zbadatem pewne wlasnosci o-idealow, zbieznosé wedtug ktorych generuje topologie,

okreslajac je mianem o-ideatéw topologicznych.

W 1989 roku w Centrum Banacha dowiedziatem sie z autorskich wyktadéw Profeso-
ra J. Morgana, zawartych w po6zniej wydanej monografii Point Set Theory (Chapman
& Marcel-Dekker Inc., New York and Basel, 1990), ze operujac pojeciem bazy katego-

rialnej udaje sie niejednokrotnie wspdlne wtasnosci dla miary i kategorii uja¢ w nowej,
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jednolitej koncepcji jezyka baz kategorialnych. Przestrzen topologiczna lub przestrzen
z miara o-skonczona, badz przestrzen mierzalna (X, S, J) z wyréznionym o-ideatem
J takim, ze para (S,J) spelnia warunek przeliczalnego taricucha (c.c.c), to najbar-
dziej naturalne przyktady baz kategorialnych. Z tego powodu, w pracy [12| badatem
zbieznos¢ wielowskaznikowych ciggéw funkcji mierzalnych w bazach kategorialnych, by
zaobserwowac, ze zbieznos¢ prawie wszedzie w bazie kategorialnej wzgledem podcia-
géw po wspotrzednych implikuje zbieznosé prawie wszedzie wyjsciowego ciggu. Badajac
topologizacje rodziny funkcji mierzalnych w osrodkowej bazie kategorialnej, przedsta-
witem w pracy [17], pewna lokalng wtasnosé, ktora przeszkadza w uzyskaniu topologii.
Na tej podstawie scharakteryzowatem przestrzenie topologiczne T z bazg przeliczal-
ng, w ktérych mozna topologizowaé przestrzenie funkcji o wtasnosci Baire’a. Dzieki
temu uzyskalem w pracy [22| rezultat orzekajacy brak topologizacji funkcji BAJ-
mierzalnych w przestrzeniach polskich, gdy o-ideat J posiada baze ztozona ze zbiorow
typu F,. Przy zalozeniu, ze w dowolnej bazie kategorialnej zbiory mocy mniejszej niz
moc przestrzeni nalezg do o-ideatu zbioréw I kategorii, ktory posiada baze mocy nie
przewyzszajaca mocy przestrzeni, wywnioskowalem w pracy [13] istnienie podzbioru
nie bedacego zbiorem Baire’a, z czego wynika rowniez istnienie zbioru niemierzalnego
w sensie Lebesgue’a i zbioru nie majacego wlasnosci Baire’a. Pod tym katem badatem
w pracy [18] warunki, kiedy z dowolnej, nieprzeliczalnej rodziny zbiorow I kategorii w
ustalonej bazie kategorialnej mozna wyjaé¢ podrodzine, ktorej suma jest zbiorem nie

bedacym zbiorem Baire’a.

Pojecie zbieznosci ciagu funkcyjnego wedtug o-ideatu wyzwolito che¢ badania osrod-
kowosci 1 zwartosci odpowiednich przestrzeni funkcji S-mierzalnych. W pracy [4] przed-
stawitlem miedzy innymi warunek konieczny i dostateczny osrodkowosci, a w pracy [10]
zostala scharakteryzowana zwarto$¢ rodziny funkcji S-mierzalnych o wartosciach w
przestrzeni Hausdorffa, ktora jest regularng przestrzenia Lindelofa z przekatna typu

Gs.

Pewna, rownolegla tematyke moich zainteresowan stanowily badania matych sys-
temow zbioréw, zapoczatkowane przez B. Riecana w pracy Subadditive measures and

small systems (éasopis Pést. Mat. 99 no. 3, 279-285, 1974). Maly system szacuje
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wielkos¢ zbioru poprzez przynaleznos¢ do odpowiedniej rodziny, ktora jest jednym z
elementow zstepujacego ciagu rodzin. Przekroj malego systemu (czesé¢ wspolna ciagu
rodzin) jest o-ideatem, ktorego elementy traktujemy jako male zbiory. W jezyku ma-
lego systemu wyrazitem w pracy |[11] twierdzenie Jegorowa i w pracy [16]| twierdzenie
Luzina. Otrzymujemy z nich klasyczne twierdzenie Jegorowa i Luzina, gdy maty system
jest generowany przez miare skoniczong. W pracy [10] zbadano zwarto$é¢ rodzin funk-
¢ji S-mierzalnych, podajac warunki konieczne i dostateczne, ktére w naturalny sposob
uogdblniaja twierdzenie Frécheta o zwartosci dla funkeji mierzalnych w sensie zbieznosci

wedtug miary skonczone;j.

Praca |7] dotyczy badania o-idealéw z baza borelowska w nieprzeliczalnej prze-
strzeni polskiej. Z wlasciwym o-ideatem J w X z baza borelowsksa typu Gs mozna
zwigzaé o-ideat J; C J , definiujac go jako podrodzine J, w ktorej kazdy zbiér posia-
da nadzbior typu F, z rodziny J. Taki o-ideal jest porownywalny z rodzina zbioréw
o-porowatych na prostej. Dowodzi sie, ze dla o-ideatu J w nieprzeliczalnej przestrzeni
polskiej X istnieje ciag o dlugosci wy zbioréw parami roztacznych nigdzie gestych typu
Gs z rodziny J \ Ji1. W przypadku, jesli J = L, to istnieje 2*° zbioréw roztacznych
typu Gs z rodziny L\ L;. Interesujacy jest tez rezultat, ze dla zbioru I kategorii A C R
istnieje zbior B € L\ L, i B € G5 oraz AN B = (). Taki rezultat byt znany dla zbiorow
o-porowatych. Mianowicie J. Tkadlec w pracy Construction of some non-o-porous sets
on real line (Real Anal. Exchange 9, 473-482, 1983) wykazal, ze dla dowolnego zbioru
A C R i1 kategorii istnieje zbior doskonaly B, ktéry nie jest o-porowaty oraz jest

roztaczny z A.

W pracy [24], pod wplywem pobytu na seminarium Prof. C. Weila w Michigan
State University (USA), specjalisty od pochodnej Peano, zajalem sie pochodng Peano
dla funkcji o wtasnosci Baire’a. Otrzymalem rezultat, ze jesli f : R — R posiada
wlasnos¢ Baire’a, to dla dowolnego k € N zbior E, = {x € R : f)(x) istnieje} € Ba,
gdzie f() jest k-tym wspolczynnikiem w definicji Peano. W pracy wprowadzitem pojecie
Z-aproksymatywnej pochodnej Peano. Mowimy, ze funkcja rzeczywista f okreslona w
pewnym otoczeniu punktu x ma Z-aproksymatywna pochodnag Peano rzedu k, jesli

istnieja liczby f1)z—ap(®), ..., fiyz—ap() 1 zbiér E o wlasnosci Baire’a, taki, ze x jest
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punktem Z-gestosci zbioru E oraz

fa+1) = F() = 3 & firrapl®)
lim =1

t—0 tk
teE

= 0.

Udowodnitem, ze jesli f : R — R ma wlasno$¢ Baire’a, to dla dowolnego k£ € N
zbior B, = {x € R : fiyz—op(®) istnicje} € Ba oraz funkcja fig)r—qp ma wlasnosé
Baire’a. W mojej pierwszej pracy [1| , wykorzystujac whasnosé S. Piccard o niepustym
wnetrzu sumy algebraicznej dwoch zbiorow II kategorii o wlasnosci Baire’a zbadatem,
jaka jest dopuszczalna postaé¢ kazdego ze zbioréw przeliczalnej rodziny, stanowiacej
rozktad przestrzeni R", przy zalozeniu, ze zbiory tej rodziny maja wlasnosé¢ Baire’a
i spelniaja warunek addytywnosci. Stanowi to uogodlnianie twierdzenia M. Kuczmy

uzyskanego dla dwoch zbiorow: A 1 R™\ A.
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J. Hejduk, A. Loranty, "On abstract and almost abstract density topologies”, Acta
Math. Hungarica 155 no.2 (2018), 228-240 — praca cytowana 1 raz.

J. Hejduk, R. Wiertelak, "On some properties of J-approprimately continuous
functions”, Math. Slovaca 67 no. 6 (2017), 1-10 — praca cytowana 1 raz.
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XXVi)

Xxvil)

xxviii)

XXiX)

XXX)

Xxxi)

xxxii)

xxxiii)

J. Hejduk, R. Wiertelak, W. Wojdowski, " On semireqularization of some abstract
density topologies involving sets having the Baire property”, Tatra Mt. Math. Publ.
65 (2016), 37-48 — praca cytowana 1 raz.

J. Hejduk, "On topologies in the family of sets with the Baire property”, Georgian
Math. J no. 2 (2015), 243-250- praca cytowana 1 raz.

K. Flak, J. Hejduk, "On equivalence of topological and restrictional continuity”,
rozdzial w monografii: Modern Real Analysis, Faculty of Mathematics and Com-

puter Science, University of Lodz, 2015, 61-68 — praca cytowana 1 raz.

J. Hejduk, K. Flak, "On the topologies generated by some operators”, Cent. Euro-
pean J. of Math. no. 2 (2013), 349-357 — praca cytowana 1 raz.

J. Hejduk, S. Lindner, "On the Hashimoto topology with respect to an extension
of the Lebesque measure”, Tatra Mt. Math. Publ. 24 (2002), 147-153 — praca

cytowana 1 raz.

J. Hejduk, "On Lusin theorem in the aspect of small system", Demonstratio Math.

28 (1) (1995), 107-110 — praca cytowana 1 raz.

J. Hejduk, "Convergence with respect to the o-ideal of meager sets in separable
category bases", Demonstratio Math. 28 (3) (1995), 619-623 — praca cytowana 1

raz.

J. Hejduk, "Convergence with respect to some o-ideals”, Univ.u Novom Sadu Zb.

Rad. Prirod. - Mat.Fak. Ser. Mat. 21 (1) (1991), 157-164 — praca cytowana 1 raz.

J. Hejduk, "Some properties of topological o-ideals”, Demonstratio Math. 22 (4)
(1989), 1183-1189 — praca cytowana 1 raz.

5.4 Cytowania prac w monografiach

- W monografii: B. Riecan, T. Neubrun, "Integral, measure and ordering”, Bratislava,

Kluver Academic Publishers 1997;
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cytowane prace:

i) J. Hejduk, E. Wajch, "Compactness in the sense of the convergence with respect

to a small system”, Math. Slovaca 3 (1989), 267-275.

ii) J. Hejduk, "Some remarks on Lusin theorem in the abstract sense”, XXXV seme-

ster in Banach—Center, December 1990, 2-8.

iii) J. Hejduk, "On Lusin theorem in the aspect of small system”, Demonstratio Math.

28 (1) (1995), 107-110.

- W monografii: A. B. Kharazishvili, "Nonmeasurable sets and functions”, Amster-

dam, Elsvier 2004;
cytowana praca:

J. Hejduk, A. B. Kharazishvili, "On density points with respect to von Neumann
topology ", Real Analysis Exchange 21 (1) (1995-96), 278-291.

6 Osiagniecia w zakresie opieki naukowej i ksztalce-
nia mtodej kadry

Zakonczone postepowania o nadanie stopnia doktora, w ktérych bytem promotorem:

1. dr Sebastian Lindner, Uniwersytet Lodzki, rok uzyskania stopnia: 2003.

Tytut rozprawy: O pewnych wtasnoSciach miar uzyskanych przez wahanie.

2. dr Anna Loranty, Uniwersytet L.odzki, rok uzyskania stopnia: 2005.
Tytut rozprawy: O topologiach gestosci indukowanych przez niemalejgce @ nie-

ograniczone ciqgi liczb dodatnich.

3. dr Renata Wiertelak, Uniwersytet L.6dzki, rok uzyskania stopnia: 2008.
Tytut rozprawy: Topologie gestoSci generowane przez ciqgi przedziatow zbiezne

do zera.
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4. dr Magdalena Gorajska, Uniwersytet Y.0dzki, rok uzyskania stopnia: 2011.
Tytut rozprawy: Topologie punktowej gestosci.

Otwarte przewody doktorskie, w ktorych uczestnicze, jako promotor:

1. mgr Mikotaj Widzibor, Uniwersytet Lodzki, przewod otwarty w lutym 2019 roku.
Tytut rozprawy: O topologiach generowanych przez reqularne ciqgi zbiorow mie-

rzalnych.

Sporzadzone recenzje w przewodach doktorskich:

1. dr Monika Marciniak, Uniwersytet Lodzki, 2000. Rozprawa pod tytutem: Wta-

snosci funkcyi wzgledem systemow Sciezek.

2. dr Joanna Rzepecka, Politechnika Lodzka, 2003. Rozprawa pod tytutem: Repre-

zentacje Marczewskiego-Burstina pewnych algebr 1 ideatow zbiorow.

3. dr Monika Potyrata, Politechnika Y.6dzka, 2006. Rozprawa pod tytutem: O pew-
nych wtasnosciach i modyfikacjach catki Birkhoffa.

4. dr Marta Frankowska, Uniwersytet Gdanski, 2013. Rozprawa pod tytutem: Wy-

brane wtasnosci topologii na przyktadzie pewnego ideatu.

W latach 2011-2016 bylem opiekunem naukowym Mikotaja Widzibora na Miedzywy-

dzialowych Studiach Matematyczno-Przyrodniczych w Uniwersytecie L.odzkim.

Bytem promotorem ponad 35 prac magisterskich i recenzentem ponad 75 prac ma-

gisterskich.

Od 2012 roku jestem cztonkiem Rady Programowej Miedzywydziatowych Studiow

Matematyczno-Przyrodniczych w Uniwersytecie Lodzkim.

Dwukrotnie bytem cztonkiem komisji habilitacyjnych oraz pieciokrotnie zostatem

powotany na sekretarza komisji habilitacyjnych.
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7 Dzialalno$é popularyzujaca nauke

W latach 2011-2018 w ramach programu Erasmus i Erasmus+ odbytem tygodniowe
pobyty na Uniwersytecie w Joaninie w Grecji, w Mersin, Adanie i Stambule w Turcji,
w Santiago de Compostela i Grenadzie w Hiszpanii, w Palermo we Wtoszech oraz w
Sibiu w Rumunii. W biezacym roku zakwalifikowalem sie na wyjazd do Goce Delcev
State University Stip w Macedonii. Podczas pobytéw, oprocz referatéw naukowych
zwigzanych z biezgca tematyka badawcza i zaje¢ dydaktycznych, w spotkaniach niefor-
malnych opowiadatem o roli polskich matematykow w ztamaniu Enigmy i fenomenie
polskiej szkoly matematycznej. Na uniwersytecie w Palermo, Ankarze i Sibiu przedsta-

wilem dwa wyktady na temat:

e On the contribution of the Polish mathematicians into breaking Enigma

e On the Polish mathematical School.

Bralem udzial w Festiwalu Nauki, Techniki i Sztuki organizowanym przez Uniwersytet

Lodzki, wyglaszajac referaty:

e O dociekliwosci matematycznej na przyktadzie nieréwno$ci Bernoulliego
e Dlaczego doceniamy niestandardowe rozwigzania zadan matematycznych?
e O rdznorodnych podziatach mandatow

e Jak dzielimy mandaty w polskim parlamencie po przeprowadzonych wyborach?

W latach 2002-2008 prowadzitem akcje "Otwarte drzwi" dla maturzystéow zainte-

resowanych studiami matematycznymi i informatycznymi w Uniwersytecie L.odzkim.

W 2017 roku przedstawitem wyktad inauguracyjny na Wydziale Matematyki i In-
formatyki UL na temat: Od urny wyborczej do mandatu w polskim parlamencie. W
2018 roku podobny wyktad zaprezentowatem na spotkaniu Lodzkiego Towarzystwa

Naukowego.
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W marcu 2019 roku przedstawitem komentarz (w formie filmu emitowanego na
kanale You Tube Uniwersytetu Lodzkiego) na temat ztamania kodu Enigmy przez pol-
skich matematykéw w kontekscie wydanego poskiego ttumaczenia monografii Dermonta
Turinga "XYZ. Prawdziwa historia ztamania szyfru Enigma". Nagranie odbylo sie w
ramach projektu "UL komentuje", w ktérym wyktadowcy i absolwenci Uniwersytetu

Lodzkiego komentuja biezace wydarzenia w Polsce i na $wiecie.

8 Dzialalnosé organizacyjna

Od 1984 roku do 2002 roku bytem sekretarzem w Komitecie Redakcyjnym czasopisma

Folia Mathematica wydawanego przez Uniwersytet Lodzki.
W okresie 2003 - 2012 pelniem funkcje Radaktora czasopisma Folia Mathematica.

W 1989 roku pelnitem funkcje sekretarza podczas semestru poswieconemu Analizie

Rzeczywistej w Centrum Banacha w Warszawie.

W 1994 roku bytem wspoétorganizatorem odbywajacych sie w Lodzi polsko-amery-

kanskich warsztatow przy udziale Katedry Funkcji Rzeczywistych.

W 1999 roku bylem wspotorganizatorem odbywajacej sie w Lodzi miedzynarodowe;j
konferencji Summer Symposium in Real Analysis XXIII "The Lodz Symposium".

W kadencji 2002-2005 petnitem funkcje Prodziekana ds. studenckich na Wydziale
Matematyki UL.

W kadencji 2005-2008 petnitem funkcje Prodziekana ds. studenckich na Wydziale
Matematyki i Informatyki Uk..

Od 2008 roku, do chwili obecnej, jestem przedstawicielem Wydziatu Matematyki i

Informatyki do Senatu UL w grupie pracownikéw samodzielnych.
W okresie 2008-2016 bylem cztonkiem Komisji Statutowe;.

W 2015 roku zostatem powotany przez Rektora Ut na cztonka Rady Naukowej serii

wydawniczej "Publikacje mtodych naukowcow" na okres 2015-2016.

W 2016 roku zostalem powotany przez Rektora UL na cztonka Rady Wydawniczej
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UL na kadencje 2016-2020.

Od 2016 roku jestem cztonkiem Rady Biznesu przy Wydziale Matematyki i Infor-
matyki UL.

W 2018 roku zostatem przyjety do Lodzkiego Towarzystwa Naukowego.

W marcu 2019 roku zostatem powotany przez Rektora UL, do reprezentowania Uni-

wersytetu w Radzie Naukowej Kasy Mianowskiego w Warszawie.
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