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Gradienty w sensie Steina i Weissa, bedgce nieredukowalnymi sktadnikami pochodne;j
kowariantnej, sg operatorami rozniczkowymi pierwszego rzedu. Doktadniej, rozwazmy
wigzke wektorowg E nad rozmaitoscig gtadka M wymiaru n. Zalézmy ze wiazka E jest
wyposazona w pochodna kowariantng V, a takze, ze dana jest grupa Liego & dziatajaca
jednoczesnie na E i T*M ® E (taka grupa jest zawsze $cisle zwiazana ze struktura
geometryczna rozmaitosci M).

Wiazki E oraz T*M ® E rozktadaja si¢ - ze wzgledu na dziatanie grupy & - na sume
nieredukowalnych i niezmienniczych subwiazek. Zawezenie pochodnej kowariantnej V do
jednej z nieredukowalnych subwiazek wiazki F, ztozone nastepnie z rzutem na wybrana
nieredukowalng subwiazke wiazki T*M ® E, nazywamy &-gradientem lub gradientem
Steina i Weissa grupy &. Szczegdétowa definicja gradientu zostanie podana w ustepie
. W autoreferacie gtéwna role odgrywaja SO(n)-gradienty, tj. gradienty grupy & =
SO(n) zwiazanej ze struktura riemannowska rozmaitosci zorientowanej M oraz, w nieco
mniejszym stopniu gradienty grupy GL(n).

Mowigc obrazowo, gradienty to najmniejsze cegietki, z ktorych zbudowana jest po-
chodna kowariantna.

SO(n)-gradienty zostaly po raz pierwszy wprowadzone przez Steina i Weissa w roku
1968, w stynnym artykule Generalization of the Cauchy-Riemann equations and repre-
sentations of the rotation group [50], ktoéry rzucil nowe swiatto na teorie pochodnej ko-
wariantnej. Podejécie przedstawione przez Steina i Weissa dato silny impuls do rozwoju
takich galezi matematyki jak: geometria, analiza globalna, teoria operatoréow rozniczko-
wych, czy wreszcie teoria reprezentacji grup i algebr Liego. Okazato sie, ze wiele badanych
i naturalnych w geometrii riemannowskiej operatoréw rozniczkowych pierwszego rzedu
jest gradientami badZ kombinacjami linowymi gradientow. Na przyktad, gradientami sa:
operator rézniczki zewnetrznej d, operator kordézniczki d*, operator
Cauchy’ego-Riemanna 0. Z kolei suma d + d* dwu gradientéw d i d* jest operatorem
typu Diraca, zlozenie ktérego z operatorem formalnie sprzezonym d* + d jest operatorem
Hodge’a-Laplace’a A = dd* + d*d.

Sama definicja gradientéw, wskazuje na ich silny zwigzek z geometrig rozmaitosci
(w istocie, z geometria wyznaczona przez grupe &). Co ciekawe, whasnosci spektralne
gradientéw moga nies¢ informacje o geometrii rozmaitosci. Ze wzgledu na swoje whasnosci
algebraiczne i analityczne, gradienty sa wciaz obiektem badan i narzedziem do badania
geometrii rozmaitosci.

Teoria gradientéw w sensie Steina i Weissa stanowi gtéwny przedmiot zainteresowan
pracy badawczej i dorobku autora.



Ogdlnie mdéwige, moja praca naukowa z gradientami sktada sie¢ z dwu etapow:

- Badanie gradientu Cauchy’ego-Ahlforsa w kontekscie zastosowan w teorii deformacji
i transformacji konforemnych i quasikonforemnych.

- Badanie gradientow - jako rodziny operatoréow rézniczkowych o interesujacych wita-
snosciach algebraicznych, analitycznych i geometrycznych w szczegdlnosci: ich eliptycz-
nos¢, zachowanie na brzegu i ich geometria.

Pierwszy nazwatbym etapem przed-habilitacyjnym a drugi po-habilitacyjnym, ale to
nie jest takie proste, bo okres od ztozenia pracy habilitacyjnej na poczatku roku 1997 do
uzyskania stopnia doktora habilitowanego w grudniu 1999 roku trwal niemal trzy lata.

Te dwa obszary moich zainteresowan sa niemal roztaczne jesli rozwazaé je z punk-
tu widzenia tematyki, lecz zachodza na siebie, gdy patrze¢ na nie z punktu widzenia
chronologii publikacji.

Pierwsza tematyka, wiazaca si¢ z zastosowaniami w teorii odwzorowan quasikonfo-
remnych zakonczyla sie wraz z publikacja pracy habilitacyjnej [45] w roku 1997. Druga
zaczela sie troche wcezesniej, lecz za formalny moment rozpoczecia mozna uznaé date
publikacji pracy [24] czyli rok 1996. Byta to druga praca w cyklu prac o eliptycznosci
gradientéw. Pierwsza, [23] wystana do druku w roku 1995 ukazata sie dwa lata pdzniej,
wiec formalnie na habilitacje nie zachodzi. Zadna z tych prac nie jest cytowana w pra-
cy habilitacyjnej [45], bo obie sa z innej niz habilitacja tematyki. Ta nowa tematyka
czyli badanie gradientéw samych w sobie, wiaze si¢ nierozerwalnie z moja aktywnoscig
po-habilitacyjna. Tym samym pozwole sobie umiescié obie prace [23] i [24] w opisie tej
czesci mojej aktywnosci.

W mojej dziatalnosci naukowej wspotpracowatem z wieloma matematykami: Paw-
tem Walczakiem, Wojciechem Koztowskim, Adamem Bartoszkiem, Matgorzata Ciska i
Anng Kimaczyriska (Uniwersytet 1.6dzki), Jerzym Kalina i Bogdanem Balcerzakiem (Po-
litechnika f.6dzka), Bentem Orstedem (Odense University a nastepnie Aarhus University,
Dania), Thomasem Bransonem (Copenhagen University, Dania a nastepnie University of
lowa, USA), Peterem B. Gilkeyem (Oregon University, USA) and Genkaiem Zhangiem
(Odense University a nastepnie University of Gothenburg, Szwecja). Z wieloma z nich
wspolpraca trwa nadal.

Autoreferat sktada z trzech czedci:

1. Przeglad wybranych prac
2. Przeglad wybranych wynikéw
3. Zyciorys naukowy

W pierwszej, strescitem wyniki zawarte w wybranych przeze mnie 21 pracach. Opis
jest tu skrotowy i ogdlny. Naswietla jedynie to, co w znajduje sie w poszczegdlnej pra-
cy. Staratem sie wytacznie, opisa¢ krétko i pogladowo najwazniejsze rezultaty kazdej
z wybranych prac. Prace uszeregowane sa w dwu grupach: do habilitacji (wraz z praca
habilitacyjna) i pézniejsze. W kazdej z tych grup, kolejno$¢ wynika z reguly: najpierw
porzadek tematyczny a nastepnie chronologiczny.

W drugiej czesci, zamie$citem wybrane przeze mnie wyniki. Sa one tu sformulowa-
ne bardziej precyzyjnie niz w czesci pierwszej, tj. w formie twierdzen. Jest ich 19. By
wybrane twierdzenia staty sic w miare czytelne, zawartem dodatkowo pewien materiat
teoretyczny, zawierajacy niezbedne pojecia i fakty. W tej czesci autoreferatu moje autor-
skie i wspétautorskie twierdzenia sa wyrdznione napisem: twierdzenie (lemat, wniosek
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itp.) i opatrzone w nawiasie numerem, ktory jest odsytaczem do pracy z ktérej dane
twierdzenie pochodzi. Dla odréznienia, twierdzenia innych autoréw, nie nosza nagtéwka,
lecz sa wyrdznione w tekscie kursywa.

Omawiane dwie czesci zamyka wykaz cytowanej literatury, ktory zawiera prace za-
rowno moje, jak i innych autorow.

W trzeciej czesci podaje méj zyciorys naukowy, zawierajacy informacje, ktére moga
by¢ przydatne do oceny mojej dziatalnosci juz nie tylko stricte naukowej, ale takze dy-
daktycznej, popularyzatorskiej, organizacyjnej itp. Te czes¢, a wiec i caty autoreferat,
zamyka lista moich publikacji.

1. Przeglad wybranych prac

1.1. Wybrane prace naukowe przed habilitacjg i praca habilitacyjna
Prace: [40], [41], [42] and [43].

Prace te inspirowane sa pracami L. Ahlforsa [I], [2], [3]. Studiowal w nich operator
liniowy S rzedu pierwszego zwany dzis operatorem Ahlforsa lub Cauchy’ego-Ahlforsa,
dzialajacy na pola wektorowe w R"™ nastepujaco: dla dowolnego pola wektorowego X =

[X1,...,X,], SX jest polem macierzowym o wyrazach

1,0X; 0X; 1 " 0X,
1 5X)y = (2 08y L 5 O
(1) (SX); 2(8353—’_8331) n szl oxk

Operator S odgrywa istotng role w teorii deformacji quasikonforemnych w R™.

Zauwazylem, ze operator S, mozna w sposob niezmienniczy zdefiniowaé¢ na dowolnej
zorientowanej rozmaitosci riemannowskiej M, dimM = n z metryka riemannowska ¢
jako symetryczna i bezsladows cze$¢ operatora pochodnej kowariantnej Leviego-Civity
V. Ma wtedy dobre wtasnosci transformacyjne. W szczegblnosci jest operatorem kon-
foremnie kowariantnym, ktorego jadro sktada si¢ konforemnych pél Killinga. Zauwazy-
tem, ze S jest operatorem eliptycznym i ze nalezy do klasy operatoréow typu Steina i
Weissa, ktéra stanowi wazng klase operatoréow zwiazanych z dzialaniem grupy SO(n).
Udowodnitem, ze podobnie jak w przypadku ptaskim norma operatora .S jest dobra miara
quasikonforemnosci w nastepujacym sensie:

Jesli |SX| < k, to X generuje jednoparametrowq rodzine transformacji quasikon-
foremnych (V) takich, Ze stala quasikonforemnosci transformacyi U, nie przekracza
exp(3k2).

Wyniki tych badan zamieszczone zostaly w pracach [40] i [41]. Wykorzystatem je
nastepnie do badania deformacji pseudo-konforemnych na hiperpowierzchniach rzeczy-
wistych w przestrzeni zespolonej C**!. Podatem oszacowania stalej quasikonforemnosci
dowolnej takiej deformacji. Wyniki opublikowatem w ”Mathematica Scandinavica” [42].

Dalsze badania operatora S oraz silnie eliptycznego i samosprzezonego operatora
rzedu drugiego S*S (gdzie S* jest operatorem formalnie sprzezonym do S) zwanego la-
plasjanem Ahlforsa ujawnity szereg ich wtasnosci geometrycznych. W szczegdlnosci inte-
resujacy jest wzor opisujacy relacje laplasjanu Ahlforsa z operatorem Hodge’a-Laplace’a
(Twierdzenie 2 w pracy [43]). We wzorze tym pojawia sie bowiem tensor krzywizny Ric-
ciego rozmaitosci M. Wiaze to operator Ahlforsa z geometrig rozwazanej rozmaitosci.
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Praca [44]

Przeniesienie operatora Cauchy’ego-Ahlforsa z R"™ na rozmaitos¢ riemannowska stwo-
rzyto nowe pole badan. Przede wszystkim umozliwito badanie wtasnosci spektralnych.
W przypadku rozmaitosci zwartej, ten silnie eliptyczny operator ma bowiem dyskretne
spektrum. Zostalo ono wyznaczone w wielu przypadkach szczegdlnych. Mozliwe stato
sie takze oszacowanie normy operatora S w zaleznosci od krzywizny Ricciego rozmaito-
sci. Korzystajac z kolei z tego, ze stala quasikonforemnosci ¢(X) dowolnej deformacji
X jest funkcja normy pola tensorowego SX, wyznaczyltem wiele oszacowan tej stalej
dla szerokiej klasy deformacji. Co wiecej, zgodnie z twierdzeniem Bochnera (patrz [11]),
na rozmaitosci zwartej o ujemnej krzywiznie Ricciego nie ma deformacji konforemnych.
7 drugiej strony, kazda deformacja X jest deformacjg quasikonforemng o pewnej statej
c(X), przy czym ¢(X) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy X jest deformacja konforemna. Przy
pewnej normalizacji na norme pola X otrzymatem oszacowania z dotu stalej ¢(X) nieza-
lezne od X, a zalezne wylacznie od normy tensora Ricciego. Wyniki zostaty opublikowane
w “manuscripta mathematica”.

Praca [33]

Wspélnie z B. Orstedem zbadaliSmy rozwiniecie asymptotyczne jadra ciepta dla La-
plasjanu Ahlforsa S*S na zamknietej rozmaitosci riemannowskiej. Wyznaczylismy réw-
niez spektrum operatora S*S w przypadku sfery euklidesowej ([33]).

Prace [14], [15]

Wspdlnie z T. P. Bransonem i P. B. Gilkey’em oraz w dalszych badaniach takze
z B. Orstedem wyznaczyliémy cztery poczatkowe wyrazy rozwiniecia asymptotycznego
jadra ciepta dla operatoréw rozniczkowych, liniowych drugiego rzedu o niemetrycznym
symbolu wiodacym, w szczegdlnosci dla laplasjanu Ahlforsa, zaréwno na rozmaitosci
riemannowskiej zwartej bez brzegu (praca [15]) jak i na rozmaitosci zwartej z brzegiem
przy réznych warunkach brzegowych (praca [14]).

Praca [34]

W przypadku dowolnej rozmaitosci riemannowskiej M z niepustym brzegiem, roz-
wazyliémy zagadnienia brzegowe dla laplasjanu Ahlforsa S*S z warunkami brzegowymi
analogicznymi do rozwazanych przez H. Weyla w jego pracach z poczatku XX wieku o
deformacjach ciat elastycznych w R®. Warunki te maja naturalng interpretacje fizyczna.
Dla kazdego z tych warunkéw otrzymaliSmy rozktad asymptotyczny wartosci wiasnych
operatora S*S na rozmaitosci M, ktéry stanowi dalekie uogoélnienie gtebokiego twierdze-
nia Weyla. Otrzymane przez nas wspotczynniki rozwiniecia, pokrywaja sie w przypadku
ptaskim R3, ze wspélczynnikami wyznaczonymi przez Weyla w pracy ([51]) z roku 1915.

Praca habilitacyjna [45]

Praca habilitacyjna rozszerza wyniki pracy [44] o geometrii laplasjanu Ahlforsa
i w konsekwencji geometrii deformacji quasikonforemnych na zwarte rozmaitosci z brze-
giem. Na badane deformacje naktada sie w tym przypadku szereg warunkow brzegowych.
W tym przypadku, stala quasikonforemnosci zalezy nie tylko (jak w przypadku rozmaito-
Sci zwartej bez brzegu) od krzywizny Ricciego lecz rowniez od ksztaltu brzegu rozmaitosci
(drugiej formy podstawowej brzegu) oraz konkretnego warunku brzegowego spelnianego
przez zadana deformacje.



1.2. Wybrane prace naukowe po pracy habilitacyjnej
Prace [23], [24]

W roku 1995 wspoélnie J. Kaling i P. Walczakiem podjelismy sie rozwigzania otwartego
problemu wyznaczenia i sklasyfikowania gradientow eliptycznych. Zagadnienie jest istot-
ne, cho¢by z tego wzgledu, ze eliptycznos$é¢ gradientu G, niesie za soba silng eliptycznosc¢
operatora G*G. Wspoélnie prowadzane badania pozwolity wyrazi¢ problem w jezyku dia-
graméw Younga — jednego z kluczowych narzedzi teorii reprezentacji grup. Tym samym
zagadnienie analityczne zostato wyrazone za pomocg algebry. Podejscie to pozwolito nie
tylko wykazac, ze - dla danej nieredukowalnej wigzki tensorowej - wsréd gradientow
wystepujacych w rozktadzie pochodnej, eliptyczny jest tylko jeden, ale réwniez podac
regute znajdowania (wskazywania) gradientu eliptycznego.

W roku 1996 przy wspéipracy z B. Orsetedem i G. Zhangiem wynik zostal wzmoc-
niony w znaczacy sposéb w pracy [24]. Przeformulowanie na jezyk teorii reprezentacji
pozwolito nada¢ mu nowe znaczenie i rozszerzy¢ go na znacznie wieksza klase operatorow
i grup Liego.

Wspomniane wyniki dotyczace eliptycznosci gradientéw, pozwolity T. Bransonowi
i eliptycznych kombinacji liniowych gradientéw w znakomitym artykule [12].

Artykul ten ta wraz z omawianymi tu naszymi pracami [23] i [24] zamyka problem
eliptycznosci.

Nieopublikowany manuskrypt

Wspélnie z T. Bransonem pracowalem réwniez, szczegdlnie w czasie mojego pobytu
(jako associate wvisiting professor) na Uniwersytecie w lowa, nad sformutowaniem uni-
wersalnego i kompletnego uktadu eliptycznych warunkéw brzegowych dla dowolnego
gradientu. Wspotpraca ta byta kontynuowana réwniez po moim wyjezdzie z USA. Nagla
i przedwczesna $mier¢ profesora T. Bransona w roku 2006 przerwata wspotprace. Nie-
ktore z naszych wspolnych pomystéw byty spisane w nieopublikowanym manuskrypcie.
Zawieral on w szczegolnosci konstrukcje uktadu naturalnych warunkéw brzegowych, ale
wladciwie nie zawieral zadnych twierdzen. Konstrukcja jest uniwersalna w tym sensie,
ze dziala w przypadku dowolnego SO(n)-gradientu niekoniecznie eliptycznego a takze
w przypadku innych operatoréw rozniczkowych. Nazwijmy ten uktad warunkéw brze-
gowych skrotowo (SNBC) od angielskich stow: System of Natural Boundary Conditions.
Kluczowa role w konstrukeji (SNBC) odgrywa wzoér catkowy (wystepujacy w twierdzeniu
- wzmiankowanym w dalszej czesci autoreferatu i pochodzacym z mojej pracy wspol-
nej z B. Orstedem). Konstrukcje uktadu (SNBC) i hipoteze o eliptycznosci kazdego z
warunkow uktadu dla gradientu eliptycznego przedstawitem na konferencji poswieconej
pamieci T. Bransona, ktéra odbyta sie¢ w roku 2007 na Uniwersytecie Iowa, macierzy-
stym uniwersytecie T. Bransona. Metoda konstrukcji (SNBC) zostala nastepnie opisana
we wstepie do mojej pracy wspolnej z W. Koztowskim [30], z roku 2008, z wyraZznym
wskazaniem wspotautorstwa T. Bransona. W pracy z W. Koztowskim badamy problemy
brzegowe dla wagowego laplasjanu i wigzki form skosnych w kuli euklidesowej wtasénie dla
czterech naturalnych warunkéw brzegowych, ktére tworza (SNBC) w tym przypadku.



Praca [30]

Problem brzegowy dla ukladu naturalnych warunkéw brzegowych (SNBC) zostal
rozwiazany przy wspotpracy z W. Kozlowskim dla wagowego operatora Laplace’a

Aw = add+bds  a,b>0

i dla wiazki form sko$nych dowolnego stopnia w kuli euklidesowej w R". Rozwazane
byly cztery naturalne warunki brzegowe {D, A, R, N'}: Dirichleta, absolutny, relatywny
i Neumanna. Warunek Dirichleta byl wczesniej badany przez W. Koztowskiego w jego
pracy doktorskiej [29]. Uktad wszystkich czterech warunkéw brzegowych zostat dokltad-
nie zbadany. Wytaczajac pewne wyjatkowe przypadki szczegolne, udowodnione zostaty
twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan dla kazdego z badanych warunkow
brzegowych. W przypadkach szczegdlnych podane zostaly warunki konieczne i dostatecz-
ne istnienia rozwiazan i oraz przedyskutowany zostal problem ich jednoznacznosci.

Praca [27]

Problem brzegowy dla ukladu naturalnych warunkéw brzegowych (SNBC) zostal
zbadany przy wspoélpracy z A. Kimaczynska dla operatora eliptycznego rzedu drugiego

div grad

i dla wigzki form symetrycznych dowolnego stopnia na rozmaitosci riemannowskiej. Ope-
rator ten zostal zdefiniowany i zbadany przez A.Kimaczynska w jej pracy doktorskiej [26].
Jedli chodzi o problem brzegowy, uktad (SNBC) sktada si¢ z 2¥*! naturalnych warunkéw
brzegowych dla form symetrycznych stopnia k. Ich liczba zalezy wiec od stopnia roz-
wazanych form, co istotnie odréznia przypadek form symetrycznych od przypadku form
skoénych gdzie, niezaleznie od stopnia formy, sa zawsze cztery naturalne warunki brze-
gowe. Omawiana publikacja [27] zawiera dowdd eliptycznosci wszystkich 2! warunkéw.
Jego zaleta jest to, ze w odréznieniu od znanych dotychczas dowodow eliptycznosci, gdzie
metody byty konstruowane dla kazdego warunku brzegowego oddzielnie, udato sie nam
dowies¢ eliptycznosé wszystkich warunkéw brzegowych jednoczesnie.

Prace [6], [7], [8]

Algebroidem Liego nad rozmaitoscia M nazywamy uktad (A, o,, [, ]), gdzie A jest
wiazka wektorowa nad M, o4 : A — TM jest homomorfizmem wiazek nazywanym
kotwicg i [-,-] jest nawiasem w przestrzeni cie¢ wiazki A | takim, ze (I'(A),[,]) jest
algebra Liego przy czym [a, f0] = f[a,b] + 04 (a) (f) - b, a,b € T (A), f € C>®(M).

Algebroidy Liego ze wzgledu na swojg strukture analityczng i algebraiczng sa ko-
lejnym dogodnym obiektem do badania gradientéw. Samo pojecie algebroidu Liego jest
na tyle szerokie, ze obejmuje m.in. algebry Liego, dystrybucje catkowalne (foliacje), czy
istotne z punktu widzenia mechaniki rozmaitosci Poissona.

Badania gradientoéw dla algebroidow Liego, prowadzitem wspoélnie z B. Balcerzakiem
i J. Kaling. Wynikiem tych badan jest cykl trzech prac [6],[7], i [§].

Prace [9], [10]

Znaczenie i dobre wlasnosci gradientow na rozmaitos$ciach riemannowskich narzucaty
pytania dotyczace przydatnosci gradientéw do badania innych obiektéw geometrycznych
np. rozmaitosci sfoliowanych. Okazalo sie, ze rowniez i w tym przypadku badanie gra-
dientow prowadzi do interesujacych wynikow.

6



Foliacja ze wzgledu na swoja skomplikowang strukture topologiczna jest obiektem
trudnym do badania operatorow rézniczkowych. Przyczyna lezy w tym, ze zawezenie
operatora rézniczkowego do podrozmaitosci, a wiec i do liscia foliacji tak, by zachowat
swoje wlasnosci analityczne i geometryczne wymaga korekt w zbiorze wartosci (ztozen
z odpowiednimi rzutowaniami), a te zaleza z kolei od wzajemnego ulozenia lisci, czyli
tzw. struktury transwersalnej foliacji. Poszukujemy zatem klas foliacji, z jednej strony
dostatecznie szerokich, a z drugiej klas, o w miare regularnej strukturze transwersalne;j.
Dobra, z tego punktu widzenia, wydaje sie klasa SL(q)-foliacji. Ta dos$¢ szeroka klasa,
wprowadzona przez P. Tondeura i badana w innym niz nasz kontekscie [49], wydaje sie
najszersza klasa (z punktu widzenia wymiaru: grupa Liego SL(q) jest kowymiaru 1 w
pelnej grupie liniowej GL(q)) foliacji, w ktérej mozna uprawiaé¢ spdjna teorie gradientéw
bez utraty ich podstawowych wlasnosci geometrycznych.

We wspétpracy z A. Bartoszkiem i J. Kalina dowiedlismy ([9]), ze na kazdej
S L(q)-foliacji mozna wskazaé szczegélny lokalny uklad wspotrzednych, uwzgledniajacy
geometrie rozmaitosci sfoliowanej, a jednoczesnie majacy prawie wszystkie wlasnosci nor-
malnego uktadu wspotrzednych. Stal on sie waznym narzedziem ktore utatwito wypro-
wadzenie wielu ciekawych wtasnosci geometrycznych gradientéow. Przyktadem jest wazny
z punktu widzenia geometrii riemnnowskiej i teorii operatoréw wzor Weitzenbocka.

Rok p6zniej, w pracy ([10]), zbadaliémy réwniez operator Diraca na SL(q)-foliacji.

Praca [16]

Odwzorowanie konforemne ® = (p, %) : U — V miedzy podzbiorami U,V plaszczy-
zny euklidesowej R? mozna scharakteryzowaé¢ geometrycznie za pomocg warunkow

(2) Vo> = VY] £0, < Ve, Vi >=0,

gdzie < -,- > jest standardowym iloczynem skalarnym. Poniewaz odwzorowanie kon-
foremne na ptaszczyznie jest odwzorowaniem holomorficznym lub anty-holomorficznym,
wiec funkcje ¢ 1 1 sg funkcjami harmonicznymi. Funkcje ¢ i 9 spelniajace nazywamy
sprzezonymi. Poziomice takich funkcji tworzg pare wzajemnie ortogonalnych rodzin krzy-
wych. Ich moduty, ktére sg w istocie waznymi niezmiennikami konforemnymi, sg swoimi
odwrotnosciami. Innymi stowy ich iloczyn jest réwny 1. Wyraza to matematycznie zna-
ng z fizyki zasade Dirichleta-Thomsona. Uwzgledniajac jedynie geometryczne wlasnosci
konforemnosci, mozemy sformutowaé te idee w bardzo ogdlnej sytuacji. Dla pary liczb
rzeczywistych p,q > 1 definiujemy i badamy submersje (p, ¢)—sprzezone na rozmaitosci
riemannowskiej. Dowodzimy, ze submersje sprzezone na ptaszczyznie zespolonej sg odpo-
wiednio p- i g-harmoniczne wtedy i tylko wtedy, gdy 210 + % = 1. Dowodzimy, ze przy tym
zatozeniu o p i ¢, iloczyn modutéw foliacji definiowanych przez submersje (p, ¢)-sprzezone
jest rowny 1. Co wiecej, dowodzimy, ze przy stabszym zatozeniu, orzekajacym, ze foliacje
sg okreslone przez takie submersje zaledwie lokalnie, iloczyn modutéow jest nie wickszy
niz 1.

2. Przeglad wybranych wynikéw

2.1. Gradienty: pojecie i przyktady

Gléwna czesé mojej aktywnosci naukowej jest usytuowana w teorii gradientéw. Zeby
dokona¢ jej doktadniejszego przegladu i zacytowaé twierdzenia wprowadze niezbedny
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material teoretyczny. Nastepnie sformutuje trzy wazne zagadnienia teorii i opisze moj
udziat w probach rozwiagzania kazdego z nich.

Rozwazmy wiazke wektorows (skonczonego rzedu) E nad n-wymiarowa rozmaitoscia
gltadka M. Zalozmy, ze wigzka E wyposazona jest w pochodng kowariantng V. Zatézmy
réwniez, ze & jest grupa Liego (zwiazana z geometria rozmaitosci M) dziatajaca zaréwno
na wigzke kostyczng T M jak i wiazke wektorowa FE.

W tekscie przyjmujemy konwencje oznaczen, wedle ktoérej ta sama litera oznaczamy
wigzke wektorowg jak i przestrzen cie¢ tej wigzki. Ze wzgledu na charakter rozwazan,
konwencja ta nie powinna prowadzi¢ do nieporozumien. Dla przyktadu, symbol E odp.
E®T* M oznacza, w zalezno$ci kontekstu, wigzke wektorowsg lub przestrzen cie¢ tej wigzki
tj. przestrzen C*(FE) odp. C*(E ® T*M). Z uwagi na to, ze pochodna kowariantna V
jest operatorem rozniczkowym przyporzadkowujacym cieciu wigzki wektorowej E pewne
ciecie wigzki £ ® T* M, w zapisie

(3) V:E—E®TM,

symbole E'i F ® T*M oznaczaja przestrzenie cie¢ odpowiednich wigzek wektorowych.
Potézmy FF = E ® T*M. Dziatanie grupy Liego & pozwala nam roztozy¢ wiazki
wektorowe F i F' na sume prostg &-nieredukowalnych subwigzek:

(4) E =Vio---oV,®e---0V,
(5) F = W@ oW,o---oW,.

Odnotujmy réowniez, ze rozktady (4)) oraz (b)) wyznaczaja analogiczne rozklady przestrze-
ni cie¢ odpowiednich wiazek.

Obciecie pochodnej kowariantnej V do kazdej z subwiazek wiazki E zlozone z rzuto-
waniem na wybrang subwiazke wiazki F' nazywamy &-gradientem lub krocej gradientem.
Ponizszy diagram ilustruje pojecie gradientu.

Vi Wi
= =
® AN S®
Vv, — E -, F - W,
® N @
= =
vy W

Doktadniej, &-gradientem jest kazdy z operatoréw rézniczkowych pierwszego rzedu
VH* okre§lony wzorem

V¥ =m,0Voj,:C*(V,) — C°W,),

gdzie p = 1,...,7r i v = 1,...,s. Symbolami j, oraz m, oznaczylisSmy odpowiednio,
naturalne wilozenie j, : V,, — FE oraz naturalne rzutowanie 7, : F' — W,, wyznaczone

poprzez rozklady () i (F)).



Na diagramie operacje wtozenia i rzutowania oznaczone sg strzatkami a ich kierunki
wskazuja, z ktora operacja mamy do czynienia. Aby otrzymaé¢ gradient wybieramy jedno
z wlozen, sktadamy je z pochodng kowariantng a nastepnie z jednym z rzutowan.

Rozwazamy przede wszystkim &-gradienty grup & = GL(n) lub & = SO(n). Od-
notujmy takze, ze przypadek & = SO(n) odpowiada w naturalny sposéb temu, ze M
jest orientowana rozmaitoscia riemannowska wyposazona w tensor metryczny g = (,).
W tym przepadku bedziemy zaktadali, ze V jest pochodng kowariantng Leviego-Civity.

2.2. Gradienty w wigzkach tensorowych

Zalozmy dalej, ze E jest wiazka tensoréw nad rozmaitoscig zorientowana M oraz, ze
® = GL(n) lub & = SO(n). Jezeli

E=T'M'=Q"T"M, k=012,...
to stosujac wezesniej przyjete konwencje,
VR T M- QT T,

gdzie przestrzen cieé¢ wiazki ®°T*M utozsamiamy z przestrzeniag C™(M) wszystkich
funkcji gtadkich na M. Przy zadanej grupie &, mozemy rozlozy¢ kazda z wigzek T* M* na
B-nieredukowalne subwigzki, i dalej, stosujac metode omoéwiong w poprzednim paragra-
fie, wyznaczy¢ doktadne wzory wyrazajace kazdy z gradientéw. W szczegblnosci, mozemy
rozwazy¢ gradienty w wiazce tensoréw skosnie-symetrycznych (w przypadku & = GL(n))
lub w wiazce tensoréow symetrycznych bez$ladowych (w przypadku & = SO(n)).

Jezeli M wyposazona jest w strukture riemannowska g, wtékna wiazki stycznej T'M,
sa przestrzeniami euklidesowymi, na ktére w naturalny sposob dziata grupa SO(n) tj.
jako grupa izometrii zachowujacych orientacje. Dziatanie to rozszerza si¢ do dziatania
grupy SO(n) na kazda z wiazek T*M*.

Roztézmy T*M* na sume prosta SO(n)-nieredukowalnych sktadnikéw:

"M =D Vi

Dla dowolnego p, powyzszy rozktad definiuje wlozenie j, : V,, — V.
Nastepnie roztézmy na SO(n)-nieredukowalne subwiazki kazda z wiazek V,, ® T*M:

V,@T*M = @V W,.
Dla dowolnego v, powyzszy rozktad definiuje rzutowanie
TV, @T*M — V,,.

Mozna pokazaé, ze w rozwazanym przez nas przypadku, taki rozktad jest jedyny. Do-
ktadniejsze informacje na temat nieredukowalnych rozktadéw wiazek tensorow ze wzgle-
du na dziatanie grupy SO(n) mozna znalezé w m.in. w [52].

Oznaczmy przez V pochodng kowariantna Leviego-Civity metryki g. Powyzsze roz-
ktady prowadza do gradientéw

V¥ =P, =m,0Voj,:C*V,) — C°W,),
z ktorych kazdy jest operatorem rézniczkowym pierwszego rzedu.
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Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan, mozemy od tej pory przyjac, ze wiazka z ktorej
dziatamy jest nieredukowalna. W takiej sytuacji, rozktad staje sie prostszy w zapisie, a
pochodna kowariantna V rozpada si¢ na sume r operatoréow rozniczkowych pierwszego
rzedu:

(6) V=Gi+ - +G,+ +G,

W przypadku, gdy k& = 1, wiazka T*M' = T*M jest nieredukowalna, jako ze grupa
SO(n) dziata tranzytywnie na sferze euklidesowej. Jednakze, jesli k = 2, to T*M? =
T*M ® T*M rozpada sie na trzy SO(n)-nieredukowalne subwiazki

(7) T*M?* = N> ®S; ® S

W rozktadzie A? oznacza subwiazke tensoréw skognie-symetrycznych, S2 oznacza sub-
wigzke tensoréw symetrycznych i bez$ladowych oraz SZ oznacza subwiazke czystych Sla-
dow tj. subwiazke ztozong z tensoréw postaci cg, gdzie ¢ € R.

Zalbézmy, ze 71, o, T3 W zapisanej kolejnosci oznaczaja rzutowania wyznaczone przez
rozktad . Przedstawione powyzej rozwazania prowadza do wniosku, ze V : T"M —
T*M? rozpada sie na trzy gradienty V. = Gy + Gy + G3 = mV + mV + 73V. Mozna
pokazaé, ze

1 1
Gl = 7T1V = §d, G2 = 7r2V = S, Gg = ’/T3V = _ﬁgd*’

gdzie d jest operatorem rézniczki zewnetrznej, d* zas — operatorem korézniczki. W kon-
sekwencji

1 1
= —d+S— —gd’
(8) V= gd+S— gl

2.3. Zasadnicze zagadnienia teorii gradientéw

Okazuje sie¢, ze SO(n)-gradienty moga by¢ scharakteryzowane za pomoca ich nie-
zmienniczosci konforemnej. Te fundamentalng dla teorii gradientow charakteryzacje wy-
kazal Fegan ([I7]).

Kazdy SO(n)-gradient jest konforemnie niezmienniczy. Dokladniej, zaléimy Ze g i
g sq metrykami konforemnie réwnowaznymi tj. g = Q?g, dla pewnej gladkiej dodatniej
funkcji Q na M. Wowczas istniejg (niezalezne od Q) state ¢ oraz c*, takie Ze

G = Q_(C+1)QQC, G = Q—(C*_Fl)Q*Qc*‘

Oduwrotnie, kazdy konforemnie niezmienniczy operator rozniczkowy liniowy pierwsze-
go rzedu okreslony na SO(n)-nieredukowalnej wigzce wektorowej jest SO(n)-gradientem
z doktadnosciq do odwzorowania wigzkowego.

Dowiedziona przez Fegana charakteryzacja rzucita nowe $wiatto na teorie SO(n)-gra-
dientéw. Pozwolito ono spojrze¢ globalnie na catg rodzine gradientéw, oraz dato nadzieje,
ze takie ujecie umozliwi wyrdznienie innych charakterystycznych dla gradientow wtasno-
Sci, w tym, jedng z najwazniejszych wlasnosci: eliptycznosé.

Gradienty sg operatorami rézniczkowymi liniowymi pierwszego rzedu. Niektore z nich
sa eliptyczne w sensie injektywnosci ich symbolu (doktadna definicja ponizej), inne elip-
tyczne nie sg. Powstaje pytanie, czy mozna wskazac¢ te gradienty, ktore sa eliptyczne?
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Na przyktad, gradient S wystepujacy w rozktadzie jest eliptyczny. W rzeczywi-
stosci, jest to jedyny gradient eliptyczny w tym rozkladzie. Pozostate gradienty d i d*
eliptyczne juz nie sa. Jednakze, (uwaga!) ich suma d + d* - znana w literaturze jako
operator Diraca - jest operatorem eliptycznym.

Powstaje naturalne pytanie: ktére z gradientéw sg operatorami eliptycznymi, a takze,
ktore sumy badz kombinacje liniowe gradientéw prowadza do operatorow eliptycznych.
Powyzsze jak i podobne pytania nazwiemy zagadnieniem eliptycznosci.

Znaczenie eliptycznosci gradientu polega na tym, ze dla eliptycznego gradientu G
operator liniowy drugiego rzedu G*G jest silnie eliptyczny. W przypadku rozmaitosci M
zamknietej (tj. spojnej, zwartej i bez brzegu) operator taki ma dyskretne spektrum.
Co wiecej, przestrzen L? cie¢ wigzki ma wtedy baze zlozong z cie¢ gladkich, ktére
sa wektorami wlasnymi operatora. Wreszcie, badajac réwnanie ciepta (heat equation)
dla operatora G*G a nastepnie rozwiniecie asymptotyczne jego jadra (heat asymptotic
expansion) stwierdzamy, ze wspétczynniki tego rozwiniecia wyrazaja sie¢ przez pewne
state natury topologicznej (np. wymiar) czy geometrycznej (np. objetosé, czy krzywizna
skalarna). Gradienty jako operatory zalezne od struktury geometrycznej koduja w sobie
w jakies elementy tej geometrii. Eliptycznosé jest ta wlasnoscia, ktora pozwala geometrie
zakodowang w gradiencie odkodowac.

Przyktadem jest gradient Cauchy’ego-Ahlforsa S. Po ztozeniu z operatorem formalnie
sprzezonym otrzymujemy operator S*S w ktérego postaci pojawia sie krzywizna Ricciego
. Pewna informacje moze przynie$¢ badanie jader gradientow. Wystarczy spojrzeé
na trzy gradienty w wigzce form skosnych na M. Operator roézniczki zewnetrznej d,
operator Cauchy-ego Ahlforsa S i operator korézniczki d*. Jadro operatora d - to formy
zamkniete, jadro operatora S - to konforemne formy (pola) Killinga, a jadro operatora
d* - formy (pola) bezzrédtowe. Jadro operatora d nie zalezy od struktury geometrycznej,
tylko od analitycznej. Grupy kohomologii definiowane przez ten operator nie zalezg nawet
od struktury analitycznej i sa, wobec twierdzenia de Rhama, niezmiennikami topologicz-
nymi. Jednakze jadra dwu pozostatych gradientéw maja geometryczny charakter.

Omawiane tu zagadnienia wchodza w zakres tzw. geometrii operatoréw rézniczko-
wych. W naszym przypadku mozemy nadaé¢ im nazwe: geometria gradientow. Problem
badania wplywu struktury geometrycznej rozmaitosci na ksztaltt gradientu, jego spek-
trum, czy rozktady asymptotyczne, w tym wyznaczania ich wspotczynnikoéw, nosi nazwe
problemu prostego. Z kolei problem ”odkodowywania” geometrii rozmaitosci z wtasno-
Sci spektralnych operatora, w szczegdlnosci z rozktadu wartosci wlasnych, czy ksztattu
wspotczynnikoéw w rozktadach asymptotycznych, nosi nazwe nazwe problemu odwrotnego.

Problemy eliptycznosci czy geometrii gradientéw komplikuja sie, gdy rozwazaé roz-
maitos¢ M z niepustym brzegiem OM. By zagwarantowaé operatorowi eliptycznemu ist-
nienie dyskretnego spektrum, a nastepnie bazy w L? i asymptotycznego rozkladu jadra
ciepta wzgledem tej bazy, trzeba narzuci¢ na ciecia wigzki odpowiednie warunki brzegowe.
Poszukiwanie i badanie takich warunkow jest wazne chociazby dlatego, ze istnienie bazy
w L? i to w dodatku zlozonej z cie¢ gladkich, spetniajacych warunki brzegowe pozwala
na badanie problemu brzegowego (w tym problemu istnienia i jednoznacznosci rozwia-
zan) metodami analizy fourierowskiej. Najwtadciwszymi wydaja sie eliptyczne warunki
brzegowe. Pojecie eliptycznosci warunku brzegowego zostato wprowadzone w pracy P. B.
Gilkeya i Smitha [19] a nastepnie opisane w ksiazce P. B. Gilkeya [18]. Eliptycznos$é ta
jest na og6l trudna do sprawdzenia i wymaga konstrukeji dodatkowych wiazek (auxuliry
bundles) na brzegu OM oraz pokazania, ze pewne réwnanie rézniczkowe, definiowane
przez symbol ma doktadnie jedno rozwigzanie. Problem poszukiwania i kompletowania
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naturalnych eliptycznych warunkéw brzegowych dla poszczegdlnych gradientéw eliptycz-
nych nazywamy problemem naturalnych warunkow brzegowych

W ten spos6b wyrdzniamy w teorii gradientéw trzy wazne zagadnienia wyznaczajace
kierunki badan:

- problem eliptycznosci

- problem naturalnych eliptycznych warunkéw brzegowych dla gradientow
eliptycznych

- geometria gradientéw: zagadnienia proste i odwrotne

Wszystkie trzy wymienione kierunki badawcze sa, w mojej ocenie, réwnie wazne i
interesujace. Rezultaty badan autora i wspotpracownikéw beda teraz podane z podziatem
na wktad do poszczegélnych kierunkow.

2.4. Eliptycznosc¢

Operatory eliptyczne posiadaja wiele istotnych wtasnosci analitycznych i geometrycz-
nych.

Wprowadzmy formalna definicje symbolu operatora i eliptycznosci operatora réznicz-
kowego (patrz np.: ksiazka R. Narasimhana [32]).

Zatozmy, ze E i F' sa dwiema wiazkami wektorowymi nad rozmaitoscia M oraz ze
P : E — F jest operatorem rozniczkowym liniowym rzedu m.

Wybierzmy p € M oraz { € T;M. Oznaczmy przez m, pierscien kietkéw funkcji
gtadkich okreslonych w otoczeniu punktu p i przyjmujacych wartosé zero w tym punkcie.
Zalozmy, ze f € m,. Wowczas [ utozsamiamy z funkcja gtadks wyznaczajaca & tj.
f(p) = 0 oraz df (p) = €. Rozwazmy e € E, oraz cigcie s wigzki E, takie ze s(p) = e.

Symbolem operatora P w punkcie p nazywamy odwzorowanie o : E, X TxM — F,
okreslone wzorem

(9) o(e,§) = P(f™s)(p)-

Mozna pokazaé, ze definicja symbolu jest poprawna, tj. nie zalezy od wyboru kietka
f 1 ciecia s. Co wiecej, przyporzadkowanie e — o(e, ) jest liniowe. Aby podkreslié, ze
symbol w istotny sposéb zalezy od punktu p oraz kowektora & bedziemy pisali o(p, ).

Liniowy operator rozniczkowy P jest eliptyczny w punkcie p, jesli dla dowolnego
niezerowego kowektora § € Ty M, injektywne jest odwzorowanie

E,>er— o(e &) € F,.

Operator P jest eliptyczny, kiedy jest eliptyczny w kazdym punkcie p € M.

Przyktadem operatora eliptycznego w powyzszym sensie jest dowolna pochodna ko-
wariantna.

W kontekscie prowadzonych rozwazan pojawia sie pytanie, ktore gradienty z rozktadu
@ sg eliptyczne.
Zauwazmy w tym miejscu, ze eliptyczno$é¢ gradientu G, pocigga za sobg silng eli-
ptyczno$é operatora
GG,

gdzie G}, oznacza operator formalnie sprzezony do gradientu G,,.
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Zagadnienie eliptycznosci zostalo w pelni rozstrzygniete w przeciggu trzech lat: 1995,
1996 i 1997 w trzech pracach [23], [24] 1 [12].

Pierwsza z odpowiedzi na pytanie o eliptycznosé gradientow zostata udzielona przez
J. Kaline, A. Pierzchalskiego, P. Walczaka w pracy [23], wystanej do druku w roku 1995.

W pracy dowiedziono, ze w przypadku & = GL(n) i pochodnej kowariantnej V
zadanej na ®-nieredukowalnej wigzce wektorowej nad M, w rozkladzie @ wystepuje
doktadnie jeden gradient eliptyczny, co wiecej, twierdzenie doktadnie wskazuje ten gra-
dient. W pracy, narzedziem do charakteryzacji i badania gradientéw sa diagramy Younga.
Opiszemy je tu pokroétce.

Niech W bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa (nad ciatem R lub C). Ustalmy
naturalne k oraz obierzmy ciag liczb catkowitych o = (v, ..., ), a1 = -+ > a, > 1,
a1 + - -+ + a, = k. Clag o nazywany jest schematem Younga diugosci k. W literaturze
mozna rowniez spotka¢ okreslenie rozktad zamiast schemat Younga. Schemat Younga
moze by¢ reprezentowany przez figure posiadajacq r wierszy ztozonych z kwadratow tej
same] wielkosci, w ktorej liczba kwadratéw wystepujgca w j. kolumnie wynosi «;.

Schemat Younga mozemy wypetni¢ w dowolny sposob liczbami od 1 do k, tak aby
kazda z liczb zajmowata doktadnie jeden kwadrat. Tak wypelniony schemat Younga
nazywamy diagramem Younga. Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan mozemy zatozy¢,
ze schemat Younga wypelniamy w taki sposéb, by wstawione don liczby tworzylty cigg
rosnacy w kazdym wierszu i kazdej kolumnie schematu.

Istotne jest tu to, ze kazdy G'L(n)-gradient moze by¢ reprezentowany przez diagram
Younga i na odwrét Odpowiedniosé ta jest opisana np. w ksigzce H. Weyla [52].

Dowolny diagram Younga « definiuje (patrz [52]) operator liniowy

k
Po: WrF =W W= QW

nazywany symetryzatorem Younga.

Jest on rzutowaniem oraz, ze W, = im P, jest podprzestrzenia niezmiennicza prze-
strzeni W* wzgledem reprezentacji standardowej pelnej grupy liniowej G L(n) dziatajacej
na W*. Co wiecej, podprzestrzenn W, jest nieredukowalna wzgledem tej reprezentacji.

Ponadto

W = Ppw..

Powtarzajac te sama konstrukcje otrzymujemy analogiczny rozktad przestrzeni W+l =
W* ® W na sume prosta podprzestrzeni nieredukowalnych

WH = (PW3.
B

Symbol o pochodnej kowariantnej V jest w gruncie rzeczy "mnozeniem tensorowym
przez kowektor”. Doktadniej, dziatanie symbolu moze by¢ postrzegane nastepujaco:

Dla wektora w € W rozwazmy odwzorowanie liniowe ®,, : W* — W+l okredlone
wzorem

Rp(w) @ @wy,) =w; @+ QW @ W.

W jezyku diagraméw Younga gltowny rezultat pracy o eliptycznosci gradientu czyli w
istocie o injektywnosci jego symbolu mozna teraz wyrazi¢ nastepujaco.
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Twierdzenie 1. ([23]) Dla dowolnego niezerowego wektora w € W
Pg o ®ylw, : Wo — Wp
jest injektywne wtedy @ tylko wtedy, gdy (B jest rozszerzeniem wyréznionym diagramu o.

Przez rozszerzenie wyréznione diagramu « dtugosci k o r wierszach, rozumiemy diagram
Younga 3 dtugosci k£ + 1 o r wierszach, powstaly z diagramu « poprzez rozszerzenie o
jeden kwadrat jednego kwadratu, w taki sposdb by zachowaé¢ uporzadkowanie diagramu
Q.

Br=a1+1 By =a9,...0, =as.

Innymi stowy, rozszerzamy diagram o do diagramu 3 poprzez dodanie jednego kwadratu
na koncu ze strony prawej, do pierwszego wiersza diagramu c.

Zauwazmy réwniez, ze twierdzenie (1| zastosowane do dowolnej nieredukowalnej wigzki
tensorow daje nam nie tylko istnienie gradientu eliptycznego lecz rowniez jasng regute
wyznaczania tego gradientu. Reguta ta sprowadza si¢ do zasady: dodaj jeden kwadrat
na koncu pierwszego wiersza ze strony prawej. Innymi stowy, bezposrednio z twierdzenia

wynika

Whiosek 2. ([23]) Gradient G,g = mg o V|, jest eliptyczny wtedy i tylko wtedy, gdy
0 jest rozszerzeniem wyroznionym diagramu o.

Odnotujmy, ze analogiczny do powyzszego wynik zostal otrzymany w pracy [23] dla
niektorych SO(n)-gradientéw, w tym dla SO(n)-gradientéw w wigzce tensorow skosnie
symetrycznych oraz wigzce tensoréw symetrycznych.

Rok pézniej, wraz z J. Kaling, B. Orstedem, P. Walczakiem, G. Zangiem dowiedlismy
w pracy ([24]) znacznie ogdlniejszego twierdzenie dla zwartych i pétprostych grup Liego
B a wie¢ obejmujacych w szczegdlnosci grupy klasyczne.

Zatozmy mianowicie, ze & jest potprosta zwarta grupa Liego oraz U i V' sg odpo-
wiednio nieredukowalnymi reprezentacjami grupy & Oznaczmy przez u; i v; wektory
najwyzszej wagi odpowiednio w U i V. Reprezentacja U ® V nie jest na ogét niereduko-
walna i rozklada si¢ na nieredukowalne podreprezentacje

Rozktad definiuje rzutowania P; : U ® V. — W, Zaldézmy, ze reprezentacja W,
w rozkladzie (12))) odpowiada wektorowi najwyzszej wagi uy ® vy.

Lemat 3. ([24]) Wtedy Py jest jedynym z okreslonych wlasnie rzutowan P; spelniajg-
cym nastepujgcy warunek eliptycznosci

(11) u@v#0, ueljveV = Pu®uv)#0

Lemat |3| umozliwia z kolei wyprowadzenia zasadniczego twierdzenia pracy w naste-
pujacej postaci.

Twierdzenie 4. ([24]) Zaléimy, ze & C B¢ jest spojng i zwartq polproste grupg Lie-
go, Zatézmy, ze U iV sq zespolonymi reprezentacjami grupy & o najwyziszych wagach
rownych odpowiednio \ @ p. Jesl

(12) UeV=w,
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jest nieredukowalnym rozktadem reprezentacyi U @ V' takim, Ze reprezentacja W1 jest
sktadowq Cartana w tym rozkladzie, tj. reprezentacjg o najwyzszej wadze X\ + p, to rzu-
towanie Py z U @ V' na Wy jest jedynym sposrod P; spelniajgcym warunek eliptycznosci

(1.

7, udowodnionych twierdzen wynika teraz natychmiastowy wniosek o eliptycznosci
odpowiednich gradientow.

Zauwazmy, ze podobnie jak przypadku wynikéw z pracy [23] tak réwniez i tu, z
udowodnionych twierdzen |3|i 4| wynika nie tylko istnienie jedynego gradientu eliptycznego
w rozktadzie pochodnej kowariantnej. Twierdzenia te mianowicie wskazuja ten gradient.

W omawianej pracy znajduje sie jeszcze jedno twierdzenie, ktore cheiatbym tu przy-
toczy¢. Podaje ono liczbe nieredukowalnych reprezentacji grupy unitarnej U(n) w k-tej
potedze tensorowej przestrzeni C" czyli w ®*C". Oznaczmy te liczbe przez d(k) = d(k,n).

Twierdzenie 5. ([24]) Dla dowolnego k < n

1
d(k) = k! x wspélczynnik przy t* w rozwinieciu funkcji exp (t + 5152)

oraz
d(k) — liczba elementéw o € Sy, takich, ze o = 1.

Co wiecej, mamy nastepujgcy wzor rekurencyjny

dk+1) =kd(k — 1) +d(k).

Rok pdzniej, zagadnienie eliptycznosci zostalo w pelni rozstrzygniete przez T. P.
Bransona, ktory zbadatl nie tylko same gradienty lecz réwniez i ich kombinacje liniowe.

W swoim znakomitym artykule ([12]) Branson dowiédl miedzy innymi, ze dla & =
SO(n) oraz odpowiadajacego tej grupie rozktadu (6] zachodzi natepujace twierdzenie:

Istniejq zbiory By,...,B, C {1,..,1r}, z ktérych kazdy jest mocy 1 lub 2, takie Ze

suma
> GGy
veA
jest eliptyczna wtedy i tylko wtedy, gdy B, C A dla pewnego u.
Co wiecej, wykluczajge pewne przypadki szczegolne, zbiory B, stanowig rozbicie zbioru
{1,...,7} tzn. sq parami roztgczne i ich suma mnogosciowa réwna jest {1,... r}.

Na zakonczenie podrozdziatu o eliptycznosci chciatbym przytoczyé wybrane wyniki z
prac wspoélnych z J.Kaling i B, Balcerzakiem, o operatorach rézniczkowych na algebro-
idach Liego, bo stanowig dobrg ilustracje do omowionych twierdzen o eliptycznosci.

Algebroidem Liego nad rozmaitoscia M nazywamy uklad (A, o,, [, ]), gdzie A jest
wiazka wektorowa nad M, o, : A — TM jest homomorfizmem wiazek nazywanym
kotwicg i [-,-] jest nawiasem w przestrzeni cie¢ wiazki A | takim, ze (I'(A),[,]) jest
algebra Liego przy czym [a, fb] = fla,b] + 04 (a) (f) - b, a,b € T'(A), f€C>® (M) M

Kazda gladka rozmaitos¢ M definiuje algebroid Liego, gdzie A = T'M, p jest kotwica
identycznosciowa, [-,-] jest zwyklym nawiasem Liego p6l wektorowych. Dalsze przykta-
dy algebroidéw Liego to: dystrybucje catkowalne (foliacje), wiazki kostyczne rozmaitosci
Poissona, algebroidy Liego wiazek gtownych.

Kategoria algebroidéw Liego wydaje si¢ wtasciwym obiektem do badania algebraicz-
nych wtasnosci gradientow.
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Operatory rozniczkowe sa tam definiowane jako homomorfizmy odpowiednio zdefi-
niowanych wiazek. Najlepszym przyktadem jest pochodna kowariantna, ktéra jest tez
okreslona w ten wlasnie sposéb.

Wspdélnie z J. Kaling i B. Balcerzakiem badaliSsmy gradienty i operatorty typu Diraca
algebroidu wyposazonego w strukture metrycznag g w wigzce A i metryczna pochodna
kowariantng V, tj. taka, ze Vg = 0. Struktura metryczna przenosi sie wtedy na wiazki
tensorowe nad A*, w szczegdlnosci na wiazke tensoréw skosnych A® A* i wigzke tensoréw
symetrycznych S¥T1 A* Na wigzki te dziata wtedy grupa SO(n), gdzie n jest rzedem wigz-
ki A. Sensowne jest zatem badanie SO(n)-gradientow w tej sytuacji. ZdawaliSmy sobie
sprawe, ze narzedzia badawcze w przypadku algebroidu Liego sg ograniczone. Ze wzgledu
na brak sensownej catki sg trudnosci ze zdefiniowaniem operatoréw sprzezonych. Brak
odpowiednika normalnego uktadu wspotrzednych nie utatwia pracy przy wyprowadzaniu
wzorow. Jest jednak wieksze bogactwo narzedzi algebraicznych. Z trzech prac poswie-
conych badaniu operatoréw rézniczkowych na algebroidach Liego; pracy [6] - wspélnej
z J. Kaling i B. Balcerzakiem oraz dwu nastepnych prac [7] i [§] - wspélnych z B. Bal-
cerzakiem, wybratem do autoreferatu wyniki z pracy [7]. Pokazuja bowiem harmonijne
podobienstwo SO(n)-gradientéw w pozornie dwu odleglych przypadkach: wiazce form
sko$nych i wigzce form symetrycznych na algebroidzie Liego.

W pracy [7] wyprowadzona jest doktadna posta¢ SO(n)-gradientéw na algebroidzie
wyposazonym w orientowalna strukture riemannowska dla wiazek tensoréw (form) sko-
$nie symetrycznych oraz dla wiazek tensor6w (form) symetrycznych. Zestawienie tych
dwu antypodycznych przyktadéw ujawnia jednak pewna harmonie i podobienstwa. W
szczegblnosci liczba gradientow jest w kazdym przypadku taka sama i w kazdym z tych
przypadkéw wazng role w ich konstrukeji odgrywaja dwa operatory: operator sladu tr i
sprzezony do niego operator kosladu cotr. Opiszmy te konstrukcje dla obu wigzek. Ope-
ratory zwigzane z wiazka tensorow skosnie-symetrycznych bedziemy indeksowac litera a,
a operatory zwigzane z wiazka tensoréow symetrycznych - literg s.

Zacznijmy od przypadku form skosnie-symetrycznych.

Operator pochodnej kowariantnej V przenosi si¢ naturalnie na wiazke dualng A* a
nastepnie rozszerza - za pomoca wzoru Leibniza - do operatora rézniczkowego V¢ rzedu
pierwszego w wiazce A\* A* tensoréw skosnych dowolnego stopnia k:

(13) VAN A — Ao NP AT

Definiujemy operator sladu tr® jako operator zwyktego $ladu metrycznego ze wzgledu
na dwa pierwsze argumenty:

fr% s AT @ AP A* — AL A
Definiujemy operator kosladu

cotr® : A\FL AT — A* @ AP AT
jako operator sprzezony do operatora k - tr?, tj. cotr® = k - (tr*)" lub doktadniej:
(14) (cotr® (n) , &), = (n. k- tr &),

dlane AV A* € e A* @ \F A~

Definiujemy trzy odwzorowania liniowe
n, 7 s AT @AY AT AT @ AF A
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nastepujaco
my = Alt, w5 =id —7] — 73, mg = ———— cotr® o tr? .
! 2 ! 3 P on—k+1

Alt jest operatorem usko$nienia dziatajacym na tensor ¢ stopnia k + 1 wedtug wzoru

1 )
(Symd) (aq,...,ax11) = > sign(o)d (ag(l), . ,ag(kﬂ)) .

(k + 1)' UESk+1
Definiujemy nastepnie trzy operatory rozniczkowe
P =790V \FA* — A o AP AT, je{1,2,3}.

Twierdzenie 6. ([7]) Operatory n%, 7%, 72 sq rzutowaniami w wigzce A*@N* A* i wigz-
ka ta rozklada sie na sume prostg (w istocie ortogonalng) subigzek SO (n)-niezmienniczych:

(15) A* @A A* =Im7? @ Im 7} & Im 7.

W efekcie, pochodna kowariantna V rozklada sie na sume trzech operatorow rézniczko-
wych

(16) V= P!+ P} + Py.
postaci
(17) Pl = k%rld“, Py =V — ﬁd“ + n—llc—i-l cotr® od™, Pj = n__iklﬂ cotr® od™.

d* = d i d* = d*' sq tu odpowiednio operatorami réiniczki zewnetrznej i kordzniczki w
wigzce form skosnych. Jedynym operatorem eliptycznym w rozkladzie jest P.

Uwaga 2.1. Dla k # 7 # k+ 1 wzajemnie ortogonalne subwigzki wystepujace w
rozktadzie sg nieredukowalne i wtedy operatory sg gradientami. Dla n = 4k

lub n = 4(k + 1) wyjéciowa wiazka AT A* rozpada sie na sume subwigzek /\_]%_ A* P
AL A*, gdzie znak +/— oznacza subwiazke wiazki A% A* bedaca podprzestrzenia wlasna
operatora gwiazdki Hodge’a z odpowiednim znakiem warto$ci wtasnej.
Uwaga 2.2. Aby otrzymaé¢ gradienty w przypadkach wyjatkowych, opisanych w po-
przedniej uwadze, nalezy ztozy¢ operator P{ z rzutami na AL A* czy AX A* dla n = 4k,
lub zawezi¢ wyjsciowa wiazke do jednej z subwiazek AL A*, A2 A* dlan=4(k+1).

Przejdzmy do przypadku form symetrycznych.

Definiujemy operator rdzniczki symetryczne; w wigzce form symetrycznych stop-
nia k,

d® . SkA* — SFFLAx,

jako symetryzacje pochodnej kowariantnej V* dzialajacej na wigzke SF A* tensoréw sy-
metrycznych (form) stopnia k:

(18) d*=(k+1)-(SymoV®*) na S*A*
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gdzie Sym jest operatorem symetryzacji dziatajacyn na dowolny tensor ¢} stopnia k + 1
nastepujaco:

1 Z ¥ (ag(l), Ce ,aa(k+1)) .

9 =
(Sym ) (CL1, ’ak'H) (k; -+ 1)' 0€SkK+1

Przez kordzniczke symetryczng d** rozumiemy zawezenie operatora V* (sprzezonego
do operatora pochodnej kowariantnej) do wigzki tensor6w symetrycznych:

(19) A% = Vg pn 1 SFA* — SF71A"
Definiujemy operator $ladu tr®:
tr¥: A* @ SFA* — Sktax

jako zawezenie do wigzki A* ® S¥A* operatora zwyklego sladu metrycznego ze wzgledu
na dwa pierwsze argumenty oraz operator kosladu cotr®

cotr® : SF71A* — A* @ SFA*
jako operator sprzezony do operatora k - tr¥; tj. cotr® = k - (tr*)" lub doktadniej:
(20) {cotr® (1), ¢)y = {w, k- tr* (),
dlaneSF1A* (€ A*®SFA*.
Rozwazamy subwiazke S¥A* tensoréw bezsladowych, tj. takich tensoréw & € SFA*,

ze cotr® € = 0. S’O“A* jest wtedy nieredukowalna subwigzka wiazki SF A*.
Definiujemy operator

1
Ty = A cotr’otr na A*Q® Sf,A*

i trzy operatory liniowe:
T, T, Tt AT ® Sle* — A ® S];A*
natepujaco

S : S : S S S
7} = Symo (id —m,), 7wy =id—7] — 73, TG =T

Definiujemy wreszcie trzy operatory rézniczkowe
PP =m5oV* :SEA™ — A*@SEAY, je{1,2,3}.

Twierdzenie 7. ([7]) Operatory 75,75, 75 sq rzutowaniami i wigzka A*®@SkA* rozklada
sie na sume prostq (w istocie ortogonalng) subwigzek SO (n)-niezmienniczych:

(21) A*®S"A* = Im 7 © Im 75 @ Im 7.
Pochodna kowariantna V* w wigzce SEA* rozktada si¢ na sume trzech operatoréw
(22) Vi=P'+P; + F;.
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postaci

1 9
PS - dS - dS*
1 k+1( tarr_17% )’

1 2 1
PS :V*_ ds_ ds* t sds*
2 E+1 (n+k—1)(k+1)g® M

P = m cotr® od™.

Jedynym operatorem eliptycznym w rozktadzie (@ jest Py.

Uwaga 2.3. Dla n > 5 podprzestrzenie ortogonalne wystepujace w rozktadzie
sa nieredukowalne, wiec P, P, P sa gradientami. Dla n = 4, P; rozklada si¢ dalej
na dwaSO (n)-gradienty. Dla n = 3 rozktad na subwiazki nieredukowalne opisuje wzér
Clebscha-Gordona (patrz np.[20]).

Uwaga 2.4. Zauwazmy, ze w szczegdlnym przypadku k = 1 wiazki i A*A* ¢ SIA* po-
krywaja sie. Zatem, w tym przypadku, V® = V* i oba rozktady sa, z doktadnoscia do
porzadku sktadnikéw, takie same. Latwo sprawdzi¢, ze wtedy Py = Py, Py = P, 1
Py =Py .

Uwaga 2.5. Zauwazmy, ze Py = Py sa odpowiednikami operatora Cauchy’ego-Ahlforsa
badanego w pracach [2] [47] [41] 7 [44]

Przejdzmy do nastepnego problemu teorii gradientow.

2.5. Uktlad naturalnych warunkéw brzegowych

W ustepie oméwimy zagadnienia zwigzne z drugim z trzech wymienionych proble-
mow teorii. W szczegdlnosci, opiszemy krotko metode konstrukeji uktadu naturalnych
warunkéw brzegowych dla eliptycznego SO(n)-gradientu.

Konstrukcja zostata zaproponowana w 2004 przez T.P. Bransona i A. Pierzchalskiego
oraz opisana w nieopublikowanym manuskrypcie. Opisana zostata nastepnie we wstepie
do mojej pracy [30] wspélnej z W. Koztowskim z wyraznym zaznaczeniem wspdtautor-
stwa tej konstrukeji. Oto opis konstrukcji.

Zalozmy, ze M jest rozmaitoscig riemannowska zorientowana z niepustym brzegiem
OM. Rozwazamy pochodng kowariantng Leviego-Civity V rozszerzong na wszystkie
wigzki tensorowe. W szczegdlnoséci V jest dobrze okreslona w dowolnej SO(n)- niere-
dukowalnej subwiazce i zgodnie z wzorem @ ma rozktad

V=G + - +G,.

Fundamentalng dla omawianej konstrukeji warunkéw brzegowych jest obserwacja, ze
wowcezas dla kazdego operatora rézniczkowego G = G, @ = 1,...,r, ktéry w istocie jest
gradientem (Steina - Weissa), zachodzi ta sama uniwersalna formuta catkowa wyprowa-
dzona przez B. Orsteda i A. Pierzchalskiego w pracy [34]. Oto ona:

W kazdym punkcie brzegu 0M okreslony jest jednoznacznie wektor normalny, zewne-
trzny v. Symbolem i, oznaczamy operacje postawienia tego wektora (na pierwsze miej-
sce).
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Twierdzenie 8. ([34])
(G*Ga, B)— (o, G'GP) =

(23) _ /aM<<a’ i,Gp) — (i,Gav, 8)) Qo

gdzie
() = /M<.’.>QM

jest globalnym iloczynem skalarnym i gdzie Qpp 1 objetosci Qgnr sq formami objetosci
odpowiednio na M i OM przy zalozeniu, ze orientacja na OM jest indukowana z M.

Mozemy teraz przystapi¢ do konstrukeji naszego uktadu naturalnych warunkéw brze-
gowych (SNBC).

Po pierwsze, uktad ten powinien by¢ tak skonstruowany, by kazdy warunek brzegowy
uktadu zapewnial samosprzezonosé operatora G*G, gdy zawezimy go do podprzestrzeni
cie¢ speliajacych ten warunek. Samosprzezono$é ta jest bowiem wlasnoscig niezbedng,
gdy chcemy moéwié o eliptycznosci warunku brzegowego w sensie Gilkeya-Smitha (patrz
[19] lub [I8] przy czym bardziej doktadny opis pojecia eliptycznosci znajduje sie w dalszej
czesci autoreferatu). Innymi stowy, catka po prawej stronie powinna znikac.

I tu jest chyba najsubtelniejszy moment naszej konstrukcji, gdyz z punktu widzenia
badania probleméw brzegowych, nalezy podac taki uktad warunkow, aby - z jednej strony
- nie byly one ”zbyt stabe” (tj., by nie traci¢ jednoznacznosci rozwiazan) i aby - z drugiej
strony - nie byty zbyt ”silne” (tj., by nie traci¢ istnienia rozwiazan). Naszym celem jest
rowniez podanie uktadu mozliwie kompletnego tak, aby znane warunki brzegowe od razu
sie tam znajdowaty lub, by mozna je byto otrzymaé po nieistotnej dla badania problemu
brzegowego korekcie. Oczywiscie korekta ta nie powinna zaburza¢ samosprzezonosci.

Kolejnym krokiem jest zastapienie (na brzegu) dziatania grupy SO(n) dziataniem
jej podgrupy SO(n — 1) traktowanej jako podgrupa tych przeksztalcen z SO(n), ktére
zachowuja wektor normalny, zewnetrzny. Pod dziataniem SO(n— 1), nasza wiazka, dotad
nierozkladalna ze wzgledu na dzialanie SO(n) teraz rozpadnie sie (na brzegu) zgodnie z
reguta rozgalezienia (patrz [20]) na sume prosta niezmienniczych i nierozktadanych i w
dodatku wzajemnie ortogonalnych subwiazek. Liczbe tych subwiazek oznaczmy literg s.

Oznaczmy przez p1, ..., ps rzutowania wyznaczone przez te sume prosta.

Roztézmy « oraz i, Ga na wzajemnie ortogonalne sktadniki:

a=pix+ -+ P

oraz
i, Ga = p1i,Ga+ -+ psi, G

Analogiczne rozktady dostajemy zamieniajac « na (3.
W rezultacie dostajemy nastepujacy rozktad iloczynu skalarnego znajdujacego sie

pod catkg w (23):
<Cl{, ZVG5> =
+ (P, P16, G )
+ <p2a7p2i1/G6>
+ (pscv, psi, G3) .
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Prawej stronie ostatniej réwnosci mozna przyporzadkowac¢ macierz o dwu kolumnach:

1 plzuGﬁ

.VG

(24) P2.Oé pQ’L' B
psa pSZVG/B

Poszczegdlny warunek brzegowy powstanie teraz poprzez zadanie aby:

doktadnie jeden z wyrazow w kazdym wierszu macierzy byt rowny zeru.

Wyczerpujac wszystkie takie mozliwosci, a jest ich 2°, dostajemy uktad 2° naturalnych
warunkéw brzegowych (SNBC)

Te 2° warunkow jest we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniodci z 2° macierzami
postaci:

0 = 0 =* * 0
0 = * 0 * 0
0 =* 0 x* * 0

Popatrzmy na dwa krancowe przypadki. Pierwsza macierz definiuje warunek typu
Dirichleta:

pra=0,pa=0,...,p,a=0nadM lub réwnowaznie &« = 0 on M.

Ostatnia macierz definiuje warunek typu Neumanna:

mi,Ga =0, pai,Ga =0, ...psi,Ga =0 na OM lub réwnowaznie i,Ga = 0 na OM.

Te dwa warunki wraz z pozostaltymi 2° — 2 warunkami posrednimi tworza uktad
naturalnych warunkéw brzegowych (SNBC).

Przyklad 2.6. Rozwazmy najprostszy przypadek zwyklego operatora gradientu dziatajq-
ceqo na funkcjach okreslonych na M traktowanych jako ciecia wigzki trywialnej M xR —
TM. Woéwczas mamy

(25) grad: M x R — TM.

Obie wigzki M x R TM sq SO(n)-nieredukowalne, wiec operator (25| jest gradientem w
naszym sensie. Operatorem formalnie do niego sprzezonym jest, z dokladnoscig do znaku,
operator dywergencyi:

(grad)” = —div

Zlozenie tych dwu operatorow, czyli operator rzedu drugiego postaci: -div grad jest (z do-
ktadnoscig do znaku) klasycznym operatorem Laplace A na funkcjach. Ze wzoru Stokesa
otrzymujemy, ze

J AFgu—[ fag==[ (fV.g-YV.f g)u.

Poniewaz wigzka MR jest SO(n—1)-nierozkladalna na OM , wiec dostajemy macierz
ztoZong z jednego wiersza:
e e,

Zatem naturalne warunki brzegowe przyjmujg postac:
[O *]hlb[* 0},
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lub doktadniej
f=0 na OM lub V,f=0 na OM.

W ten sposéb otrzymalismy dobrze znane warunk: brzegowe: Dirichleta lub Neumanna.

Wracajac do przypadku ogdlnego mozemy powiedzie¢, ze wtasnie skonstruowany
uktad warunkéw brzegowych jest w sensie intuicyjnym naturalny i zupelny. Jego natu-
ralnos$¢ wiaze sie z tym, ze w konstrukeji zastosowane zostaly reprezentacje grupy SO(n),
naturalnie zwigzanej z orientowalng strukturg riemannowska. Zupelosé¢ natomiast wigze
sie z tym, ze rozwazane reprezentacje rozktadaja sie tu ”zupetnie”, tj, na petng sume ich
nierozktadalnych podreprezentacji nieredukowalnych.

Jeszcze bardziej interesujacy jest problem eliptyczno$ci zaproponowanych warunkow
brzegowych (SNBC). Nasza nieudowodniona dotad hipoteza jest, ze

Dla dowolnego gradientu eliptycznego uklad (SNBC) jest ukladem eliptycznych wa-
runkow brzegowych.

W przypadku wiazki tensoréw (form) skosnie-symetrycznych i SO(n)-gradientow li-
sta (SNBC) zawiera cztery naturalne warunki brzegowe. Przedstawimy je ponizej. Trzy
pierwsze znane sa geometrom i w przypadku obszaréw ograniczonych z brzegiem w prze-
strzeni euklidesowej w R3 byly badane juz przez H. Weyla w jego pracy [51] z 1915.
Czwarty jest nowy i dopetnia liste trzech poprzednich.

Zeby opisa¢ uktad naturalnych warunkéw brzegowych dla wigzki AF form skognych
dowolnego stopnia k przypomnijmy, ze dla 0 < k& < n, dowolna forma w € A* rozkltada
sie na brzegu na dwa sktadniki: cze$¢ styczng i normalng:

(26) w=w"+w" na oM,

gdzie czes¢ styczna nie zawiera w swoim rozwinigciu kowektora normalnego do brzegu a
czes¢ normalna zawiera ten kowektor. Zauwazmy, ze w pewnych przypadkach szczegol-
nych rozktad redukuje si¢ w istocie do jednego sktadnika. Doktadniej, w™ = 0 dla k =0
oraz w! = 0 dla k = n. W konsekwencji, przy tej samej konwencji dla przypadkéw k = 0
lub k = n, wigzka form skosnych stopnia k rozpada sie na brzegu na sume prostg dwoch
subiazek SO(n — 1)-nieredukowalnych

(27) AF = AT @ AFY na oM
Zatem s = 2 i mamy (2%) naturalne warunki brzegowe postaci:

Warunek brzegowy Dirichleta (D):

wl'=0 oraz w¥ =0 na oM.

Absolutny warunek brzegowy (A):

WwN' =0 oraz (dw)¥ =0 na OM.
Relatywny warunek brzegowy (R):

(6w)' =0 oraz w' =0 na OM.
Warunek brzegowy Neumanna (N):

(6w)' =0 oraz (dw) =0 na OM.
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Zauwazmy nastepujaca symetrie w uktadzie {D, A, R, N'} w odniesieniu do operatora
zwanego *-Hodge’a.

Twierdzenie 9. ([30], [46]) Kazdy z warunkdéw brzegowych D, N jest x-niezmienniczy
w takim sensie, Ze k-forma ¢ spetnia warunek wtedy i tylko wtedy, gdy (n — k)-forma *¢
tez spetnia ten warunek. Zbior warunkow {A, R} jest x-niezmienniczy w takim sensie,
Ze k-forma ¢ spelnia ktorys z tych warunkow wtedy i tylko wtedy, gdy (n — k)-forma xp
spetnia drugi z nich.

Eliptycznos¢ trzech analogicznych do {D, A, R} warunkéw zostata udowodniona przez
B. Orsteda i A. Pierzchalskiego pracy z roku 1996 a wiec jeszcze zanim sformutowano
(SNBC). Dowdd ten w przypadku dowolnej zwartej rozmaitosci riemannowskiej z gtad-
kim brzegiem i wagowego operatora Laplace’a zostal opublikowany w [34]. Moze by¢ on
powodzeniem rozszerzony na czwarty naturalny warunek N. W konsekwencji rozszerzona
wersja twierdzenia 4.2 z [34] moze by¢ sformutowana nastepujaco:

Twierdzenie 10. ([34]) Kaidy =z czterech naturalnych —warunkéw  brzegowych
{D, A, R, N} jest eliptycznym warunkiem brzegowym dla laplasjanu wagowego

L=Ay=ad"d+ bdd".

W szczegolnosci, dla kazdego warunku brzegowego, operator L ma zupelny ortonormalny

uktad ztozony z form wlasnych oy, s, . .., Loy, = Aoy, gdzie oy sq klasy C™ i spetniajg
wspomniany warunek brzegowy. Ponadto wartosci wlasne 0 < Ay < Aoy < ... 10SNQ
wyktadniczo.

Eliptycznos¢ naturalnych warunkéw brzegowych byta rowniez przedmiotem rozprawy
doktorskiej A. Klekot [28]. Autorka zbadata tam operator rézniczkowy drugiego rzedu
divgrad w wigzce form skosnych dowolnego stopnia wprowadzony i badany przez przez
H. Rummlera w [48] na rozmaitosci riemannowskiej bez brzegu. A. Klekot wyprowadzalta
cztery naturalne warunki brzegowe dla tego operatora i udowodnita, ze kazdy z nich jest
eliptyczny.

Przejdzmy do przypadku operatoréw dziatajacych na wigzkach form symetrycznych
dowolnego stopnia k. Przypadek ten jest trudniejszy niz poprzedni.

Pierwsza roznica pomiedzy wiazkami form sko$nie symetrycznych a form symetry-
cznych jest to, ze wiazka form symetrycznych jest rzedu nieskonczonego. Nastepng rozni-
cg, bardziej istotna, gdy bada sie problem brzegowy, jest fakt, ze wigzka symetrycznych
tensoréw stopnia k rozpada sie na brzegu OM sie na k+ 1 skladnikéw. Zatem s = k+ 1
i w przeciwienstwie do przypadku sko$nie-symetrycznego - liczba sktadnikéw w rozktadzie
zalezy od stopnia badanych form. W zwiazku z tym istnieje 27! naturalnych warunkéow
brzegowych dla wigzki form symetrycznych stopnia k. Dla duzych k daje to bardzo duza
liczbe warunkow.

A. Kimaczynska w swojej rozprawie doktorskiej [26] wprowadzita operator divgrad,
bedacy odpowiednikiem operatora badanego przez Rummlera w przypadku wigzki form
skosnie-symetrycznych na rozmaitosci riemannowskiej. Operator ten zostal przez nig
szczegdtowo zbadany pod wzgledem wtasnosci algebraicznych i geometrycznych wlicza-
jac w to wazny wzor Weitzenbocka dla wiazki form symetrycznych. Autorka wyznaczyta
tez posta¢ wszystkich 257! naturalnych warunkéw brzegowych. Ostatnia czesé jej dyser-
tacji zostala rozszerzona do publikacji wspélnej A. Kimaczynska i A. Pierzchalski [27].
Rozktad wiazki form symetrycznych stopnia k& na 25! subigzek na brzegu oraz doktadna
konstrukcja (SNBC) jest opisany w tej publikacji.
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Glowny wynik stanowia dwa twierdzenia.

Twierdzenie 11. ([27]) Kazdy sposréd 25! naturalnych warunkéw brzegowych dla ope-
ratora eliptycznego divgrad w wigzce form symetrycznych stopnia k jest eliptycznym wa-
runkiem brzegowym.

Nasza oryginalna metoda dowodu, polega na konstrukcji specjalnej dodatkowej wigzki
na brzegu OM. Ta wiazka pozwala opisa¢ wszystkie warunki brzegowe jednocze$nie w
tym sensie, ze kazdy poszczegdlny warunek brzegowy wyznacza pewna jej subwiazke -
kazdy inng. Dzieki temu udato sie udowodni¢ eliptycznos$é wszystkich badanych warun-
kow brzegowych jednocze$nie. Wyrdznia to nasz dowdd z innych, dotychczas znanych
dowodoéw eliptycznodei dla operatoréw w réznych wigzkach, ktore sg tam prowadzone
dla kazdego z warunkéw brzegowych oddzielnie.

Konsekwencja Twierdzenia [11] jest:

Twierdzenie 12. ([26]) Dla kazdego z rozwazanych 28+ warunkéw brzegowych istnieje
cigg (9,), n=1,... cie¢ gladkich wigzki form symetrycznych stopnia k na M taki, Ze:

a) (¥,) jest ukladem zupelnym w L?, zlozonym z wektoréw wilasnych operatora
div grad ¥,, = N\, 0,

b) formy ¥, spelniajq warunek brzegowy,
c) Wartosci wlasne N, sq rzeczywiste oraz

lim A\, = —o0.

n—oo

Jedli chodzi o badanie uktadu (SNBC), to w pewnych przypadkach szczegdlnych moz-
na p6js¢ dalej i poda¢ warunki konieczne i dostateczne istnienia i jednoznacznosci rozwig-
zan czy, jeszcze dalej, i podaé¢ konstrukcje tych rozwigzan w konkretnych przypadkach.
Omoéwmy teraz krotko te czesé dziatalnosci.

Niech M bedzie n-wymiarows rozmaitoscig riemannowska z niepustym brzegiem 0M.
Niech g bedzie metryka riemannowsks na rozmaitosci M i niech V bedzie pochodna
kowariantng Levi-Civita wzgledem metryki g naturalnie rozszerzona na calty wiazke ten-
sorowa. W przypadku form skosnie-symetrycznych dowolnego stopnia £k = 1,...,n na
rozmaitosci M jedyny eliptyczny gradient - oznaczany réwniez przez S - ztozony ze
swoim sprzezeniem daje silnie eliptyczny operator drugiego rzedu S*S. W przypadku
k = 1 operator ten zwany jest laplasjanem Ahlforsa.

Stosujac formute Weitzenbocka otrzymujemy bardzo waznag z punktu widzenia geo-
metrii operatora S*.S formute.

n—1

1
(28) S*S = §d*d + dd* — ric,

n
gdzie ric jest operatorem rzedu zerowego: dziataniem operatora Ricciego na jednofor-
mach: (rica); = ric] a; Dwie wersje tej formutly: dla form i dla pél wektorowych mozna
znalezé, np. w mojej pracy o deformacjach quasikonforemnych ([43] Twierdzenie 2), ale
formuta znana byt geometrom juz wczesniej.

Znaczenie wzoru polega na tym, ze taczy on wszystkie trzy gradienty z rozktadu
z tensorem Ricciego, reprezentujacym geometrie rozmaitosci M. Wzor pozwala takze
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wyznaczy¢ spektrum laplasjanu Ahlforsa S*S w wielu przypadkach szczegélnych, np. dla
rozmaitosci Einsteina, a takze oszacowaé stata quasikonforemnosci dowolnej deformacji
na M w zalezno$ci od tensora Ricciego. Wyniki badan w tym zakresie zawartem w mojej
publikacji w ”manuscripta mathematica” [44].

Jeszcze jedng wazna zaleta wzoru jest to, ze pokazuje on, iz - z doktadnoscia do
sktadnika rzedu zerowego (ostatniego w rozktadzie - laplasjan Ahlforsa S*S jest
przypadkem szczegdlnym laplasjanu wagowego, tj. operatora postaci

(29) Agy = ad*d + bdd",

gdzie a, b sa dodatnimi liczbami nazywanymi wagami.

W dodatku ten ostatni operator jest dobrze okreslony na formach skosnych dowolnego
stopnia k.

Dla k = 1, obszaru ograniczonego w R?, zachowanie na brzegu dla takiego operatora
byto badane przez H. Weyla na poczatku XX wieku, w szczegélnym przypadku wag:
a = % ib= % Weyl badal ten problem u dla trzech fizycznie naturalnych warunkéw
brzegowych. Wyznaczyt rowniez rozktad wartosci wlasnych operatora eliptycznego A%%
dla kazdego z tych warunkow (por. [51]).

Dla k=1, obszaru ograniczonego w R" oraz wag postaci a = % ib= "T’l, operator
A1 -1 byt badany przez L. V. Ahlforsa w serii jego prac z lat siedemdziesiatych XX wieku
[1]7:[27],[3] W szczegolnosci Ahlfors rozwigzal problem brzegowy dla warunku brzegowego
Dirichleta i analogicznego operatora w kuli hiperbolicznej w R"™. Genialnie wykorzystat
wlasnos$¢é niezmienniczosci konforemnej rozwazanego operatora oraz fakt, ze grupa od-
wzorowan konforemnych kuli dziata tranzytywnie i jest grupa izometrii wzgledem metryki
hiperbolicznej. Wystarczyto nastepnie wyznaczy¢ za pomoca wzoru typu Poissona war-
tos¢ poszukiwanego rozwiazania w srodku kuli i "przenies¢” ja do dowolnego punktu za
pomoca odpowiedniej izometrii. Problem Dirichleta dla kuli euklidesowej w R™ byt trud-
niejszy. Nie mozna byto zastosowaé metody Ahlforsa, bo grupa izometrii euklidesowych
kuli nie dziala tranzytywnie. Jednak H. Reimann, w pracy [47], w analogii do klasycznej
procedury dla problemu Dirichleta i operatora Laplace’a na funkcjach, polegajacej na
rozwinieciu funkcji na sferze w szereg harmonik sferycznych, roztozyt - za pomoca teorii
reprezentacji - przestrzen p6l wektorowych (lub, co na jedno wychodzi przestrzen form
stopnia pierwszego) na odpowiednio wybrane podprzestrzenie SO(n)-niezmiennicze, a
nastepnie znalazt w kazdej z nich nich dogodng baze. Bazy te pozwolity mu nastepnie
skonstruowaé rozwiazanie.

Dla k, kuli euklidesowej w R™ i laplasjanu wagowego o dowolnych wagach a,b > 0
dziatajacego na wigzke form sko$nych dowolnego stopnia, o wspotczynnikach wielomia-
nowych, zagadnienia brzegowe byly przedmiotem wspoélnych badan W. Koztowskiego i
moich [30]. Zbadano wszystkie zagadnienia brzegowe, z petnej listy warunkéw brzegowych
z uktadu (SNBC). Uktad zawiera tym przypadku cztery oméwione wyzej warunki brze-
gowe: Dirichleta, absolutny, relatywny i warunek typu Neumanna {D, A, R,N}. Trzy
pierwsze warunki brzegowe pojawialy si¢ w geometrii rézniczkowej juz wczesniej pod
tymi wtasnie nazwami, np. przy badaniu asymptotycznych rozwinie¢ jadra ciepta dla
operatora Laplace’a (patrz np. [14] czy [15]). Czwarty warunek brzegowy jest nowy i byt
badany po raz pierwszy. Warunek brzegowy Dirichleta {D} zostal zbadany wczesniej,
w pracy doktorskiej W. Koztowskiego [29]. Dla warunku Dirichleta i form dowolnego
stopnia k twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan zachodzi bez zadnych ogra-
niczen na obtozenie brzegowe. Dla pary warunkow relatywnego i absolutnego zachodzi z
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wytaczeniem pewnych, wyjatkowych przypadkow szczegélnych. W kazdym z tych przy-
padkow szczegdlnych podane zostaly warunki konieczne i dostateczne istnienia rozwig-
zan i omowiony zostal problem ich jednoznaczno$ci. Najciekawszy jest warunek czwarty
N. Istnienie rozwigzan wymaga przyjecia dodatkowych zalozen na obtozenie brzegowe.
Rowniez i w tym przypadku podane zostaly warunki konieczne i dostateczne istnienia
rozwigzan. Dla kazdego z czterech warunkéw brzegowych i wielomianowego obtozenia
brzegowego podana zostata konstrukcja rozwigzan. Przytoczmy tu kilka wybranych z
pracy [30] twierdzen dla warunkéw brzegowych R, A i N. Przypomnijmy, ze dowolna
forma rozktada si¢ na brzegu - zgodnie ze wzorem [26|- na swoja cze$¢ styczna i normalng.
Forme nazywamy styczng, gdy jej czesé normalna jest rowna zeru oraz normalng, gdy jej
czes¢ styczna jest rowna zeru. Kule jednostkowa w R™ oznaczamy litera B a jej brzeg,
czyli sfere jednostkowa litera Y. Rozwazane formy sa formami na R"™ o wspotczynnikach
wielomianowych.

Twierdzenie 13. ([30] Relatywny warunek brzegowy R) Zaldimy, ze 0 < k < n. Dla
dowolnych form stycznych w stopnia k — 1 i n stopnia k istnieje jedyna forma ¢ € A*
taka, ze Ay =0 w B oraz

(d*p)f' =w ¢'=n na X

Twierdzenie 14. ([30] Absolutny warunek brzegowy A) Zaldzmy, ze 0 < k < n. Dla
dowolnych form normalnych w stopnia k + 1 i n stopnia k istnieje jedyna forma ¢ € A*
taka, ze Lo =0 i

(do)N=w ©N=n na 3.

W pracy podano rowniez warunki konieczne i dostateczne jakie w przypadku stopni:
k = n, dla warunku R, czy k = 0, dla warunku A, maja speliaé¢ formy w i n, by
zagwarantowac istnienie rozwigzan.

Zauwazmy, ze badanie pary warunkéw { AR} mozna sprowadzi¢ do badania ktére-
gokolwiek z nich dzieki nastepujacej wlasnosci, ktéra ma miejsce nie tylko w przypadku
kuli euklidesowej, ale - ogdlnie - w przypadku dowolnej rozmaitosci riemannowskiej M z
gtadkim brzegiem OM.

Twierdzenie 15. ([30]) Zaléimy, Ze w i n sq¢ dwiema formami stycznymi odpowiednio
stopnia k — 1 i k na OM. Wéwczas, dla dowolnej formy o € A*(M) mamy:
@ jest rozwigzaniem relatywnego problemu brzegowego R, tj.

Aupp =0 na M oraz (d'¢)" =w, o' =7 na OM
wtedy i tylko wtedy, gdy *x¢ jest rozwigzaniem absolutnego problemu brzegowego A, tj.
Apa(¥p) =0 na M oraz (d(x¢))N = *w, (x¢)" =*n na OM.
Ciekawy jest przypadek czwartego naturalnego warunku brzegowego Neumanna N
Awp =0 na B oraz (d*¢)" =w, (dp)Y =7 na OM.

Warunek ten jest badany w naszej pracy po raz pierwszy. Jest eliptycznym warunkiem
brzegowym, ale dla istnienia rozwigzan formy w i n musza spetnia¢ pewne dodatkowe
warunki. Warunki te sa warunkami koniecznymi i dostatecznymi istnienia rozwigzan i
zostaly sformutowane w twierdzeniu 4.10 z pracy [30]. Trudno byloby podaé je w tym
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miejscu, gdyz majg raczej charakter techniczny i precyzyjne ich sformutowanie wymaga-
toby wprowadzenia wielu poje¢, praktycznie na potrzeby tylko tego jednego twierdzenia.

Dowody wszystkich twierdzen o istnieniu rozwigzan z pracy [30] maja charakter
konstrukeyjny, a zatem umozliwiaja konstrukcje konkretnego rozwiazania dla kazdego
z czterech rozwazanych zagadnien brzegowych, przy zadanym obtozeniu brzegowym.

Na zakonczenie wroémy jeszeze do uktadu naturalnych warunkéw brzegowych (SNBC)
Hipoteza, ze dla dowolnego gradientu eliptycznego uktad (SNBC) zawiera wylacznie
eliptyczne warunki wydaje sie bardzo odwazna, ale nie ma kontrprzyktadéw, a znane
przypadki szczegdlne ja potwierdza ja, Dowodd ogdlnego przypadku jest raczej trudny.
Jednak opisane powyzej wyniki wspélnych prac autora z B. Orstedem, pozniej z W.
Koztowskim i niedawne z A. Kimczynska potwierdzaja hipoteze w trzech waznych przy-
padkach szczegodlnych.

2.6. Geometria gradientow

H. Weyl w swojej pracy o elastycznosci ([51]) badat trzy warunki brzegowe o natural-
nej interpretacji fizycznej. Jednym z nich jest warunek orzekajacy, ze zar6wno dywergen-
cja jak i sktadowa styczna pola wektorowego zerujg sie na brzegu obszaru w R3. W mojej
pracy wspoélnej z B. Orstedem o brzegowych wtasnosciach Laplasjanu-Ahlforsa i jego
uogolnienia: wagowego laplasjanu Ay, a,b > 0, zdefiniowanego wzorem rozwazamy
trzy rézne warunki brzegowe o nazwach D, N i &, analogiczne do tych, ktére rozwazat
Weyl. Jeden z nich, a mianowicie warunek &, jest doktadng kopig warunku Weyla o ela-
stycznosci, wyrazonego jednak w duzo ogolniejszej sytuacji: rozmaitos¢, zamiast obszaru
w R3 i operator dziatajacy na formy rézniczkowe stopnia dowolnego zamiast operatora
dziatajacego na pola wektorowe. Operator Weyla jest tam szczegélng wersja laplasjanu
wagowego o wagach a = % ib= % Warunek £ byt pdézniej nazywany przez geometrow
relatywnym R i pod taka tez nazwa pojawia sie w (SNBC) oraz w Twierdzeniu
powyzej.

Zalézmy, ze L = A, Wtedy jedna z konsekwencji Twierdzenia[I0] jest istnienie orto-
normalnego uktadu zupetnego oy, s, ..., Lap = Aoy, form wlasnych «y spetiajacych
warunek brzegowy R.

Mozemy zatem rozwazaé¢ pélgrupe exp(—tL) dla operatora ciepta. Operator ten ma
gtadkie jadro

(30) H(t,w,y) =D e Mai(z) @ aiy)
i=1
i slad réwny
(31) tr exp(—tL) Ze_t’\l —/ (t,z, ).

Z ogoblnej teorii wynika, zobacz np. [I1§], ze $lad ma rozwiniecie asymptotyczne
postaci

tr exp(— Zalt’ "2t N\, 0.
Wspdlnie z B. Orstedem wyznaczyliSmy pierwsze dwa wspotezynniki tego rozwiniecia.
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Twierdzenie 16. ([34]) Zaldimy, ze L = Ay jest laplasjanem wagowym z warunkiem
brzegowym R na rozmaitosci riemannowskiej M. Wiedy pierwsze dwa wspotczynniki roz-
winiecia asymptotycznego jadra ciepta majq postaé

tr exp(—tL) ~(4wt)~2 -vol(M) - [(n — 1)a™2 + b?)]
(32) 1 n— n— n—
—1(47rt)_( = ~vol(OM) - [(n — 3)@‘Tl + b_Tl].
Stosujac nastepnie twierdzenie Taubera mozemy wyprowadzi¢ asymptotyczny roz-
ktad wartosci wtasnych operatora, otrzymujac w ten sposéb uogdélnienie i wzmocnienie
wyniku otrzymanego przez Weyl’a:

Twierdzenie 17. ([34]) Zaléimy, Ze N(X) oznacza liczbe wartosci wlasnych operatora
L mniejszych niz A\. Wtedy, dla naszego warunku brzegowego R pierwszy wyraz rozwi-
niecia asymptotycznego dla N(\) jest réwny

(4m)"2
I'(g+1)

2

w3

N\ ~ cvol(M) - [(n—1)a™3 +b73] - A2,

Gdyn=3,a= % ib= %, dla wspolczynnika (4%)_%/F(%+1) otrzymujemy doktadnie
warto$¢ podang przez Weyla %2.

Badanie rozktadow asymptotycznych dla operatoréw typu Laplace’a prowadzitem
réwniez wspdélnie z T. Bransonem, P. B. Gilkeyem i B. Orstedem. Wyniki zawarte zostaly
w dwu pracach [14] oraz [15]. W obu pracach badany jest operator rzedu drugiego postaci

(33) P = ad*d + bdd" — ep,

gdzie p jest dowolnym operatorem samosprzezonym stopnia zerowego. Operator P jest
widocznym uogolnieniem laplasjanu Ahlforsa S*S i jest operatorem eliptycznym i
samosprzezonym. W pracach otrzymano pierwsze cztery wspotczynniki asymptotycznych
rozwinie¢ rOwnania ciepta dla tego operatora W pierwszej pracy, dla zwartej rozmaito-
Sci riemannowskiej bez brzegu. W drugiej, dla rozmaitosci riemannowskiej z brzegiem i
dla warunkéw brzegowych: relatywnego R i absolutnego A. Wspotczynniki rozwiniecia
asymptotycznego sg fundamentalnym narzedziem teorii spektralnej operatoréow roznicz-
kowych, szczegblnie tych, ktére sg zwigzane z geometrig rozmaitodci. Wspotcezynniki
te odgrywaja wazna role przy badaniu tzw. zwanego problemu odwrotnego geometrii
spektralnej. W zagadnieniu tym chodzi chodzi o rekonstrukcje geometrii na podstawie
informacji pochodzacych z badania spektrow operatorow czy rozwinie¢ asymptotycznych
jader ciepta dla tych operatorow. Te ostatnie, w przypadku rozmaitosci z brzegiem zawie-
raja informacje zar6wno o geometrii rozmaitosci jak i geometrii brzegu. Metoda zastoso-
wana w naszych pracach jest analogiczna do metody pochodzacej z z pracy T. Bransona,
P. B.Gilkeya i Fulinga [13] i zupelnie inna od zastosowanej przeze mnie i B.Qrsteda w
pracy [34] i w odr6znieniu od naszej metody nie obejmuje warunku Dirichleta D.

Na zakonczenie przytoczmy jeszcze kilka rezultatow z geometrii gradientow na roz-
maitosciach sfoliowanych

Rola i wlasnos¢ gradientow na rozmaitosciach riemannowskich narzucaly pytania
dotyczace znaczenia gradientéw do badania innych obiektéw geometrycznych rozmaitosci
sfoliowanych. Okazato sie, ze réwniez i w tych przypadkach zastosowanie gradientéw
prowadzi do interesujacych wynikow.
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Zauwazylismy, ze klasa foliacji SL(q) zdefiniowana i badana przez Ph. Tondeura [49],
w innym niz nasz kontekscie, jest dobra klasa z punktu widzenia teorii gradientow w tym
sensie, ze jest ,zgodna” z operacja obciecia. W dodatku jest dosé¢ obszerna (grupa Liego
SL(q) jest kowymiaru 1 w w pelnej grupie liniowej GL(q)) i wydaje najszersza klasa folia-
cji na ktorej mozna uprawia¢ spojna teori¢ gradientow bez utraty ich podstawowych wta-
snos¢i geometrycznych. We wezesniejszych pracach innych autorow dotyczacych zawezen
naturalnych operatoréw rézniczkowych do foliacji, standardowym zalozeniem (por. np.
prace Alvareza Lopeza i Kordiukowa [4] czy [5]) byta, riemannowskosé foliacji. Zatozenie
to jest - w stosunku do naszego - bardzo silne. A przeciez tezy otrzymane przez nas sg
podobne, jako przyktad niech poshuzy wyprowadzone przez nas wazne twierdzenie: wzor
Weitzenbocka dla foliacji, ktory stosuje sie do form dowolnego stopnia k o wartosciach
w dowolnej wigzce Riemannowskiej z metryka h. Indeks gorny F przy znaku (symbolu)
reprezentujacym oprator oznacza operator stosownie zawezony do lidci foliacji.

Twierdzenie 18. ([9]) Zaldimy, ze (M, g) jest rozmaitosciqg riemannowskq, (E, h)- wig-
zkq riemannowskq nad M i F - SL(q)-foliacjg. Wtedy dla dowolnej formy o € A*TF* ®
B,

Ao = —trace” (Vf)za + 8% (o),
gdzie
p k

>SS (=1Y (R (es, X)) 0) (€0, Xa, o, X5y, X

s=1j=1

nn
iy
2
s
o

I

oraz
R]:(estj) = —V£V§] + V:Z:(Jvi + V.[Z&Xj]’

dla X1,..., X, € TF, i dowolmej (lokalnej bazy ortonormalnej) i dowolnej lolalnej bazy
ortonormalnej (e, . . ., e,) wektoréw stycznych do lisci foliacji.

We wspotpracy z A. Bartoszkiem i J. Kalina dowiedlismy ([9]), Ze na kazdej S L(q)-foli-
acji mozna wskaza¢ szczegblny lokalny uktad wspétrzednych, dogodny ze wzgledu na
geometrie rozmaitosci sfoliowanej. Uktad ten stat sie narzedziem, ktére pozwolito wy-
kaza¢ wiele ciekawych wtasnosci geometrycznych gradientéw, w szczegdlnosci, okazat
sie bardzo uzyteczny w dowodzie ostatniego twierdzenia, waznego z punktu widzenia
geometrii riemnnowskiej i teorii operatorow wzoru Weitzenbdcka.

Rok pdzniej w pracy ([10]) zbadaliémy réwniez gradienty i operator Diraca na S L(q)-foliacji.
Kluczowg obserwacja jest to, ze operatory sprzezone do operatoréw zawezonych do fo-
liacji wyrazaja sie przez caltki po petnej rozmaitosci M, a wyrazania podcatkowe maja
standardowsa forme. Co wiecej, kluczowe dla badania probleméw brzegowch gradientow
rozmaitosci niesfoliowanej i opisane powyzej Twierdzenie [§ zachodzi tu w przypadku
rozmaitosci sfoliowanej w analogicznej wers;ji.

Zatozmy, ze £, i Z“ 5 84 subwigzkami nieredukowalnymi odpowiednio wigzek & i % oraz
vreh e — éﬁ, jest F- gradientem.

Twierdzenie 19. ([10]) dla dowolnych cigé s € &, i u € Sﬁ o no$nikach zwartych

mamy
/<V]:O‘ﬂs,u> :/<s,—7rat7“f;vfbﬁu>.

M M
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Innymi stowy, operator V7% formalnie sprzezony (na M) do gradientu V7P jest
postact.

vF = —r tr,V .

To jest rzutowaniem na wigzke €.

In his paper on elasticity ([51]) H.Weyl used the boundary condition of vanishing
divergence and vanishing tangential part of the v
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