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Zyciorys naukowy

Urodzitem sie 17 marca 1961 roku w miejscowosci Gana w gminie Praszka, w wojewodz-
twie Lodzkim.

Studia na kierunku Matematyka, na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu
t.6dzkiego ukonczytem w 1986 roku.

Stopien doktora nauk matematycznych uzyskatem 28 czerwca 1994 r. na Wydziale Mate-
matyki Fizyki i Chemii Uniwersytetu f.6dzkiego, na podstawie rozprawy pod tytutem
Odwzorowania algebraiczne wieloznaczne a faktoryzacja wielomiandw,

przygotowanej pod kierunkiem prof. dr. hab. Jacka Chadzynskiego z Uniwersytetu f.6dzkiego.
Recenzentami byli:

prof. dr hab. Arkadiusz Ploski z Politechniki Swictokrzyskiej,

prof. dr hab. Tadeusz Winiarski z Uniwersytetu Jagiellonskiego.

Stopien doktora habilitowanego uzyskatem 29 marca 2006 r. na Wydziale Matematyki
Uniwersytetu tf.0dzkiego, na podstawie rozprawy na temat

Lokalne i globalne wlasno$ci odwzorowan i zbiorow analitycznych w kontekscie wyktadnika
Lojasiewicza.

Recenzentami byli:
prof. dr hab. Jacek Chadzynski z Uniwersytet Y.6dzkiego,
prof. dr hab. Tadeusz Mostowski z Uniwersytetu Warszawskiego,
prof. dr hab. Piotr Tworzewski z Uniwersytetu Jagiellonskiego.
Nadanie stopnia zostalo zatwierdzone przez Centralng Komisje do Spraw Stopni i Tytutéw.
Na Uniwersytecie Lédzkim pracuje nieprzerwanie od 15 grudnia 1985 roku. Od 2006 roku

zajmuje stanowisko profesora nadzwyczajnego Uniwersytetu f.6dzkiego w Katedrze Funkcji
Analitycznych i Réwnan Roézniczkowych na Wydziale Matematyki i Informatyki.



Osiagniecia naukowe

Opis osiagnie¢ naukowych rozpoczne od umiejscowienia ich na tle badan innych autoréw.
Najpierw oméwie wyniki przed habilitacja, a nastepnie po habilitacji. Najwazniejsze wyniki
sformutuje w postaci twierdzen (12 przed habilitacja oraz 20 po habilitacji — o numerach
od 13 do 32).

Prace autorskie i wspoétautorskie oznaczam kolejnymi liczbami w nawiasach kwadrato-
wych. Cytowane prace oznaczam poczatkowymi literami z nazwiska lub nazwisk autordw
umieszczonych réwniez w nawiasach kwadratowych.

Badania naukowe sytuuje w geometrii analitycznej i algebraicznej rzeczywistej i zespo-
lonej. Przed habilitacja wiazaly sie one bardziej z geometria zespolona, a po habilitacji —
z geometrig rzeczywista. Wiekszosé z nich skupia sie na wtasnosciach metrycznych zbioréw
i odwzorowan wielomianowych i semialgebraicznych. Motywami przewodnimi tych badan sa
nieréwnosci i wykladniki Y.ojasiewicza dla odwzorowan i zbioréw w otoczeniu punktu, oto-
czeniu nieskonczonosci oraz nieréwnosci globalne.

Nieréwnosci Lojasiewicza pojawity sie pod koniec lat pie¢dziesiatych ubiegtego wieku jako
gléwne narzedzie badawcze w rozwigzaniu problemu dzielenia dystrybucji przez funkcje, po-
stawionego przez wybitnego matematyka francuskiego L. Schwartza (1957), a rozwiazanego
przez szwedzkiego matematyka, laureata Medalu Fieldsa, L. Hormandera [H6] w przypadku
dzielenia dystrybucji przez wielomiany rzeczywiste, oraz przez S. Lojasiewicza [Lo, Y3, L4]),
w ogdlnym przypadku dzielenia dystrybucji przez rzeczywiste funkcje analityczne. Do rozwig-
zania tego problemu Yojasiewicz stworzyl subtelna i trudna teorie zbioréw semianalitycznych.
Teoria ta przyczynita sie do powstania geometrii subanalitycznej uprawianej przez tak wy-
bitnych matematykéw jak: A. M. Gabrielov [Gai], E. Bierstone i P.D. Milman [BM] oraz
laureatéw Medalu Fieldsa, H. Hironake [Hirj, Hirg] i R. Thoma. Nieréwnosci Lojasiewicza
znalazly nietrywialne zastosowania w wielu galeziach matematyki, na przyklad w réwnaniach
rézniczkowych przez L. Simona [Sim], uktadach dynamicznych przez J. Bolte, A. Daniilidi-
sa, O. Ley’a i L. Mazeta [BDLM] i teorii osobliwosci przez K. Kurdyke, T. Mostowskiego
i A. Parusinskiego [KMP]. Wersje iloSciowe tych nieréwnosci, obejmujace szacowanie i wyli-
czanie wyktadnikéw, badane byly przez znanego matematyka francuskiego B. Teissiera [Te].
Odgrywaja one wazna role w rzeczywistej i zespolonej geometrii algebraicznej. Ostatnio duze
zapotrzebowanie na efektywne oszacowania wyktadnikéw Fojasiewicza pojawito sie w teorii
optymalizacji (patrz prace M. Schweighofera [Schws] i piszacego, wspélna z K. Kurdyka [37],
co opisujemy dokladniej w punkcie II. 4. ¢)), a takze w oszacowaniach tzw. globalnych btedéw
w pracy G. Li’ego, B.S. Mordukhovicha, T.S. Phama [LMP].

Przypomnijmy teraz definicje i podstawowe fakty zwiazane z tymi wykladnikami. Przy
rozwigzaniu problemu dzielenia dystrybucji S. Lojasiewicz uzy! nastepujacej, kluczowej réw-
niez w wielu innych zagadnieniach teorii zbioréw semianalitycznych nier6wno$é [Lg, L4]: Dia
zbioréw semianalitycznych i domknietych X, Y C R"™ oraz punktu xog € X NY istniejg oto-
czenie 8 C R™ punktu xg oraz state C,v > 0, Ze

(S) dist(z, X) + dist(x,Y) > Cdist(z, X NY)” dla z € Q,

gdzie dist(x, V) jest odlegloécia punktu x od zbioru V' (dist(x,V) = 1, gdy V = 0)). Warunek
ten, zwany warunkiem separacji reqularnej, spelniaja réwniez zbiory subanalityczne ( [Hirg, ¥4,
Lg]). Najmniejszy wykladnik v w nier6wnosci (S) nazywany jest wykladnikiem Lojasiewicza



zbiorow X, Y w punkcie xg i oznaczany L, (X,Y). Wiadomo, ze L, (X,Y) € Q oraz, ze
nieréwnosé (S) zachodzi dla v = L, (X,Y), pewnej stalej C' > 0 i otoczenia 2 punktu x.
Dotyczy to réwniez nastepnych, przypomnianych nizej, wyktadnikéw Yojasiewicza.

Niech f: (R”, a) — (R,0) bedzie rzeczywista funkcja! analityczng (lub semialgebraiczna
klasy C!) zmiennych x = (x1,...,2,) i niech Vf bedzie gradientem funkcji f, tj. Vf =
(8’9—{1, ce %) : (R™,a) — R"™. Wowczas istnieja stale dodatnie C,e oraz stata ¢ € [0,1)
takie, ze zachodzi nastepujaca nierdwnosé Lojasiewicza z gradientem (por. [Y4] lub [Ls]):

(£1) IVf()] > Clf(x)]* edy |z—al <e.

Kres dolny wykladnikéw o w (L), oznaczany przez o,(f), nazywany jest wyktadnikiem Lo-
jasiewicza w nieréwnosci z gradientem. Nieréwnosé (L) postuzyla Yojasiewiczowi do po-
kazania, ze zbior zer funkcji analitycznej w otoczeniu punktu jest retraktem deformacyjnym
tego otoczenia [Ls]. Jest ona $cile zwiazana z hipoteza gradientowa R. Thoma (patrz [KMP])
i zachodzi ré6wniez dla funkeji holomorficznych f : (C",a) — (C,0), patrz [L-JT]. Znajac osza-
cowanie wykladnika o,(f), mozna oszacowaé¢ wykladnik Lojasiewicza funkcji f i gradientu
funkcji f (patrz [35]).

Jesli F : (R",a) — (R™,0) jest odwzorowaniem analitycznym rzeczywistym lub semial-
gebraicznym ciaglym (okreslonym w pewnym otoczeniu U C R"™ punktu a), to istnieja stale
dodatnie C,n, e takie, ze zachodzi nastepujaca nierdwnosé Lojasiewicza:

(Ls) |F(z)| > Cdist(z, V(F))" jedli |z —a| <e,

gdzie V(F) = {z € U : F(z) = 0}. Kres dolny wykladnikéw 1 w nieréwnosci (Lg2) na-
zywany jest wyktadnikiem fLojasiewicza odwzorowania F' w punkcie a i oznaczany przez
Lq(F). Wykladnik L£,(F) jest istotnym niezmiennikiem i narzedziem w teorii osobliwo-
$ci; zwigzany jest on miedzy innymi z wykladnikiem Noethera, krotnoscig odwzorowania

i liczba Milnora; znalazl tez trwale miejsce w réwnaniach rézniczkowych (patrz na przyklad
[AK;,AKs, B, BR, Cys, Gag, Gw, Koy, Koz, Koz, Kui, Kuoy, Kuog, KMP,KP,L-JT, Pls, Te, 19]).

Wyktadnikiem Eojasiewicza w nieskoriczonosci odwzorowania F' : R® — R™, oznaczanym
symbolem L. (F'), nazywany jest kres gérny wykladnikéw n € R spelniajacych nastepujaca
nierownosé¢ Lojasiewicza w nieskornczonosci:

|F(x)] > Clz|? dla |z| > R dla pewnych stalych C > 01 R > 0.

Jesli F jest ciaglym odwzorowaniem semialgebraicznym, to Lo (F') € QU{—o00} oraz Lo (F) >
—oo wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér F~1(0) jest zwarty. Wyktadnik ten w przypadku zespolo-
nym, byl rozwazany przez wielu autoréw w kontekscie efektywnego Nullstellensatz, w przy-
padku rzeczywistym i zespolonym do badania wlasciwosci odwzorowan i zbioru punktdw
bifurkacyjnych wielomianu (patrz na przyklad [Brow, Ch, CK3, CK5, CK7, Cys, CyKT, Ha, J4,
J5,JK1,JKS,Ko1,Ko9,Ko3,Pag, P1;,Sk, Shif, Loy, Log, Te, 18,19,26,28]). Najglebszym wynikiem
w tym kierunku jest nier6wnosé Chadzynskiego—Kolldra (patrz [Ch,Ko;,Koa,Kos, CyKT,J5]):

Dla dowolnego odwzorowania wielomianowego F = (f1,..., fm) : C* — C™ takiego, ¢
#F~1(0) < oo, zachodzi

(1) Loo(F) > dy — B(n;dy, ..., dp),

"Przez F : (R",a) — (R™,b), gdzie a € R™, b € R™, oznaczamy odwzorowanie okreslone w pewnym
otoczeniu U C R" punktu a o wartosciach w R™ takie, ze F(a) = b.
24 A oznacza ilogé elementéw zbioru A.



gdzie dj = deg f; dla j=1,...,m, dy > --- > dp, >0 oraz

dy--dpm iedli m < 1,
B(n;dl,...,dm):{ 1 jeslim < n

dy---dp—1dy  jesli m > n.

Centralne miejsce w moich badaniach naukowych zajmuja poszukiwania metod iloscio-
wych i efektywnych dotyczacych wyliczania wykladnikéw Lojasiewicza (prace [11-13,15, 16,
18,19, 23] przed habilitacja oraz [26, 27, 30, 39, 45, 47, 48] po habilitacji), szacowania tych
wyktadnikéw (prace [35,38] po habilitacji) oraz zastosowania ich do klasyfikacji osobliwosci
i charakteryzacji punktéw bifurkacyjnych wielomianéw (prace [28,29,40] po habilitacji). Za
najwazniejsze wyniki dorobku naukowego uwazam zastosowanie wykladnika Y.ojasiewicza do
minimalizacji wielomianéw na zbiorach semialgebraicznych (praca [37] oraz prace [33,36] po
habilitacji).

Osiggniecia przed habilitacja

Przed habilitacja badania prowadzitem w zakresie geometrii algebraicznej i analitycznej
zespolonej. Mozna je podzieli¢ na nastepujace grupy tematyczne:

1. Wykladnik Lojasiewicza
2. Faktoryzacja wielomianéw

3. Automorfizmy i hipoteza jakobianowa

1. Wyktladnik Lojasiewicza. ( [8,11,13,18,21,23] oraz [12,15,16,19] wchodzace w sklad roz-
prawy habilitacyjnej). Prace te leza w kregu badan nad wykladnikiem Lojasiewicza w punkcie
odwzorowan holomorficznych i subanalitycznych oraz nad wyktadnikiem t.ojasiewicza w nie-
skoniczonosci odwzorowan wielomianowych.

a) Wyktadnik Lojasiewicza w punkcie. W pracy [12] sprowadzono badania wyklad-
nika Lojasiewicza i krotnosci dla odwzorowan holomorficznych f = (fi,..., fm) : (C*,0) —
(C™,0), gdzie m > n, o izolowanym zerze w punkcie 0 € C", do dobrze zbadanego przy-
padku, gdy m = n. Przez io(f) oznaczamy krotnos¢ odwzorowania f w punkcie 0 € C",
tj., krotnosé przeciecia niewlasciwego wykresu funkcji f i przestrzeni C" x {0} w punkcie
(0,0) w sensie R. Achillesa, P. Tworzewskiego i T. Winiarskiego [ATW] lub inaczej krotnosé
Hilberta-Samuela idealu wyznaczonego przez wspélrzedne F'. Jesli m = n, to io(f) jest ko-
wymiarem ideatu (f1, ..., fn)O, gdzie O jest pierscieniem kietkéw funkcji holomorficznych w
punkcie 0 € C". Dla odwzorowania holomorficznego f o izolowanym zerze w zerze, mamy

Twierdzenie 1 ( [12], Theorems 1.1 i 1.2). Dla generycznego® odwzorowania liniowego
L:C™— C" zachodzi Lo (f) = Lo(Lo f) orazio(f) =1io(Lo f).

Po habilitacji zostalo ono przeniesione, w zakresie wykladnika Ly (f), na przypadek rze-
czywisty w pracy [30] i zastosowane w pracy [38]. Twierdzenie 1 pozwala przenie$¢ wiele wia-
snosci wykltadnika Y.ojasiewicza 1 krotnosci na przypadek m > n, na przykiad:
kn < Lo (f) < Z()(f) + k,, — ?:1 k;, gdzie kj = OI‘dfj, k1 <...<k,, ( [Ch] dlam =n = 2,
[Pl4] dla m = n). Sprowadza réwniez badania krotnosci i wykladnika Lojasiewicza odwzoro-
wan holomorficznych do przypadku odwzorowan wielomianowych, bowiem mamy

3to znaczy z kazdego poza ewentualnie wlasciwym podzbiorem algebraicznym danego zbioru.



Twierdzenie 2 ( [Ply] dla m =n, [12] dla m > n) Jesli g : C* — C™ jest odwzorowaniem
wielomianowym takim, Ze ord (f —g) > Lo (f), to Lo (f) = Lo (g) orazio(f) = io(g).

W erracie [12a] do pracy [12], usunieto blad w sformulowaniu [12, Proposition 1.2].

W pracy [19] rozwiazano problem osiggania wykladnika F.ojasiewicza na krzywej ana-
litycznej. Wiaze si¢ to z nastepujacym twierdzeniem udowodnionym, przy pomocy lematu
o wyborze krzywej, przez J. Bochnaka i J.J. Rislera [BR]: Jesli X, Y C R™ sq domkniety-
mi zbiorami subanalitycznymi, to dla kazdego wzglednie zwartego otoczenia 2 C R™ punktu
xg € X NY, liczba

Lo (X,Y) :=inf{r € R: 3os0 Vaeq dist(z, X) +dist(x,Y) > Cdist(z, X NY)"}

jest wymierna.

Wiadomo, ze Ly, (X,Y) =inf{ Lo (X,Y) : 2 — wzglednie zwarte otoczenie punktu xo}. Jesli
zo & Int X NY, to z lematu o wyborze krzywej wynika, ze dla kazdego wzglednie zwartego
otoczenia € punktu zg, wyktadnik Lo (X,Y) jest osiagniety na pewnej krzywej analitycznej
v :[0,7) — Q takiej, ze ¢((0,7)) C 2\ (X NY) oraz ¢(0) € X NY, to znaczy zachodzi

(2) dist((t), X) + dist(o(t), V) < C"dist(p(t), X N V) dla ¢t €[0,r),

gdzie v = L (X,Y) oraz C’ > 0 jest pewng stala. Problem osiggania wykladnika F.ojasiewi-
cza wiaze si¢ z pytaniem: czy istnieje krzywa ¢ spelniajaca (2) o poczgthu ¢(0) = z¢? Odpo-
wiedZ na to pytanie jest negatywna, co wykazano w [19, Example 2.5]. Fakt ten byl gléwna
bariera w pokazaniu, ze L, (X,Y) € Q. Trudnos¢ te udato si¢ pokonaé w pracy [19] dzigki za-
stosowaniu stratyfikacji lipschitzowskich wprowadzonych przez T. Mostowskiego [Mos], ktére
zapewniaja lokalna bi-lipschitzowska trywializacje zbioréw subanalitycznych (co udowodnit
A. Parusinski [Pa;]). Mianowicie udowodniono

Twierdzenie 3 ( [19], Theorems 1.3, 1.4) Niech X,Y C R"™ bedg domknietymi zbiorami sub-
analitycznymi oraz xg € X NY.

(i) Wowczas Ly, (X,Y) € Q oraz nieréwnos¢ (S) zachodzi dla v = Ly, (X,Y), pewnego
otoczenia ) punktu xg oraz C > 0.

(i) Jesli o € It X NY, to Ly, (X,Y) jest osiggniety na krzywej analitycznej, tzn. (2)
zachodzi dla v = Lg, (X,Y).

Dowéd twierdzenia 3 przeprowadzono w nieco ogdlniejszej sytuacji (patrz [19, Theorem 1.5]).
Mianowicie, dla trzech domknietych zbioréw subanalitycznych X, Y, Z takich, ze X NY C Z
oraz punktu xg € X NY pokazano, ze najmniejszy wyktadnik v € R spelniajacy nieréwnosé

dist(z,Y) > Cdist(x, Z2)” dla reQnX

dla pewnych C' > 0 i otoczenia 2 punktu zg, jest liczba wymierna oraz (przy zalozeniu,
ze o ¢Int X N'Y) wykladnik ten jest osiagniety na krzywej analitycznej. Ten najmniejszy
wykladnik oznaczamy L, (X;Y,Z). Stratyfikacja Lipschitzowska X UY U Z = J,ca Sa
zachowuje wyktadnik Fojasiewicza, tzn. funkcja X NY > z — L, (X;Y,Z) jest stala na
kazdym placie S, C X NY ( [19, Corollary 2.6]), w szczegélnosci zbior { L, (X;Y,Z) 1 x €



X NY} jest skonczony (patrz [19, Corollary 2.7]). Gléwna przyczyna rozwazania wykladnika
Ly, (XY, Z) zamiast Ly, (X,Y) byla nastepujaca obserwacja ( [19, Corollary 3.1]):

Jesli X C R™ jest domknietym zbiorem subanalitycznym, to dla kazdego odwzorowania
subanalitycznego f : (X, z9) — (R™,0),

Lag (f) = Lae0) (T(); X x {0}, V xR™),

gdzie T(f) jest wykresem odwzorowania f i V = f~1(0).

7 powyzszego wynika, ze dla ciaglego odwzorowania semialgebraicznego f : X — R™,
gdzie X C R™ jest zbiorem domknietym, istnieje uniwersalny wykladnik £ (f) € Q taki, ze
dla v = L (f), nier6wnosé¢ Lojasiewicza |f(x)| > C dist(x, V)" zachodzi w otoczeniu kazdego
punktu zbioru V. Pozwala to przeniesé nieréwnosé S. Ji, J. Kollara i B. Shiffmana [JKS] na
przypadek odwzorowan semialgebraicznych ( [19, Theorem 3.5]):

(JKS) 1F(@)|(Q+|z)! = Cdist(z, V)£ w X

dla pewnych [ € N oraz C' > 0. Nieréwnosé¢ (JKS) i wyktadnik £, (f) przenosza sie¢ réwniez
na przypadek dwéch odwzorowan ( [L-JT], [19, Corollary 4.1, Theorem 4.5]).

b) Wykladnik Eojasiewicza w nieskonczonosci. Niech f = (fi,...,fm) : C" —
C™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym. W pracy [21] pokazano, ze badanie widkien
odwzorowania f i wykladnika £ (f) mozna sprowadzi¢ do przypadku zbadanego, gdy m = n
( [Ch,Pl3]), mianowicie pokazano, ze

Twierdzenie 4 ( [21], Theorem 1, Corollary 1) Jesli m > n > 1, to istnieje odwzorowanie
wielomianowe g : C* — C" takie, ze f~1(0) jest suma pewnych skladowych nierozkladal-
nych wiékna g=1(0). Jesli dodatkowo f~1(0) jest zbiorem skoriczonym, to zbiér g=*(0) jest
skoriczony i Loo(f) = Loo(g)-

Twierdzenie to zostalo wykorzystane w pracy [CyKT| do sprowadzenia dowodu nieréw-
nosci typu Chadzynskiego-Kollara (1) do przypadku odwzorowan wielomianowych, ktérych
wymiary dziedziny i przeciwdziedziny sa réwne.

W pracy [16] kontynuowano badania z [21] i podobnie jak w [12], sprowadzono badanie
wyktadnika L (f) odwzorowania wielomianowego f : C* — C™, m > n, do przypadku, gdy
m = n, przez skladanie f z odwzorowaniami liniowymi (patrz [16, Theorem 2.1]).

Wykladnik Lo (f) charakteryzuje wlasciwosé odwzorowania wielomianowego f (patrz
[Ch, P13]), to znaczy odwzorowanie f jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy Loo(f) > 0.
Opierajac sie na tej wlasnosci, w pracy [11] wspélnej z T. Rodakiem pokazano:

Twierdzenie 5 ( [11]) KaZde odwzorowanie wielomianowe f: C" — C™ domkniete w topo-
logii Zariskiego jest wla$ciwe.

W pracy [13], wspélnej z T. Krasinskim, uogélniono powyzsze twierdzenie na przypa-
dek odwzorowan regularnych zespolonych. Wyniki te uogélnit Z. Jelonek [J2] na przypadek
dowolnych cial algebraicznie domknietych.



W badania punktéw bifurkacyjnych? wielomianu f : C* — C, wpisuja sie, nastepujace
globalne wersje nier6wnosci Bochnaka i Y.ojasiewicza [BE] i nieréwnosci z gradientem, uzy-
skane w pracy [15] oraz pracy [18] wspdlnej z J. Gwozdziewiczem:

Twierdzenie 6 ( [15], Theorem 1 i [18], Theorem 3.1) Istniejq stale C, R,e > 0 takie, Ze

Dla wielomianu dwéch zmiennych f : C? — C udowodniono odpowiednik globalny nie-
réwnosci Lojasiewicza z gradientem [f4) (patrz [15, Corollary 4] i [18, Theorem 7.5)):

Jesli d = deg f > 0, to istniejg state C, R, e > 0 takie, ze
£ (2)
|f(2)

W przypadku wielowymiarowym powyzsze nieréwnoéci zachodza przy dodatkowym zalozeniu,

>R = [Vf(2)| = C|f(z)|" @V,
=

|
< e = |VF(2)|=Clf(2) @V

ze wielomian f spelniania tak zwany warunek Fedorjuka.

Zbiér punktow bifurkacyjnych w nieskonczonosci wielomianu f oznaczamy B (f). Bada-
nia tego zbioru mozna znalezé na przyklad w [CKg], [GwP], [Hal, [Pas], [Ve]. Z powyzszych
nier6wnosci wynika znany fakt, ze zbidr Boo(f) jest skonczony oraz

Twierdzenie 7 ( [18], Corollary 6.1, por. [CK4, GwP,Ha, 15]) Jesli d = deg f > 2, to

3) NEBalf) & Lol ~AV) <7

J. Chadzyniski i T. Krasifiski [CK4] pokazali, ze oszacowania Loo(f — A, grad f) < —515
w (3) nie mozna poprawi¢. W pracy [18] bardzo przydatne bylo ponizsze twierdzenie typu
Charzynskiego, Koztowskiego oraz Smale’a, ktére jest konsekwencjg twierdzenia Koebe’go o
pokryciu (por. [23] i [CK4, Proposition 2.3]).

Twierdzenie 8 ( [18], Theorem 2.1) Niech P : C — C bedzie wielomianem stopnia d > 1,
V1, 0q € C oraz &1, ..., 4-1 € C odpowiednio wszystkimi pierwiastkami P oraz pochodnej
P'. Wéwczas

in |P < 4mi  — @il [P (¢:)])-
(Jain P(8k)] < Ig;?(!soz @il P (wi)l)

W pracy [23], w oparciu o twierdzenie 8, podano nowe elementarne dowody znanych
wzoréw T. C. Kuo i Y. C. Lu [KLu] na wykltadnik Lojasiewicza gradientu funkcji holomor-
ficznej w zerze oraz wzoru H. V. Ha [Ha] na wykladnik Lojasiewicza gradientu wielomianu
w nieskonczonosci.

Praca [8], wspélna z T. Krasifskim, po$wiecona jest poréwnaniu zbioréw zespolonych
i rzeczywistych punktéw bifurkacyjnych wielomianu f : R? — R.

4Méwimy, ze punkt X € C jest typowy w nieskoriczonosci dla funkcji f : C* — C, gdy istnieje otoczenie
U C C punktu A i zbiér zwarty K C C™ taki, ze f : f~1(U) \ K — U jest trywialna wiazka klasy C°.
W przeciwnym razie, punkt A nazywamy bifurkacyjnym w nieskonczonosci. Analogicznie definiuje si¢ punkty
bifurkacyjne w nieskonczonosci funkcji rzeczywistych.



2. Faktoryzacja wielomianéw. ( [1,5,7,9,10,17]). Prace te poSwiecone sa zagadnieniom
rozktadalnosci wielomianéw oraz przedstawialnosci ich w ”prostszej” postaci. Podobne bada-
nia mozna znalez¢ w pracach [BY, Cyy, Fur,Nett, Pl5, Plg, Sa] oraz w monografii [Schin].

W pracy [5] przedstawiono opis odwzorowan algebraicznych wieloznacznych, to znaczy
zbioréw kietkow odwzorowan analitycznych powigzanych relacja przedtuzenia wzdluz krzy-
wych, ktérych wspélrzedne spelniaja réwnania algebraiczne. Wyniki te postuzyty do skon-
struowania w [7] ciala funkcji Nasha i pokazania, ze jest to algebraiczne domkniecie ciata
funkcji wymiernych wielu zmiennych. Gléwng trudnoscig bylo tam okreslenie filtracji prze-
strzeni C" rodzing obszaréw jednosp6jnych Qp C C", indeksowanych wielomianami P € C|x],
x = (x1, ..., xy) takich, ze P(z) # 0 dla z € Qp oraz zamknietg ze wzgledu na przeciecie, tzn.
Qpg = 2pNQg. W [7] podano réwniez warunki nierozkladalnosci wielomianéw o wspélezyn-
nikach w ciele funkcji Nasha. Badania te byly kontynuowane w pracy [32] po habilitacji.

Prace [9] i [10], wspélne z M. Frontczak i P. Skibinskim, dotycza twierdzen typu Bertiniego-
Krulla o rozkladalnosci wielomianu (patrz [Cyy, Fur, P15, Sa,Schin]). Niech R bedzie pierscie-
niem funkeji holomorficznych w pewnym obszarze G C C™ lub R = K[A], A = (A1, ..., Am),
gdzie K jest cialem algebraicznie domknigtym charakterystyki zero. Gléwne wyniki pra-
cy [10] dotycza warunkéw na to aby wielomian F' € R[z| mozna bylo przedstawi¢ w po-
staci h(\, Q(A\, x)), gdzie h € R[z], Q € R[z] oraz deg @ < deg P. Warunkiem takim jest
na przyktad: rozkladalno$é wielomianu P(\, z) — 7 € C[x] przy ustalonych parametrach A, 7
( [10, Theorem 1, Corollary 6], patrz tez [Cy, Fur, Pl5, Schin]). Kontynuacja [10] jest publi-
kacja [9] dotyczaca twierdzenia Salomona o oszacowaniu wymiaru przestrzeni rozpietej na
wspolezynnikach czynnikéw rozkladu wielomianu. Gléwny rezultat pracy [9] mozna zapisaé
nastepujaco:

Twierdzenie 9 ( [9], Theorem 2) Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym oraz A =
(A, ey Am), @ = (21, ..., Tp) beda ukladami zmiennych. Jesli wielomian F € K[\, z] jest nie-
rozktadalny nad K(X), to ilos¢ liniowo niezaleznych nad K wspdlczynnikéow kazdego nieroz-
kladalnego czynnika wielomianu F nad domknieciem rozdzielczym ciala K(X\) nie przekracza
tlosci punktow o wspotrzednych catkowitych wielo$cianu Newtona wielomianu F'.

W przypadku m = 1 wynik ten daje twierdzeniem Salomona (patrz [Sa,Schin]).

Praca [17], wspélna z A. Nowickim, poswigcona jest rozkladowi wielomianu na tak zwane
czedcei urojone. Mianowicie, niech L = k[{] bedzie skoniczonym rozszerzeniem ciata k charak-
terystyki zero i niech ¢(t) = ™ — ap,—1t™ ! — -+ — ag bedzie wielomianem minimalnym dla
. Rozkladem urojonym wielomianu f € L[z] zmiennej z nazywamy rozklad na sume:

fleo+&x1+---+ §m71wm_1) =up+&ur+ -+ fmflum_l,

gdzie ug, ..., um—1 € klz|, z = (20, ..., tm—1). Ciag u = (ug, ..., Uym—1) Nazywamy ciagiem czesci
urojonych wielomianu f. Gléwnym wynikiem pracy jest

Twierdzenie 10 ( [17], Theorem 3.8) Cigg u = (ug, ..., Um—1) jest ciggiem czesci urojonych
pewnego wielomianu f € L[z] wtedy i tylko wtedy, gdy u spelnia nastepujgce uogdlnienie
warunkow Cauchy-Riemanna:
ou  Ou
(91?1' - 6331'_1’

gdzie w = (g, ..., Um—1) jest okreslone wzorem W; = a;jupm—1 + ui—1, przy czym u_q = 0.




Ponadto pokazano, ze czesci urojone wielomianu f sa wzglednie pierwsze w k[x] oraz podano
ich zastosowanie do teorii liczb w przypadku m = 2.

W pracy [1] podano nowy elementarny dowdd nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 11 ( [1]) Niech F' = (F1,....,F,) : K" — K" bedzie odwzorowaniem wielo-
mianowym jednorodnym, gdzie K jest ciatem charakterystyki zero. Jesli odwzorowanie F ma
nietrywialne zero, to jego jakobian naleZy do ideatu wyznaczonego przez Fi, ..., F,.

Twierdzenie to jest znane z ksiazki E. Netto [Nett, p. 142], jednak jego dowdd nie spelniat
obecnych wymogéw precyzji. Ma ono duze znaczenie w oszacowaniu wykladnika Noethera
(patrz [Plg]). Zachodzi ono réwniez dla odwzorowan holomorficznych (patrz [BY]).

Do grupy tej mozna tez zaliczy¢ cze$é wynikéw pracy [14]. Ze wzgledu na zwiazki z
automorfizmami zostala ona zaliczona do grupy 3.

3. Automorfizmy i hipoteza jakobianowa. ( [2-4,14,24]). Prace te leza w kregu badan
nad hipotezg jakobianowa méwiagca, ze odwzorowanie wielomianowe F' : C"* — C" o jakobianie
J(F) stalym r6znym od zera jest automorfizmem pierscienia C[z], © = (21, ..., 2, ). Hipotezie
tej poSwieconych jest wiele prac, na przyktad [BCW, CCS, Dr, E, Ka, Ru, RW, St, Wr].

Gléwne twierdzenie pracy [2] méwi, ze sktadanie operatoréw Whitneya

Wi(M)=J(M,Fy,...,Fi_\,Fii1,..,F,), MecCz], i=1,..,n,

jest przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy J(F') = const. Wynik ten jest uogélnieniem gltéwne-
go wyniku Z. Charzynskiego, J. Chadzynskiego i P. Skibinskiego z pracy [CCS]. Operatory
W; postuzyly w pracy [4] wspdlnej z T. Krasinskim, do podania kryterium na to aby odwzoro-
wanie wielomianowe bylo automorfizmem pierscienia C[z]. Kryterium to jest przeniesieniem
dwuwymiarowego wyniku Y. Steina [St] ma przypadek wielowymiarowy.

Gléwnym rezultatem pracy [14] wspélnej z T. Krasinskim jest

Twierdzenie 12 ( [14], Theorem 3) Dla kazdego otwartego odwzorowania wielomianowego
F:C" - C™, gdzie m > 3, istnieje nieosobliwa liniowa zamiana zmiennych o« : C™ — C™
taka, Ze kazda wspolrzedna odwzorowania a o F' jest calkowicie prymitywna, tzn. kazde jej
widkno jest nierozkladalne.

Rezultat ten jest uogdlnieniem wielowymiarowym wyniku Kalimana [Ka] dla m = n = 2,
gdzie zaklada sie¢ dodatkowo J(F') = 1. Metoda dowodu twierdzenia 12 nie obejmuje przy-
padku dwuwymiarowego.

Wiadomo, ze kazdy C-automorfizm pierécienia Clz,y] jest zlozeniem skonczonej ilosci
automorfizméw liniowych i tréjkatnych. W 2003 r., I. P. Shestakov i U. U. Umirbaev
[ShU] udowodnili, ze automorfizm Nagaty [Na] pierécienia C[z,y, 2] nie spelnia powyzszej
wlasnosci. W pracy [24] (i [20] opublikowanej po habilitacji) pokazano, ze automorfizm Nagaty
rozwazany jako automorfizm pierscienia K|z, y, z, w], gdzie K jest dowolnym pierécieniem z
jedynka, jest ztozeniem skonczonej ilosci automorfizméw tréjkatnych. Wynik ten w 1989 r.
uzyskata M. K. Smith [Sm| przy zalozeniu, ze K jest pierscieniem charakterystyki zero.
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Osiggniecia po habilitacji

Badania naukowe po habilitacji mieszcza si¢ w geometrii algebraicznej i analitycznej rze-
czywistej 1 zespolonej. Ostatnio skupiajg sie one na rzeczywistej geometrii algebraicznej.
Mozna je podzieli¢ na nastepujace grupy tematyczne:

. Efektywne metody obliczania wykladnika Y.ojasiewicza
. Efektywne metody szacowania wykladnika Y.ojasiewicza
. Typy topologiczne odwzorowan

. Sumy kwadratéw i optymalizacja

O R W N

. Ciala rzeczywiste

Wazne miejsce w moich badaniach naukowych zajmuja poszukiwania metod iloSciowych
i efektywnych dotyczacych wyliczania wykladnikéw Fojasiewicza (prace [26,27,30,39,45,47,
48]). W pracach [26,27,30,39] uzywamy metody geometrii algebraicznej i analitycznej oraz
metody teorii przecie¢ niewlasciwych. Prace [45,47,48] maja charakter przegladowy.

Wiéréd osiagnieé po habilitacji, taczacych sie z wyktadnikiem Yojasiewicza, istotne miejsce
zajmuja jego zastosowania do klasyfikacji osobliwosci (prace [28,29,40]): zwiazki wykladni-
ka Yojasiewicza gradientu wielomianu przy jego poziomicy z trywializacja tego wielomianu
w otoczeniu tej poziomicy [28]; wplyw wykladnika Lojasiewicza w nieskonczonosci funkcji Ra-
biera rézniczki odwzorowania na izotopijnosé odwzorowan w otoczeniu nieskoniczonosci [29];
wplyw wykladnika Lojasiewicza gradientu funkcji o nieizolowanej osobliwosci na skoniczong
determinowalno$é¢ dzetu tej funkcji [40]. W powyzszych pracach istotna role odegralty metody
geometrii rézniczkowej, réwnan rézniczkowych w zakresie wlasnoéci potokéow pdl wektoro-
wych, algebry obliczeniowej i geometrii algebraicznej, w tym stratyfikacji lipschitzowskich
i zbioréw punktéw niewladciwosci odwzorowan.

Za najwazniejsze wyniki po habilitacji uwazam zastosowanie wyktadnika Fojasiewicza
do minimalizacji wielomianu na zbiorze semialgebraicznym zwartym oraz podanie metody
przyblizonego wyznaczania punktow krytycznych wielomianu na zbiorze semialgebraicznym
wypuklym (praca [37], przy wykorzystaniu prac [35,38] o oszacowaniu wyktadnikéw Lojasie-
wicza). Z tymi problemami wiaza sie réwniez prace [33] o wplywie punktéw bifurkacyjnych
wielomianu f na stabilnogé algebr wielomianéw ograniczonych na zbiorach f~!((—o0,a]);
efektywna wersja twierdzenia M. Putinara i F.-H. Vasilescu [PVa] (praca [36]) oraz pra-
ce [31,34] o rozszerzaniu odwzorowan regularnych do odwzorowan wielomianowych z zacho-
waniem wykltadnika Y.ojasiewicza i rozszerzaniu do sum kwadratéw wielomianéw. Do uzy-
skania powyzszych wynikow zastosowano metody réwnan rézniczkowych w zakresie potokdw
pdél gradientowych [KMP] (w [35]), geometrii rézniczkowej, geometrii algebraicznej i semial-
gebraicznej oraz analizy wypuklej.

Na koniec autoreferatu przedstawimy uniwersalny geometryczny model ciata rzeczywiscie
domknietego, w szczegdlnosci podamy pewna charakteryzacje cial archimedesowych w ter-
minach tego modelu [32]. Pozwala on na interpretacje rézniczkowan w ciatach rzeczywistych.
W powyzszej pracy uzyto metody geometrii semialgebraicznej w zakresie cial rzeczywistych,
w tym wyniki A. Tarskiego [Tal, Ta2].
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1. Efektywne metody obliczania wykladnika Y.ojasiewicza. Ten nurt badan po-
$wiecony jest poszukiwaniu efektywnych metod obliczania wyktadnika Y.ojasiewicza odwzo-
rowan holomorficznych w izolowanym zerze i odwzorowan wielomianowych w nieskonczono-
Sci. Jest to kontynuacja badan zapoczatkowanych przez J. Chadzynskiego i T. Krasinskie-
g0 [CKl, CKQ, CKg, CK4, CK5, CKG, CK77 CKg} .

a) Wykladnik Lojasiewicza w punkcie. Temu tematowi poswigcone sa prace [27],
wspélna z T. Rodakiem i [39], wspdlna z T. Rodakiem i A. Rézyckim, oraz cze$ciowo prace
[30,35], ktére oméwimy dalej.

W pracy [27] podajemy efektywny wzor na wykladnik L.ojasiewicza odwzorowania wielo-
mianowego F' : C" — C™, m > n, o izolowanym zerze w punkcie 0 € C". Wezmy odwzoro-
wania

Hp(z) = L(F(2),M(2)) + (2.

2 )
(I)Q(L7M7N7Z) - (LanNaHL7M(Z>7N(Z) ’

d
Zn y

gdzie d = degF oraz M € L(n,q), L € L(m + ¢q,n), N € L(n,1), ¢ € {0,...,n}, a
L(m,n) oznacza zbiér wszystkich odwzorowan liniowych C™ — C". Wykorzystujac meto-
dy algebry obliczeniowej i geometrii algebraiczne mozemy efektywnie wyliczy¢ wielomian
P, e C[L, M, N,y,t] postaci

p
Pq(L7M7N7y7t) = ZPq7j(L7M7N)y)tj7
j=0

taki, ze P,, # 0, opisujacy zbiér wartosSci odwzorowania ®,, gdzie w powyzszym wzorze
L, M, N oznaczaja odpowiednie macierze zmiennych. Gléwnym wynikiem pracy [27] jest

Twierdzenie 13 ( [27], Theorem 7) Niech F(0) = 0 i niech V = F~1(0). Wéwczas istnieje
r, 0 <r <p takie, Ze ord Py ;j >0 dlaj=0,...,r oraz ord ,FPy,+1 = 0. Polézmy

1. Jesli dimyV > g+ 1, to 1/A'(P;) > d™ + 1.

2. Jesli dimgV < ¢+ 1, to Lo(F,M) =1/A'(P;) < d™ + 1.

Jest to uogdlnienie wyniku A. Ploskiego [Pl4] dla odwzorowan o izolowanych zerach w ze-
rze takich, ze m = n oraz J. Chadzynskiego i T, Krasinskiego [CKy] dla n = m = 2.
Z powyzszego twierdzenia wynika réwniez (patrz [27, Corolary 8]), ze

dimg V = min {q: 1/A"(P)) < d" + 1},

tj. otrzymujemy efektywny wzor na wymiar kietka zbioru algebraicznego w zerze.

Praca [39] poswiecona jest badaniu wlasnosci wykladnika Lojasiewicza deformacji danego
odwzorowania holomorficznego. Pokazujemy w niej, ze dla deformacji ( fs)ses funkeji f istnieje
stratyfikacja zbioru parametréw S taka, ze funkcja s — Lo(fs) jest stala na platach tej
stratyfikacji. Przy oznaczeniach twierdzenia 13 otrzymujemy nastepujacy efektywny wzér na
krotnosé ig(F') odwzorowania wielomianowego F' w izolowanym zerze.
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Twierdzenie 14 ( [39], Theorem 4) Jesli odwzorowanie F' ma izolowane zero w zerze, to
ZU(F) = mln{] S Z . OrdyPO,j = 0}

b) Wykitadnik Lojasiewicza w nieskoniczonosci. Wykladnikowi temu po$wiecone sa
prace [26], wspdlna z T. Rodakiem i [30], wspdlna z A. Szlachcinska, oraz czesciowo prace
[28,29,35], ktére omdéwimy dalej.

W pracy [26] podajemy efektywna procedure wyliczania wykladnika Lojasiewicza odwzo-
rowania wielomianowego w nieskoniczonosci. Podajemy najpierw wzér na ten wyktadnik dla
odwzorowan wilasciwych [26, Theorem 2| (w podobnych terminach jak w pracy [27]), a na-
stepnie stosujac nieréwnos¢ Chadzynskiego-Kollara (1), sprowadzamy liczenie wyktadnika dla
dowolnych odwzorowan, do przypadku odwzorowan wtasciwych.

W dowodach twierdzen 13 i [26, Theorem 2] uzyto metody obliczania wykladnika F.ojasie-
wicza w punkcie i w nieskoficzonosci odwzorowania nadokreslonego, tj. C* — C™, gdy m > n,
przez sprowadzenie do przypadku, gdy m = n, w wyniku zlozenia tego odwzorowania z gene-
rycznym odwzorowaniem liniowym C” — C™ (na podstawie prac [12,16] uzyskanych przed
habilitacja). Metode te uogdlniono na przypadek odwzorowan rzeczywistych w pracy [30].

2. Efektywne metody szacowania wykladnika Y.ojasiewicza. Poszukiwania osza-
cowan wyktadnikéw lojasiewicza w punkcie i w nieskonczonosci tacza si¢ z problemami
klasyfikacji osobliwoéci lokalnych i globalnych oraz z problemami optymalizacyjnymi, kto-
re opisujemy dalej. W pracach [35], wspélnej z K. Kurdyka i [38], wspélnej z K. Kurdyka
i A. Szlachcinska, uzyskujemy efektywne oszacowania tych wyktadnikéw dla odwzorowan wie-
lomianowych, regularnych i semialgebraicznych. W szczegélnosci podajemy uogoélnienie nie-
réwnosci Chadzynskiego-Kollara (1). Podajemy tez oszacowania wyktadnika Y.ojasiewicza dla
lokalnej i globalnej separacji regularnej zbioréw algebraicznych i semialgebraicznych. Punk-
tem wyjscia jest efektywne oszacowanie D. D’Acunto i K. Kurdyki [AK;, AKs] i niezaleznie
A. Gabrielova [Gag], wykladnika Fojasiewicza w nieréwnosci z gradientem dla wielomianéw.
W przypadku odwzorowan o izolowanym zerze efektywne oszacowanie w tym zakresie podat
J. Gwozdziewicz [Gw] oraz J. Kollar [Kog].

a) Nieréwno$é Lojasiewicza z gradientem. W przypadku funkcji analitycznej
f:(R"a) — (R,0) o izolowanym zerze w punkcie a, J. Gwozdziewicz [Gw]| (por. [Te| dla
funkcji zespolonych oraz [Ph;] dla funkcji subanalitycznych) udowodnil, ze zachodza nastepu-
jace zwiazki wykladnika Lojasiewicza w nieréwnosci z gradientem g,(f) oraz wykladnikami
Lojasiewicza L,(f) funkcji f i jej gradientu V f:

_ 1
_1_Qa(f)

Ten wynik nie jest prawdziwy w ogdlnym przypadku, nawet gdy zatozymy, ze f ma izolowana

(G1) La(f) = L (Vf)+1.

osobliwo$¢ w punkcie a.

W pracy [35] bez zadnych zalozen o zbiorze zer funkcji f pokazujemy, ze zachodzi nie-
réwnosé (patrz [35, Corollary 1])

(4) La(f) <



Jesli dodatkowo f ma izolowana osobliwo$¢é w punkcie a, to (patrz [35, Corollary 3])

1
(5) 1- Qa(f)

Z (G1) widaé, ze oszacowan (4) oraz (5) nie mozna poprawi¢ w terminach wyktadnika g, (f).

< Ly(Vf)+ 1.

Powyzsze nieréwnosci dowodzimy technika réwnan rézniczkowych, a doktadniej potokéw pola

gradientowego. Wynikaja one z nastepujacego twierdzenia [35, Theorem 1] (por. [KMP]):
Zalozmy, Ze funkcja f spelnia nieréwno$é (Li) w otoczeniu U punktu a i niech

v :[0,8) — U\ 'V bedzie rozwigzaniem integralnym prawostronnym réwnania x' = H(z),

gdzie
: Vi)
H(x) = —sign f(x) dlaxeU\V
IV f()|
oraz V.=V (f). Jesli punkt v(0) jest dostatecznie blisko punktu a, to
1
dist(v(0), V(f)) < lengthy < ————|f(7(0))]* 2.
(7(0), V(f)) (1—9)(1'(())'
Uwzgledniajac nieréwno$é D. D’Acunto i K. Kurdyki [AKs] (lub A. Gabrielova [Gag])
1
D-K (1<l - ———
(D-K) 0ul) <1 g

dla wielomianu f € R[z| stopnia d > 2 takiego, ze f(a) = 0, z powyzszego twierdzenia
dostajemy: Lo (f) < d(3d —3)"~! (patrz [35, Corollary 5]) oraz L4(Vf) < (d —1)(6d —9)"~!
(patrz [35, Remark 4]). Dla odwzorowania wielomianowego F': R” — R™ stopnia d, mamy

Lo(F) < d(6d—3)"!

(patrz [35, Corollary 6]). W przypadku, gdy wielomian f ma izolowane zero w punkcie a,
J. Gwozdziewicz [Gw] udowodnil, ze L£,(f) < (d —1)" + 1.

b) Regularna separacja zbioréw algebraicznych i semialgebraicznych. Dla zbio-
réw algebraicznych zespolonych X,Y C C" (czystych wymiaréw) oraz punktu xg € X NY,
jako wyktadnik v w nieréwnoéci (S), mozna przyjac¢ deg, X - deg, Y. Jest to, w szczegdl-
nosci, rezultat prac E. Cygan [Cys], E. Cygan, T. Krasinskiego i P. Tworzewskiego [CyKT]
oraz S. Ji, J. Kollara i B. Shiffmana [JKS].

W pracy [35] przenosimy powyzsze wyniki na przypadek rzeczywistych zbioréw algebra-
icznych i odwzorowan regularnych, a w pracy [38] — na przypadek zbioréw i odwzorowan
semialgebraicznych. W przypadku rzeczywistych zbioréw algebraicznych X, Y C R™ (od-
powiednio odwzorowan regularnych F'|x), do tych oszacowan wystarczy uwzglednié stopnie
wielomianéw opisujacych zbiory algebraiczne X i Y (odpowiednio stopnie wielomianéw opi-
sujacych dziedzing X odwzorowania i stopien deg F'). W przypadku zbioréw i funkeji semial-
gebraicznych, uzywamy do tego celu dwbéch parametrow, opisanych nizej, charakteryzujacych
ztozonosé funkcji i zbioréw semialgebraicznych.

Niech X C R” bedzie domknigtym zbiorem semialgebraicznym. Wowczas istnieje rozktad

(6) X=XjU---UX,
na sume domknietyh zbioréw semialgebraicznych bazowych X, ..., X, postaci
(7) Xi={zxeR":g;1(x) >0,...,0i(x) >0, hii(x) =--- = hiy,(z) =0},

14



i = 1,...k (patrz [BCRo)), gdzie gi1,...,Girhit1,---, hiy;, € Rlzy, ..., z,]. Zalézmy, ze
r; jest najmniejsza mozliwg liczba nieréwnosci g; j(z) > 0 w definicji zbioru Xj, dla i =
1,...,k oraz niech r(X) bedzie najmniejsza z liczb max{r1,...,r;}, po wszystkich mozliwych
rozkltadach postaci (6) zbioru X na sumy zbioréw postaci (7). L. Brocker [Brocs] (por. [Broca,
Sche;|) udowodnit, ze

(8) r(X) < n(n+1)/2.

Oznaczmy przez (X ), najmniejsza z liczb max{deggi1,...,deg gxr,,deghi1,...,deghyy, },
po wszystkich rozkltadach zbioru X na sumy (6), zbioréw postaci (7), przy zalozeniu, ze
rp<r(X)dlai=1,... k.

Liczby r(X) i k(X) charakteryzuja zlozono$¢ zbioru X (por. na przyktad [BPR,BCRo,
RV]). Oczywiscie r(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér X jest algebraiczny.

Dla lokalnego wyktadnika FLojasiewicza, gléwnym wynikiem pracy [38] jest

Twierdzenie 15 ( [38], Theorem 2.1) Niech X,Y C R" bedqg domknietymi zbiorami semial-
gebraicznymi. Zaloimy, ze 0 € X NY. Polozmy r = r(X)+r(Y) oraz d = max{r(X),x(Y)}.
Wowczas istnieje otoczenie U C R™ punktu 0 oraz dodatnia stala C takie, ze

(9) dist(z, X) + dist(z,Y) > Cdist(z, X N V)63 g1 2 € U

Wykorzystujac wyniki J. Gwozdziewicza w [Gw], dostajemy réwniez wersje twierdzenia
15 w przypadku, gdy punkt 0 jest punktem izolowanym zbioru X NY z wyktadnikiem réwnym
[(2d — 1)™" +1]/2.

W przypadku, gdy X i Y sa zbiorami algebraicznymi, nier6wnosé (9) zachodzi z wyktad-
nikiem d(6d — 3)"~! (patrz [35, Corollary 8]).

7 twierdzenia 15 dostajemy nastepujace oszacowanie lokalnego wykladnika Y.ojasiewicza.

Twierdzenie 16 ( [38], Corollary 2.2) Niech F' : X — R™ bedzie cigglym odwzorowaniem
semialgebraicznym, gdzie X C R™ jest zbiorem domknietym i zaldzmy, ze 0 € X oraz F(0) =
0. Potézmy r = r(X) + r(graph F') oraz d = max{k(X), k(graph F')}. Wowczas

(10) Lo(F|X) < d(6d — 3)"Tmr=1,

Nieréwno$¢ (10) jest kluczowa w oszacowaniu “szybkosci” zbieznosci algorytmu (opartego
na tzw. semi-definite programming) minimalizacji wielomianu na zbiorze semialgebraicznym
bazowym. Umozliwila ona w pracy [37] sprowadzenie problemu minimalizacji wielomianu na
zwartym zbiorze semialgebraicznym do minimalizacji wielomianu na kuli, czyli do problemu
o wiele prostszego (patrz [Schws]). Opisujemy to w punkcie 4.

Wiadomo, ze dla cigglych funkcji semialgebraicznych f,g : X — R, gdzie X C R" jest
domknietym zbiorem semialgebraicznym i 0 € X, spehiajacych warunek f~1(0) c ¢~*(0),
istnieja stale dodatnie C,n, e takie, ze zachodzi nastepujaca nierdwnosé Lojasiewicza (patrz
na przyktad [BCRo)):

(11) |f(x)] = Clg(z)|" dlaxe X, |z| <e.

Kres dolny wyktadnikéw n w (11) nazywany jest wykladnikiem Lojasiewicza pary funkcji (f, g)
na zbiorze X w punkcie 0 i oznaczany Lo(f,g|X). Wiadomo (patrz [BR,19)), ze Lo(f, g|X)
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jest w ogblnym przypadku liczba wymierna oraz nieréwnosc¢ (11) zachodzi dla n = Lo(f, g|X)
i pewnych ,C > 0. Asymptotyczne oszacowanie wykladnika Lo(f, g|X), bazujace na efek-
tywnym twierdzeniu Tarskiego i Seidenberga [He], podal P. Solerné [So]:

(Sa) EO(fvg|X) < DMCG)

gdzie D jest ograniczeniem stopni wielomiandéw wystepujacych w formutach opisujacych f, g
oraz X; M jest liczba zmiennych w tych formulach (na ogdt M > n); a jest “liczba ciagéw
kwantyfikatoréw ogélnych i szczegdétowych” w tych formutach; a ¢ jest stata uniwersalng.

W twierdzeniu 16, funkcja g(z) = dist(z, X N F~1(0)) jest okreslona przy pomocy formuty
z kwantyfikatorem ogdlnym i szczegdtowym, wiec a = 2. Zatem oszacowanie Solerné przyjmuje
postaé Lo(f, g|X) < d 2% ktéra jest asymptotycznie poréwnywalna z oszacowaniem (10),
bo r(X) < n(n+1)/2, wobec (8). Oszacowanie (10) jest jednak jednoznaczne, niezalezne od
statej ¢, ktéra prawdopodobnie jest wieksza od 1.

c) Globalna regularna separacja zbioréw algebraicznych i semialgebraicznych.
W przypadku zespolonych zbioréw algebraicznych X, Y C C", E. Cygan w [Cys] (por. [Brow],
[JKS], [Ko1,Kog,Kos]) udowodnita nastepujaca globalna nieréwnosé typu Hérmandera-foja-
siewicza [Ho):

dist(z, X N Y))dengng dla z € C"
SR A ) . :

. . N
©) dist(z, X) + dist(z, Y) c( S

gdzie C jest pewng stata dodatnia. Nieréwno$é ta jest $cidle zwiazana z efektywnym Nullstel-
lensatz uzyskanym przez J. Kollara [Koy].

Dla rzeczywistych zbioréw algebraicznych mamy nastepujaca wersje nieréwnosci (C).

Twierdzenie 17 ( [35], Theorem 2, Corollary 10) Jesli g, h : R™ — R™ sq odwzorowaniami
wielomianowymi, X = V(g), Y = V(h) oraz d = max{degg,degh}, to dla pewnej stalej
C >0,

dist(z, X N Y)>d(6d_3)n_l dla zeR"

(12) dist(z, X) + dist(z,Y) > C( 1+ 22

W szczegolnosci dla odwzorowania wielomianowego F' : R® — R™ stopnia d, istnieje C > 0
takie, Ze

dist(ﬂc,V(F))>d(6d_3)n1 dla z€R"

F >

W przypadku, gdy zbiér zer odwzorowania F' jest zwarty, twierdzenie 17 daje oszacowanie
typu Chadzynskiego-Kolldra (1) w przypadku rzeczywistym (patrz [35, Corollary 11]):

Loo(F) > —d(6d — 3)" 1,

gdzie d = deg F.

Uzywajac metody E. Cygan [Cys] oraz nieréwnos$¢ (12), dostajemy nastepujaca wersje
nieréwnosci (C) dla zbioréw semialgebraicznych.
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Twierdzenie 18 ( [38], Theorem 3.2) Niech X,Y C R" bedg domknietymi zbiorami semial-
gebraicznymi. Polézmy r = r(X) +r(Y) oraz d = max{k(X),k(Y)}. Wéwczas istnieje stala
dodatnia C taka, Ze

dist (2, X N Y)>d(6d3)n+T_l dla © € R"

dist(x, X) + dist(z,Y) > C < 1+ []d

Twierdzenie 18 implikuje nastepujace oszacowanie globalnego wyktadnika Y.ojasiewicza w nie-
réwnosci Ji, Kolldra i Shiffmana [JKS] dla odwzorowan semialgebraicznych.

Twierdzenie 19 ( [38], Corollary 3.3) Niech F' : X — R™ bedzie cigglym odwzorowaniem
semialgebraicznym, gdzie X C R™ jest zbiorem domknietym. Jesli d = max{k(X),x(Y)} oraz
r=r(X)+r(Y), gdzieY = graph F, to istnieje dodatnia stala C taka, ze

dist(z, F71(0) N X
L+ [z

) d(6d_3)n+7n+7'71
) dla z € X.

IF($)|>C<

W szczegdlnosci, jesli zbior X jest nieograniczony, a F~1(0) N X jest zwarty, to
LR (F1X) > (1 - d)d(6d — 3)"Tm+r—1,

W pracy [35] uzyto metod stosowanych przez K. Kurdyke, T. Mostowskiego i A. Paru-
sinskiego przy rozwiazaniu hipotezy gradientowej R. Thoma w [KMP]. Wyniki pracy [38] sa
kontynuacja pracy [35], przy zastosowaniu metod geometrii semialgebraicznej.

3. Typy topologiczne odwzorowan. Z tym tematem zwiazane sg prace [29], wspdlna
z T. Rodakiem, [40], wspélna z P. Migusem i T. Rodakiem, artykuly przegladowe [45] i [48],
wspoélny z B. Osinska-Ulrych i G. Skalskim, oraz czesciowo praca [28], wspélna z T. Rodakiem,
ktora oméwimy w punkcie poswieconym trywializacji wielomianéw.

Niech K = R lub K = C. René Thom w pracy [Th] postawila hipoteze, ze w zbiorze wielo-
mianéw f € K[z1,...,z,] stopnia deg f < k, istnieje skoniczona liczba typéw topologicznych,
tj., klas abstrakcji nastepujacej relacji: f ~ g wtedy i tylko wtedy, gdy fop = ¥ og dla
pewnych homeomorfizméw ¢ : K — K oraz ¢ : K" — K". Hipoteze te rozwiazal pozytywnie
T. Fukuda w [Fuk]. W przypadku lokalnym nawiazuje ona do problemu C°-determinowalnoéci
dzetéw. Przez k-dzet w klasie C' rozumiemy rodzine wszystkich funkcji klasy C! okreglonych
w otoczeniach punktu 0 € R”, zwanych C'-realizacjami tego dzetu, ktére maja ten sam wie-
lomian Taylora stopnia k w 0. k-dzet nazywany jest C"-determinowanym w klasie C?, jesli
dla kazdych dwéch Cl-realizacji f i g tego dzetu, istnieje C” dyfeomorfizm ¢ otoczen punktu
0, taki, ze f o¢ = g w pewnym otoczeniu punktu 0 (R. Thom [Th]). N. H. Kuiper [Kui| oraz
T. C. Kuo [Kuoy, Kuos] udowodnili nastepujace kryterium:

Jesli wykladnik Lojasiewicza w punkcie 0 gradientu NV f funkcji f klasy C jest mniejszy
lub réwny k — 1, to k-dzet wyznaczony przez f jest CO-determinowalny w klasie C*.

J. Bochnak i S. Lojasiewicz [BL] udowodnili, ze przy zalozeniu f(0) = 0, prawdziwe jest
rowniez twierdzenie odwrotne do powyzszego. Szczegdtowo opisujemy to w pracach prze-
gladowych [45,48]. Analogiczny wynik do powyzszego w przypadku zespolonym udowodnili
S. H. Chang i Y. C. Lu [CL], B. Teissier [Te] oraz J. Bochnak i W. Kucharz [BK].
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Powyzszy wynik byl inspiracja dla wielu autoréw do zajmowania si¢ wyktadnikiem Y.oja-
siewicza i klasyfikacja osobliwosci funkcji, na przyktad F. Acquistapace, F. Broglia, M. Shio-
ta [ABS], J. Bochnak, J. J. Risler, [BR], J. Chadzynski, T. Krasinski [CKy, CKs], E. Cygan,
T. Krasinski, P. Tworzewski, [CyKT], J. Gwozdziewicz [Gw], J. Kolldr [Kog,Kos], M. Lejeune-
Jalabert, B. Teissier [L-JT], B. Lichtin [Li], A. Melle-Hernndez [M-H], M. Merle [Mer]|, A. Pto-
ski [Py, Py, Ply, Ply], B. Teissier [Te]).

a) Izotopijnoséé odwzorowan w punkcie. Powyzsze twierdzenie Kuipera, Kuo oraz
Bochnaka i Lojasiewicza dotyczy izolowane]j osobliwosci funkeji f w 0, tj., gdy 0 jest izolowa-
nym zerem gradientu V f. Przypadek nieizolowanej osobliwosci rowniez jest badany przez wie-
lu autoréw. Dla funkcji rzeczywistych rozwazali go na przyklad J. Damon i T. Gaffney [DG],
T. Fukuii E. Yoshinaga [FY], V. Grandjean [Gr], L. Kushner [Kush|, Xu Xu [Xu], a dla
funkcji zespolonych — D. Siersma [Siej, Sies] i R. Pellikaan [Pe].

Celem pracy [40] jest uogélnienie powyzszych wynikéw na przypadek odwzorowan klasy
C* o nieizolowanej osobliwosci w otoczeniu zera.

Zbiér odwzorowan (R", a) — R™ klasy C* oznaczamy przez C¥(n, m). Przez j* f(a) ozna-
czamy k-dzet w punkcie a (w klasie C*¥) wyznaczony przez funkcje f € C¥(n,1). Dla odwzo-
rowania F = (fi,..., fm) € Ck(n,m), kladziemy

§*F(a) = (5" f1(a), . .., 5" fm(a)).

Wezmy zbiér Z C R™ taki, ze 0 € Z i niech k € Z, k > 0. Przez k-Z-dzet w klasie
Ck(n,m) lub krétko k-Z-dzet, rozumiemy klase réwnowaznosci w C C§(n,m) nastepujacej
relacji réwnowaznoéci ~: F' ~ G wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego otoczenia zera U C R",
zachodzi j*F(a) = j*G(a) dla a € ZNU (por. [Xu]). Odwzorowanie F € w nazywamy C*-
Z-realizacjq dzetu w 1 piszemy w = ng . Zbiér wszystkich dzetéw ng oznaczamy przez
JE(n,m).

k-Z-dzet w € JE(n, m) nazywamy C"-Z-determinowalnym (odpowiednio Z-v-determino-
walnym) w klasie C¥, jedli dla dowolnych jego C*-Z-realizacji f i g, istnieja dostatecznie mate
otoczenia Uy, Us C R™ punktu 0 oraz dyfeomorfizm ¢ : Uy — Us klasy C7, takie, ze fop =g
w U; (odpowiednio istnieje homeomorfizm ¢ : [f~1(0)U Z]NU; — [¢g71(0) U Z] N Uy ), przy
czym p(0) =0 oraz p(ZNUy) = ZNUs.

Xu Xu [Xu] udowodnil nastepujacy odpowiednik kryterium Kuipera i Kuo:

Niech Z C R™ bedzie zbiorem domknictym takim, Ze 0 € Z. Jesli f € CF(n,1) spetnia
warunkt V(V f) C Z oraz
(13) \Vf(z)| > Cdist(x, 2)F1, gdy x — 0 dla pewnej statej C > 0,

to k-Z-dzet funkcji f jest C°-Z-determinowalny.

W pracy [40] pokazujemy, ze powyzsze twierdzenie zachodzi réwniez dla odwzorowan.
Zacznijmy od oznaczen i definicji. Jesli X,Y sa przestrzeniami Banacha nad K, to przez
L(X,Y) oznaczamy przestrzen Banacha ciaglych odwzorowan liniowych z przestrzeni X do
Y. JeSli A e L(X,Y), to przez A* € L(Y’', X') oznaczamy operator sprzezony do A, gdzie X',
Y’ sg przestrzeniami dualnymi do X, Y odpowiednio. Zamiast normy rézniczki odwzorowania
f, rozwazamy funkcje Rabiera [Ra], mianowicie dla A € L(X,Y), kladziemy

(14) v(A) = inf{||A"¢|| : ¢ € V', [l]| = 1},
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gdzie || A|| oznacza norme odwzorowania liniowego A. W przypadku, gdy f € C§(n, 1), mamy
v(df) = |V f|, gdzie df oznacza rézniczke odwzorowania f.

Twierdzenie 20 ( [40], Theorem 3) Niech f: (R",0) — (R™,0), gdzie m < n, bedzie
C*-Z-realizacjq k-Z-dzetu w € J5(n,m), gdzie k > 1, i niech Z = {x € R" : v(df (x)) = 0},
0€ Z. Zalozmy, Ze

v(df (z)) > Cdist(z, Z2)¥7Y,  gdy x — 0, dla pewnej stalej C' > 0.
Wéwezas dzet w jest C°-Z-determinowalny w klasie CF.

W twierdzeniu [40, Theorem 3] pokazujemy wiecej, ze dla dowolnych C*-Z-realizacji f1, f2
dzetu w, deformacja fi + t(fa — f1), t € R jest topologicznie trywialna wzdtuz [0,1] (por.
[DG]). W szczegdlnosci odwzorowania f1 i fa sa izotopijne w zerze. Pokazujemy réwniez, ze
twierdzenie 20 zachodzi dla odwzorowan holomorficznych.

Nie jest jasne, czy zachodzi twierdzenie odwrotne do twierdzenia 20. Uzyskaliémy na-
tomiast twierdzenie typu Bochnaka-t.ojasiewicza dla funkcji, ktére w pewnym sensie jest
twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia Xu Xu.

Twierdzenie 21 ( [40], Theorem 4) Niech Z C R™, n > 2, bedzie zbiorem takim, ze 0 € Z,
niech w bedzie k-Z-dietem, k > 1, i niech f bedzie jego C*-Z-realizacjq. Jesli w jest
Z-v-determinowalny w klasie C* oraz f(0) =0 i V(Vf) C Z, to zachodzi nieréwnosé (13).

W przypadku, gdy Z jest zbiorem analitycznym, pewne algebraiczne warunki na skon-
czona determinowalnosci k-Z-dzetu podali L. Kushner [Kush] oraz L. Kushner i B. Terra
Leme [KLe|, gdzie Autorzy stosuja idee J. Mathera [Mat| oraz J. C. Tougerona [To].

b) Izotopijno$é odwzorowan w nieskonczonosci. Badania réwnowaznosci wielo-
mianéw zespolonych w otoczeniu nieskonczonosci w przypadku 2-wymiarowym prowadzili
P. Cassou-Nogues and H.V. Ha [CH] a w przypadku wielowymiarowym — L. Fourrier [Fo
oraz G, Skalski [Sk]. W pracy [29] przenosimy te wyniki na przypadek odwzorowan klasy
C? okreslonych w otoczeniu nieskoficzonosci, a analityczng réwnowaznos$é rozwazang przez
autorow zastepujemy izotopijnoscig. Zacznijmy od oznaczen i definicji.

Niech f: Q1 — R™, g: Qo — R™, gdzie Q1,Qs C R" sg otoczeniami nieskonczonosci, tj.,
dopelnienia tych zbioréw sg zbiorami zwartymi w R™. Odwzorowania f, g nazywamy izotopij-
nymi w nieskoriczonosci, gdy istnieje otoczenie nieskonczonosci 2 C {29 oraz odwzorowanie
ciagle H: Q x [0,1] — R™ takie, ze

(a) Ho(z) =z, z € Q,

(b) dla kazdego t € [0,1] odwzorowanie H; jest dyfeomorfizmem klasy C! oraz
lim, o0 |He(z)| = 00,

(¢) f(Hi(x))=g(x), z€Q

gdzie H; : Q — R" jest okreslone wzorem Hy(x) = H(z,t) dlax € Q, t € [0, 1]. Odwzorowanie
H nazywamy réwniez izotopiq.
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Przez Py, gdzie k € R oraz € > 0, oznaczamy zbiér odwzorowan P: K" — K™ klasy C?
dla ktoérych istnieje R > 0 takie, ze

|P(z)| < e|z|® oraz ||dP(z)| < e|z|*! dla kazdego |z| > R,

gdzie dP oznacza rézniczke odwzorowania P, a dP(x) — rézniczke P w punkcie z € K™.

Gléwnym wynikiem pracy [29] jest nastepujace

Twierdzenie 22 ( [29], Theorem 1) Niech f: K" — K™, gdzie m < n, bedzie odwzorowa-
niem klasy C? (holomorficznym, gdy K = C). Jesli istniejg k € R oraz dodatnie state C, R
takie, ze

v(df(z)) > Cla|*, |2 > R,

gdzie v jest funkcjq Rabiera, to istnieje € > 0 takie, zZe dla kazdego odwzorowania P € Py .,
odwzorowania f i f + P sq izotopijne w nieskoriczonosci.

G. Skalski [Sk] pokazal, ze, twierdzenie odwrotne do powyzszego nie zachodzi nawet dla
funkcji. Wobec tego sytuacja w nieskonczonosci jest inna niz dla dzetow.

Warto zauwazyé, ze w przypadku zespolonych odwzorowan wielomianowych
f:C" = C", wykladnik L (v(df)) jest skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy jakobian odwzo-
rowania f jest niezerowa stala.

c) Trywializacja wielomianu w otoczeniu poziomicy. Prace [28] oraz przegladowa
[47] poswigcone sa warunkom na trywializacje wielomianu w otoczeniu poziomicy wielomianu.

Moéwimy, ze A € C jest wartodcig typowa wielomianu f : C* — C, gdy istnieje oto-
czenie U C C punktu A takie, ze funkcja f : f~H(U) — U jest trywialng wiazka klasy
C*. W przeciwnym razie punkt A\ nazywany jest punktem bifurkacyjnym funkcji f. Zbior
punktéw bifurkacyjnych wielomianu f oznaczamy B(f). J. L. Verdier [Ve] udowodnil, ze
zbiér punktéw bifurkacyjnych odwzorowan regularnych zawiera sie we wtasciwym podzbiorze
algebraicznym przeciwdziedziny. W przypadku wielomianu, oznacza to, ze zbiér B(f) jest
skonczony. Oczywiscie Boo(f) C B(f), gdzie Boo(f) jest zbiorem punktéw bifurkacyjnych
funkcji f w nieskoniczonosci okreslonym wezesniej. Wiadomo, ze B(f) = Boo(f)UC(f), gdzie
C(f) oznacza zbiér wartodci krytycznych funkcji f. Dla funkcji rzeczywistych f : R™ — R,
pojecie zbioru punktéw bifurkacyjnych wprowadza sie w analogiczny sposéb.

Problem trywializacji wielomianu lezy w kregu zainteresowan wielu matematykow, miedzy
innymi J. Chadzynskiego [Ch], J. Chadzynskiego i T. Krasinskiego [CKy], T. Krasinskiego
[Kra;], J. Gwozdziewicza i A. Ploskiego [GwP], H. V. Ha [Ha|, Z. Jelonka [J3], Z. Jelonka
i K. Kurdyki [JK2], Z. Jelonka i M. Tibara [JT], K. Kurdyki, P. Orro i S. Simona [KOS],
A. Némethiego i A. Zaharii [NZ], A. Parusinskiego [Pag|, A. N. Varchenki [Val.

Jednym z warunkéw metrycznych prowadzacych do trywializacji wielomianu w otoczeniu
poziomicy f~!(\) w nieskoficzonoéci jest warunek Malgrange’a:

(M) IVf(z)| =6lz7"  dla  [z| >R, [f(z) - A <e,

gdzie R, €, 6 > 0. Warunek ten implikuje trywializacje wielomianu (por. [Pag]), mianowicie:

Niech A € C. Jesli zachodzi warunek (M), to istnieje trywializacja w nieskornczonoci
wielomianu f nad U ={{ € C: € —\| < e}.
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Paunescu i Zaharia [PZ] pokazali, ze powyzszego twierdzenia nie mozna odwréci¢. W pracy
przegladowej [47] omawiamy szczegblowo zwiazek warunku Malgrange’a w otoczeniu pozio-
micy i trywializacjg wielomianu nad otoczeniem punktu.

Powyzsze twierdzenie i warunek (M) prowadza do pojecia uogélnionych wartosci krytycz-
nych wielomianu oraz kolejnej definicji wykladnika Y.ojasiewicza badanych w pracy [28].

Niech M, N, L beda skonczenie wymiarowymi rzeczywistymi przestrzeniami wektorowy-
mi, niech X C M bedzie domknietym zbiorem semialgebraicznym, g : X — N oraz f: X — L
— ciaglymi odwzorowaniami semialgebraicznymi (patrz [BR,BCRo]) i niech A € L. Wykladni-
kiem Lojasiewicza w nieskoriczonosci funkcji g w otoczeniu poziomicy f~1(\), nazywany jest
kres gorny zbioru wyktadnikéw 6 dla ktérych zachodzi nastepujaca nieréwnosé Lojasiewicza

9(@)| > Clal’, gdy z€X, |a]—o0 oraz f(z)— A

dla pewnej statej C' > 0 (por. [L3,E4], [Rog]) i oznaczany symbolem Lo r—.» (g).
Gléwnym wynikiem pracy [28] jest nastepujace

Twierdzenie 23 ( [28], Theorem 1.2) Niech g : X — N oraz f : X — L bedqg cigglymi
odwzorowaniamsi semialgebraicznymi.
(i) Dla kazdego A € L, zachodzi Lo r—.x (g) € QU {—00, +0}.
(ii) Funkcja
ﬂg/f LA ﬁoo,f—»)\ (g)

jest pélciggla z gory. Ponadto istnieje semialgebraiczna stratyfikacja L = S1 U --- U S; taka,
ze funkcja ¥y, jest stata na kazdym placie S;, i =1,...,7.

Kluczowymi narzedziami w dowodzie powyzszego twierdzenia byly stratyfikacje lipscho-
itzowskie wprowadzone przez T. Mostowskiego [Mos] (patrz tez [Paj]) oraz zbiory punktéw
niewltasciwosci odwzorowan rozwazane przez Z. Jelonka [J;].

Dla odwzorowania f : M — L semialgebraicznego klasy C', definiujemy wyktadnik Eoja-
siewicza rézniczki df przy poziomicy f~'()\) nastepujacym wzorem

Eoo,)\ (f) = 'Coo,f—>>\ (I/(df)),

gdzie v jest funkcja Rabiera (14). Pojecie to wprowadzil H. V. Ha [Ha| dla wielomianéw
zespolonych dwoch zmiennych. Dla wielomianéw funkcja Rabiera v(df) pokrywa sie z nor-
ma gradientu |V f| funkcji f. W tym przypadku pojecie to zostalo dokladnie zbadane przez
J. Chadzynskiego i T. Krasinskiego (patrz na przyklad [CKs]) oraz J. Gwozdziewicza i A. Pto-
skiego (patrz na przyklad [GwP]).

Wyktadnik Loy (f) jest silnie zwiazany ze zbiorem punktéw bifurkacyjnych odwzorowa-
nia f. Przy jego pomocy mozna okresli¢ zbidr uogdlnionych wartosci krytycznych odwzoro-
wania f, wzorem

Koolf) = A€ L: Logn(f) < —1}.

Jest to zbiér domkniety i semialgebraiczny. 7Z twierdzenia 23 wynika, ze odwzorowanie
L> XA~ Ly (f) ma skonczona liczbe wartosci, wiec istnieje a > 0 taka, ze

Koo(f):{)‘eL Eoo,)\(f)<_1_a}'
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Wiadomo, ze jesli f : M — R jest funkcja klasy C?, to Buo(f) C Koo(f), gdzie Boo(f) jest
zbiorem punktéw bifurkacyjnych w nieskonczonosci funkeji f (definiujemy go analogicznie jak
dla wielomianu zespolonego). W przypadku wielomianéw, K (f) jest zawsze zbiorem skon-
czonym (patrz na przyklad [Phy,Ra, KOS, Wa, Va, Ve, Ha, Pay]). Oszacowanie liczby punktéw
tego zbioru w terminach stopnia wielomianu podali Z. Jelonek, K. Kurdyka [JK1,JK2]. Dla
wielomianéw zespolonych o skonczonej liczbie punktéw osobliwych w nieskonczonosci zacho-
dzi Boo(f) = Koo(f) (patrz [Ha] w przypadku dwuwymiarowym oraz [Pag| w przypadku
ogblnym).

Chadzynski i Krasinski w pracy [CKg] udowodnili, ze dla wielomianu zespolonego f dwdch
zmiennych, dodatniego stopnia, istnieje ¢y € Q, ¢y > 0 takie, ze

Loon(f)=cy dlaX ¢ Koo(f) oraz Loox(f) < —1 dlaX e K(f).

Zadali Oni réwniez pytanie, czy funkcja A — Lo ) (f) zachowuje sie¢ podobnie w ogélnym
przypadku. Oczywiscie w przypadku wielowymiarowym nie mozemy zada¢ aby cy > 0. Na
przyklad dla wielomianu f (21, 22, 23) = (2122 — 1)2223 ( [Ra]) mamy ¢y = —1 (patrz [CKg)).

Jako wniosek z twierdzenia 23, uzyskujemy czeSciowa odpowiedZ na powyzsze pytanie.
Mianowicie dla kazdego wielomianu dodatniego stopnia f : C™* — C istnieje zbiér skonczony
S C C zawierajacy zbioér Ko (f) oraz liczba ¢y > —1 takie, ze Loy (f) =cpdlade C\S
oraz Lo (f) < —1dla X e S ([28, Corollary 1.7]).

4. Sumy kwadratéw i optymalizacja. W pracy [37], wspdlnej z K. Kurdyka, stu-
diujemy dwa typy probleméw zwiazanych z wielomianami dodatnimi (lub nieujemnymi) na
podzbiorach przestrzeni R"™. W pierwszej czesci dowodzimy pewnej efektywnej wersji znanego
faktu o aproksymacji i przedstawieniu wielomianu przy pomocy sum kwadratow wielomianéw.
Podajemy réwniez iloéciowa wersje tych wynikow i ich zastosowania do tzw. pétokreslonej
optymalizacji (semidefinite optimization). W drugiej czeéci dowodzimy twierdzenia o uwy-
puklaniu wielomianéw, tj., uzyskiwaniu wielomianu wypuktego z danego wielomianu f $cidle
dodatniego na zbiorze domknigtym i wypuktym X, w wyniku pomnozenia go przez (1+|z|?)V
dla dostatecznie duzego N € N (wymagane sa dodatkowe zalozenia, jesli X nie jest zbiorem
zwartym). Podajemy dokladne oszacowanie wykladnika N w terminach stopnia wielomianu
f, modutéw wspoélczynnikéw wielomianu f oraz ograniczenia dolnego wielomianu f na X.
Jako zastosowanie tej metody, w przypadku, gdy X jest zbiorem zwartym, wypuklym i se-
mialgebraicznym, podajemy algorytm wyznaczania ciagu punktéw o dowolnym pierwszym
wyrazie, ktory jest zbiezny do pewnego punktu krytycznego dolnego wielomianu f na X.

a) Sumy kwadratéw i aproksymacja. Pierécien wielomianéw rzeczywistych n-zmien-
nych Rlzy,...,z,] oznaczamy przez R[z]|. Istotnymi problemami w rzeczywistej geometrii
algebraicznej sa przedstawienia wielomianéw nieujemnych na domknietych zbiorach semial-
gebraicznych w terminach sum kwadratéow. Przypomnijmy siedemnasty problem Hilberta
(rozwiazany przez E. Artina [Ar]): jesli f € Rx] jest wielomianem nieujemnym w R™, to

(AH) fh? =h3 4.+ k% dla pewnych h,hy, ..., hy, € Rlz], h #0,

tj., f jest sumg kwadratéw funkcji wymiernych. D. Hilbert [Hil] udowodnil, ze dla n > 2
istnieja wielomiany nieujemne na R”, ktére nie sg sumami kwadratow wielomianéw. Dopiero
w 1967 roku T. S. Motzkin podal przyklad takiego wielomianu. Byl to wielomian m(z,y) =
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1+ 2%y%(y? + 22 — 3). W pewnych przypadkach wiadomo jakiej postaci sa funkcje h oraz hj
w (AH). Na przyklad B. Reznick [Rej, Theorem 3.12] udowodnil nastepujace twierdzenie:
Jesli f jest wielomianem jednorodnym i f(x) > 0 dla x # 0, to istnieje liczba calkowita
nieujemna ro taka, Ze dla kazdej liczby catkowitej N > 1o, wielomian (z3 + - + 22)N f(x)
jest sumq parzystych poteg funkcji liniowych. Reznick podal efektywne oszacowanie liczby rg.
Niech X C R" bedzie domknietym bazowym zbiorem semialgebraicznym okreslonym przez
g1s---,9r € Rlz], tj.,

(15) X ={zeR":¢1(x) >0,...,9-(x) >0}
Praporzgdkiem wyznaczonym przez wielomiany gi, ..., g, nazywany jest zbiér
T(gl7"'ag7‘) ::{ Z O'egfl...gsr ZO‘GGZR[%’]Q foreE{O,l}r},

e=(e1,mer)E{0,1}"

gdzie 3" R[z]? oznacza zbiér sum kwadratéw wielomianéw z R[z]. Naturalnymi uogélnieniami
powyzszego twierdzenia Artina sa Stellensétze: J.-L. Krivine [Kri], D. W. Dubois [Dus], and
J.-J. Rislera [Ri] (patrz tez [BCRo,Sches,Mara, PD]). W przypadku, gdy zbiér X jest zwarty,
bardzo wazny wynik w tym zakresie uzyskal K. Schmiidgen (patrz [Schm;, CMN]):

Kazdy wielomian f € R[x] $cisle dodatni na zbiorze X nalezy do praporzqedku T (g1, ..., gr).

Przy zalozeniu, ze praporzadek T'(gi,...,g,) jest archimedesowy, M. Putinar [Pu] udo-
wodnil, ze:

Kazdy wielomian f $cisle dodatni na zbiorze X naleZy do tzw. modutu kwadratowego
P(gla"'vg’r’) = {UO+0191 +--+orgrio; € ZR[(E]27 i = 0,...,T}.

Od kilkunastu lat prowadzone sg intensywne badania nad wykorzystaniem tych faktéw do
minimalizacji wielomianéw na zbiorach semialgebraicznych. Jedng z barier w tym zakresie
jest trudnosé w efektywnym oszacowaniu stopni wielomianéw w przedstawieniu Schmiidgena

(16) f= > ot g7 €T(gn, .. 9r).
ec{0,1}"

M. Schweighofer [Schws] uzyskal oszacowanie (z géry) stopni degocgi' - --gS" w terminach
deg f, f* := min{f(z) : € X} oraz wspélezynnikéw wielomianu f, przy zalozeniu, ze
f* > 0. Oszacowanie tych stopni, z pominigciem f*, pozwolitoby sprowadzi¢ problem mini-
malizacji wielomianu do skoniczenie wymiarowej przestrzeni wielomianéw. Jest to zagadnienie
dotychczas nierozwiazane, a w niektérych przypadkach wiadomo, ze nie istnieje. Jak pokazat
C. Scheiderer [Schey], oszacowanie takie nie istnieje w terminach deg f, jesli dim(X) > 1.

Powyzsze wyniki Schmiidgena i Putinara dotyczyly wielomianéw $cisle dodatnich (na X).
W przypadku wielomianéw nieujemnych C. Berg, J. P. R. Christensen i P. Ressel [BCRo]
oraz J. B. Lasserre and T. Netzer [LN] udowodnili, ze:

Dowolny wielomian f nieujemny na kostce [—1,1]"™ moze byé aproksymowany w normie
l1 przez sumy kwadratéw wielomianow.

l1-normg wielomianu nazywana jest suma moduléw jego wspédtczynnikéw. W tym przypadku,
J. B. Lasserre [Lay] (patrz tez [Lag, Lag]) udowodnil, ze:
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Jesli gy, ..., g, sq wielomianami wklestymi i Int X # (), to kazdy wielomian nieujemny na
X oraz wypukly w R™ moze byé aproksymowany w normie ly przez wielomiany nalezgce do
stozka

L.(g1,.--,9r) = {00 + )\%gl + -+ A%gr 10g € ZR[$]2 jest wypukly, A1,..., A\ € R}.

W pracy [37] dowodzimy twierdzenia podobnego do powyzszych wynikéw Schmiidgena i
Putinara dla nastepujacego stozka:

S(g,---.90) ={o0+@(g)gr + -+ 9(gr)gr 1 00 € > _R[z]*, p € > R[t]*},

gdzie t jest pojedyncza zmienna. Oczywiscie S(g1,...,9-) C P(g1,- .., gr). Mianowicie, mamy

Twierdzenie 24 ( [37], Theorem 2.1) Niech wielomian f € R[x] bedzie nieujemny na zbio-
rze X. Wowczas istnieje cigg f, € P(g1,...,9r), v € N, ktdry jest zbieiny jednostajnie na
zbiorach zwartych do f. Ponadto f, mozna wybraé ze zbioru S(gi,...,gr). W szczegdlnosci
cigg f, jest zbiezny do f w normie ly.

Pokazujemy tez, ze przy aproksymacji funkcji f wielomianami ze stozka S(¢1,...,9r),
wystarczy braé funkcje ¢ postaci () = (at + b)?V, gdzie a,b € R.

Rozwazmy kolejny stozek dodatni:
K(g: g1, -,90) = {0 + 019 + 9(g1)g1 + -+ + 9(gr)gr - 00,01 € 3 R[], o € SR},
gdzie g € R[z]. Kladac
B(g1,- -, 90) = {@(gr)on + -+ 0lg)gr 1 0 € DRI,

mamy K(g,91,...,9:) = T(g) + ®(g1,...,9:).

7 twierdzenia 24 oraz twierdzenia Schmudgena dostajemy nastepujaca wersje wynikow
Schmiidgena i Putinara.

Twierdzenie 25 ( [37], Corollary 3.1) Zaldzmy, Ze X jest zbiorem zwartym. Niech R > 0
bedzie takq liczbg, Ze wielomian go(x) = R? — |z|? jest niewjemny na X. Jesli wielomian
f € R[z] jest scisle dodatni na zbiorze X, to f € K(go,...,9r)-

Podobnie jak w twierdzeniu 24, do przedstawiania funkcji f jako elementu K(go, ..., g,) Wy-
starczy bra¢ pod uwage wielomiany ¢, postaci p(t) = (at + )2V, gdzie a,b € R . W $wietle
tego, twierdzenie 25 pokazuje, jaka posta¢ maja sumy kwadratéw wystepujacych w przedsta-
wieniu Schmiidgena (16) i upraszcza procedure wyznaczania tego przedstawienia.

Badania nad Positivstellensatz dla stozka dodatniego zbioru algebraicznego nieograniczo-
nego, zapoczatkowaliémy w pracy [34] wspélnej z K. Kurdyka, B. Osinska-Ulrych i G. Skal-
skim. W tej pracy podaliSmy konstruktywny dowdd twierdzenia C. Scheiderera [Sches] o roz-
szerzaniu wielomianu dodatniego na nieograniczonym zbiorze algebraicznym V C R™, n > 2,
do wielomianu dodatniego na calej przestrzeni R". Doktadniej:

Jesli zbior V. C R™ okreslony jest przez uklad réwnan wielomianowych hy(z) = -+ =
hy(x) = 0 oraz wielomian f : R™ — R jest dodatni na zbiorze V, to istnieje wielomian postaci

h(z) = Y1, h3(x)oi(x), gdzie o; € S R[x]?, Ze f(z) + h(z) > 0 dla z € R™
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Podajemy tez postaé wielomianow o; oraz efektywne oszacowanie ich stopni w terminach
stopni f, h; oraz wykladnika Lojasiewicza Lo (f|V') ( [34, Theorem 4.1]).

b) Pétokreslona optymalizacja. Niech X bedzie zbiorem zwartym postaci (15). W
[La;] Lasserre podaje metode minimalizacji wielomianu f na zbiorze X w terminach stozka
P(g1,...,9r). Niech

ffi=inf{f(z):z € X}.

Woéwczas f* =sup{a € R: f(z) —a >0 dla z € X}, wiec z wyniku Putinara [Pu], mamy

= supla€R: f—a € Plgr,....9)},

oraz f* = inf{L(f) : L : Rlz] — R jest liniowe, L(1) = 1, L(P(g1,...,9r)) C [0,00)}. Po-
niewaz stozek P(g1,...,gr) jest zawarty w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej
R[z] nad R, wiec trudno tak postawione zadania rozwiazaé. Lasserre zaproponowal metode
redukcji tego wymiaru (Lasserre relaxation) przez zastosowanie nastepujacych stozkéw

Pi(g1y---,9r) = {0090+"'+O'rg7~ € P(g1,...,9r) :degoigi < k, i = 0,...,7“},
gdzie przyjmujemy gg = 1, i sprowadzenie zadan do obliczania ciagéw
ap :=sup{a €R: f—a€ Pg1,...,90)},
I} :=inf{L(f): L: R[x]; — R liniowe, L(1) =1, L(Px(g1,-..,9-)) C [0,00)},

dla dostatecznie duzych k € N, gdzie R[z]j jest przestrzenia liniowa wielomianéw h € R|x]
takich, ze deg h < k. Lasserre udowodnit, ze
(a3), (I}) sq ciggam rosngcymi i zbieznymi do f*, ponadto aj, <1 < f* dla k € N.

Twierdzenie 25 pozwala na zastosowanie algorytmu Lasserre przy uzyciu stozkow
Ki(g,915---9r) == {00 + 19+ ¢(g1)91 + - + 0(9r)9r € K(g: 91, -, 9r) :
deg 00, deg 019, deggl@(gz) < k}? ke Na
zamiast Py(g,91,...,9r). Mianowicie mamy

Twierdzenie 26 ( [37], Remark 3.2) Niech

up:=sup{a € R: f —a € Kr(g,91,.-.,9r)},
vp = inf{L(f) : L : R[z]y — R is linear, L(1) =1, L(Kx(g9,91,-..,9r)) C [0,00)},

dla dostatecznie duzych k € N. Wowczas (uf,), (vy) sq¢ ciggami rosngeymi i zbieznymi do f*,
ponadto uj, < vi, < f* dla k € N.

Rozwazanie stozkéw Ki(g,91,- .., 9r), potencjalnie upraszcza problem minimalizacji wie-
lomianu na zbiorze X, poniewaz sa one wlasciwymi podzbiorami stozkéw Pi(g,91,---,9r)
i w konsekwencji aj < uj oraz I < v;, dla dostatecznie duzych k € N.

c) Aproksymacja wielomianéw na zbiorach semialgebraicznych zwartych. W pra-
cy [37] podajemy pewna metode przyblizonej minimalizacji wielomianu f na zwartym zbiorze
semialgebraicznym bazowym X, powiedzmy X C {z € R" : |z| < R}, przez sprowadzeniu
problemu do przypadku, gdy X = {z € R" : |z| < R}. Mianowicie, w [37, Proposition 3.3]:
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Dla kazdego € > 0, podajemy efektywng procedure wyliczania wielomianu h € ®(g1, ..., gr)

takiego, Ze
fr—e<inf{f(y) —h(y) : [yl <R} < [" +e,

gdzie f* = inf{f(z) : = € X}, przy czym do wyznaczenia wielomianu h wystarczy brac
wielomian ¢ postaci jak w twierdzeniu 25.

Tym samym problem przyblizonej minimalizacji wielomianu f, efektywnie sprowadza sie
do przypadku, gdy zbiér X jest opisany przez jedna nieréwnoéé R? — |z|? > 0. W takim
przypadku M. Schweighofer [Schws| podal oszacowanie “szybkosci zbieznosci” ciagu

ai :=sup{la €R: f —h—a € P(R* = [y)} = f*, gdy k — o,
gdzie f** :=inf{f(y) — h(y) : |y| < R}, wzorem:
c
f k %
dla pewnych statych ¢ € N zaleznej od f i R? — |y|? oraz statej D € N zaleznej od R? — |y|%.

Stale te zaleza od wykladnika i stalej C' w nieréwnosci Lojasiewicza (L2). To oszacowanie
jest istotne z punktu widzenia informatycznej implementacji tego algorytmu.

Przy konstrukcji wielomianu h, w omawianej wyzej aproksymacji, podstawowsa role od-
grywa oszacowanie odleglosci punktu z od zbioru zer X funkcji semialgebraicznej G(x) =
max{0, —g1(z),...,—gr(x)}, x € R", przy zadanej wartosci G(z). Problem ten mozna roz-
wigzaé przy uzyciu oszacowania wykladnika Yojasiewicza L i statej C' > 0 w nastepujacej

dist(z, X)\*
> —_— "
G(x) C<1+!w\d> , v€eR

Mianowicie, w [38, Corollary 10] pokazaliSmy, ze

nieréwnosci

L < d(6d—3)"T1,

gdzie d = max{deggi,...,degg,}, a r jest liczba nieréwnosci potrzebnych do okreslenia
zbioru X. Wobec oszacowania Brockera (8), zawsze mozna zalozyé, ze r < n(n + 1)/2. Osza-
cowania wyktadnika Y.ojasiewicza i statej w nieréwnosci Lojasiewicza odgrywaja réwniez pod-
stawowa role w podobnych badaniach prowadzonych przez M. Schweighofera [Schws, Schws].

d) Uwypuklanie wielomianéw. Niech f € R[z| i niech
en(@)=(1+af+ - +a) fl@), NeN

Jednym z gléwnych wynikéw pracy [37] jest nastepujace twierdzenie o uwypuklaniu wielo-
mianéw dodatnich na zbiorach wypuklych i zwartych.

Twierdzenie 27 ( [37], Theorem 5.1) Zaldzmy, Ze wielomian f jest Scisle dodatni na zwar-
tym i wypuklym zbiorze X C R™ zawierajgcym co najmniej dwa punkty. Polézmy R =
max{|z|: x € X} oraz niech

(17) 0<m<min{f(z):zeX}.

Wéwczas istnieje jednoznacznie wyznaczona liczba naturalna N, zalezna od moduléw wspdl-
czynnikow wielomiandw f,g1,...,9, oraz liczb R i m taka, Ze dla kaZdej liczby naturalnej
N > N, wielomian oy jest silnie wypukly w X.
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Dowodzimy réwniez podobnego twierdzenia do twierdzenia 27 dla zbioréw nieograniczo-
nych (patrz [37, Theorem 6.5]). Pokazujemy tez, ze twierdzenie Reznicka [Re;, Theorem 3.12],
o ktérym byla mowa wczesniej, mozna w pewnym sensie odwrdécié (patrz [37, Corollary 6.8]).

7 twierdzenia 27 wynika, ze istnieje liczba naturalna N taka, ze wszystkie funkcje postaci
one(@) == (1 + |z — EP)Nf(), € € X, sa silnie wypukle w X. Ponadto mozna sprowadzié
zagadnienie do przypadku, gdy N = 6 (patrz [37, wzor (4.2)]).

Powyzsza obserwacja pozwala na zastosowanie twierdzenia 27 do waznego zagadnienia
w optymalizacji, dotyczacego wyznaczania punktéw krytycznych funkcji. Pozwala ono na po-
danie algorytmu wyznaczania ciaggu punktéw zbioru semialgebraicznego, wypuktego i zwar-
tego X, ktérego granica jest dolnym punktem krytycznym wielomianu f na zbiorze X. Przy-
toczmy najpierw dwie definicje i wprowadzmy oznaczenia.

Wiadomo, ze dla kazdej funkcji Scisle wypuktej i w szczegblnosci silnie wypuktlej ¢ w zwar-
tym zbiorze wypuklym X, istnieje doktadnie jeden punkt, w ktérym ¢ przyjmuje najmniejsza
warto$¢ w X. Punkt ten oznaczamy argminy .

Wybierzmy dowolny punkt ag € X i indukecyjnie, potézmy
(18) a, = argminy Ynq, ;-

Niech f bedzie funkcjg klasy C'' w pewnym otoczeniu zbioru domknietego X € R"™. Punkt
a € X nazywany jest dolnym punktem krytycznym funkcji f w zbiorze X, gdy

(Vf(a),x —a) >0 dlax € X z pewnego otoczenia punktu a.

Twierdzenie 28 ( [37], Theorem 7.5) Jesli X C R™ jest zwartym i wypuklym zbiorem se-
mialgebraicznym, a f — wielomianem $cisle dodatnim na X, to cigg okreslony wzorem (18)
jest zbieiny do pewnego dolnego punktu krytycznego funkcji f w zbiorze X.

W powyzszym twierdzeniu, zalozenie Scistej dodatniosci wielomianu f na zbiorze X mozna
zawsze uzyskaé przez dodanie do wielomianu f odpowiedniej statej, ktéra mozna efektywnie
wskazaé. Warto réwniez zauwazy¢, ze nie stracimy zbieznoéci ciagu a, do dolnego punktu
krytycznego funkcji f, jesli bedziemy wyznaczaé ten ciag w sposob przyblizony.

e) Wielomiany jednorodne i sumy kwadratéw. Z poprzednim punktem wiaze sie
réwniez praca [36] wspolna z A. Gala-Jaskérzyniska, K. Kurdyka i K. Kuta, gdzie podaje-
my jawna postaé¢ przedstawienia wielomianu w Positivstellensatz M. Putinara i F. Vasilescu
(patrz [PV1,PVy], por., [Pu]). Przytoczmy najpierw Positivstellensatz Putinara i Vasilescu,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia zgodne z pozostalymi w autoreferacie.

Niech (g1,...,9r) bedzie ciggiem r wyrazowym wielomiandw z pierscienia R[x], gdzie
x = (x1,...,2y). Niech f € Rlz]. Zaloimy, Ze stopnie wielomiandw g; oraz f sq liczbami
parzystymi. Niech G1,...,G,, F € Rxo,...,zy,] bedg ujednorodnieniami odpowiednio wielo-
miandw g1, - .., gr, [ 1 zalozmy, zZe
(19) F(y)>0dlaye {y e R"™ :Gi(y) >0,i=1,...,7}, y #0.

Wowczas istnieje liczba catkowita b > 0 oraz skonczona rodzina wielomianow rzeczywistych
q,qu,l € L,k=1,...,m, takie, ze

(20) fl@) =1+ [z}~ (Z q(z)® + f: ng(fﬂ)%l(?ﬁ)z) , TEeR™

leL k=1leL
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Twierdzenie to jest wzmocnieniem twierdzenia Schmiidgena [Schm;| oraz Putinara [Pu]
na przypadek, gdy zbiér X okre$lony wzorem (15) nie jest zwarty. Samo zalozenie $cislej do-
datniosci wielomianu f na zbiorze X nie wystarcza do uzyskania zalozenia (19). Zalozenie to
jest réwnowazne temu, ze f(z) > 0 dla z € X oraz, ze forma wiodaca f(z) := F (0,21, ..., zy)
wielomianu f przyjmuje wartoéci dodatnie na czesci zbioru X lezacej na hiperptaszczyznie w
nieskoficzonosci, tj. na zbiorze X = {z € R*\ {0} : gi(x) >0, i=1,...,r}.

Celem pracy [36] jest uproszczenie tezy (20) oraz podanie jawnej postaci przedstawienia
(20). W tym celu dowodzimy najpierw twierdzenia 29 dla wielomianéw jednorodnych. Przez

Qn,kx oznaczamy zbiér skoficzonych sum k-tych poteg funkceji liniowych.

Twierdzenie 29 ( [36], Theorem 3) Niech f € Rx] bedzie wielomianem jednorodnym pa-
rzystego dodatniego stopnia d, niech g1, ..., g, € R[x] beda wielomianami jednorodnymi parzy-
stych stopni i niech X bedzie zbiorem okreslonym wzorem (15). Jesli f(x) > 0 dla v € X\ {0},
to istniejqg liczby parzyste dodatnie D, N, wielomian q € Qn p oraz liczby a,b € R takie, ze

f(z) = |z|7P*4 (q +_ lz|% (agi(z) + b!ﬂfldeggi)Ngi(ﬂf)> )

i=1
gdzie oy = D — (N +1)degg; dlai=1,...,r sq liczcbami parzystymi nieujemnymi.
W dowodzie powyzszego twierdzenia stosujemy metode aproksymacji wielomianu wypra-
cowana w [37] i twierdzenie B. Reznicka [Rej, Theorem 3.12].

Jawna posta¢ przedstawienia Putinara i Vasilescu podajemy w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 30 ( [36], Corollary 1) Przy zalozeniach i oznaczeniach Positivstellensatz Pu-
tinara i Vasilescu, istniejq liczby parzyste b, D, N > 0 takie, 2e D — (N + 1)deggr, > 0
dla k = 1,...,r, oraz skoniczona rodzina wielomianow rzeczywistych q;, | € L, o stopniach
degq; < 1 oraz wielomiany q1, k =1,...,r, postaci

deg g, N
G () = (1+ a]) (sgm) T+ )" )

D(NE)deg g giq | = 1,..

dla pewnych &,n € R, gdzie o, = ., 1, takie, zZe

fla) =1+ z*)" (Z g (x) + Zr:gk(m)Qk,l) , teR™
k=1

leL

Twierdzenia 29 i 30 niosg réwniez dodatkows informacje, o wplywie wielomiandéw opisujacych
zbiér semialgebraiczny X na wielomiany gi; w przedstawieniu wielomianu f.

f) Stabilnosé algebr wielomianéw ograniczonych. Temu tematowi po$wiecona jest
praca [33], wspélna z M. Michalska i K. Kurdyka. Przedstawiamy w niej zwiazek miedzy
punktami bifurkacyjnymi wielomianu f : R? — R a algebrg wielomianéw ograniczonych na
zbiorze S, = {x € R?: 0 < f(z) < ¢}, c€R, ¢ > 0.

Oznaczmy przez A(X) zbiér wielomianéw pierscienia R[z,y|, ktére sa ograniczone na
zbiorze X C R%. Gléwnym wynikiem tej pracy jest

Twierdzenie 31 ( [33], Theorem 3.1) Wezmy dowolny wielomian f : R? — R oraz liczby
¢, ¢ € R takie, zZe 0 < ¢ < ¢é. Jedli [¢,é] N Boo(f) = 0, to A(S.) = A(Sz).
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Zamiast rozwazaé wielomian f, mozna rozwazaé¢ wielomian f — a, gdzie a € R i wtedy
powyzszy wynik przenosi sie¢ na przypadek algebr wielomiandéw ograniczonych na zbiorach
postaci {x € R? : a < f(x) < b}, gdzie a < b oraz na zbiory postaci A({z € R? : f(z) < b}).

W powyzszym twierdzeniu rozwazamy wielomiany rzeczywiste, jednak zbiér Boo(f) jest
zbiorem punktéow bifurkacyjnych tego wielomianu traktowanego jako wielomian zespolony.
Nie zmienia to jednak faktu, ze jest to zbior skonczony. Jak pokazali Z. Jelonek i K. Kurdyka
[JK1], zbiér ten ma co najwyzej d”~' — 1 punktéw, gdzie d jest stopniem wielomianu, a n -
liczba zmiennych (w naszym przypadku n = 2). W zwiazku z tym istnieje co najwyzej 2d — 1
réznych algebr A({z € R?: f(z) < b} dla b € R, gdzie d = deg f.

Istotnymi punktami w dowodzie twierdzenia 31 bylo twierdzenie Puiseux z parametrem
autorstwa T. Krasinskiego [Kra;, Krag| oraz poréwnywanie dwéch norm w przestrzeni wielo-

mianéw rzeczywistych jednej zmiennej.

Badania pierscieni wielomianéw ograniczonych na zbiorach semialgebraicznych prowadzo-
ne sa od niedawna. Byly one studiowane na przyklad przez E. Beckera i V. Powersa [BP],
C. Scheiderera [Sches] M. Schweighofera [Schw;| K. Schmiidgena [Schms|, S. Kuhlmanna
i M. Marshalla [KM]. Wazna inspiracja do tych badan byl wynik K. Schmiidgena [Schms],
ktory opisaliémy wczeséniej. Dotyczy on problemu momentu na zwartych zbiorach semialge-
braicznych (patrz tez wyniki S. Kuhlmanna i M. Marshalla [KM]) i pokazuje zwiazek miedzy
algebra wielomianami ograniczonymi i optymalizacja (patrz na przyktad [Mars)).

5. Ciala rzeczywiste. W pracy [32] podajemy elementarng geometryczna konstrukcje
dowolnego ciata rzeczywiécie domknietego w terminach ciata funkcji Nasha. Podajemy row-
niez charakteryzacje cial Archimedesowych w terminach cial funkcji Nasha.

W badaniach dotyczacych 17 problemu Hilberta podstawowsa role odgrywaja porzadki
w cialach rzeczywistych k (patrz [Al], [AGR], [Ar], [AS], [BE], [Broci], [Dug], [Gu], [Mary],
[PD]). Wobec twierdzenia Artina-Schreiera [AS], studiowanie porzadkéw sprowadza si¢ do
studiowania rzeczywistych domknieé¢ ciata k. W pracy [32] podano geometryczna uniwersalna
konstrukcje dowolnego ciala rzeczywiscie domknigtego. Sprowadza sie ona do konstrukeji rze-
czywistych domknieé ciata funkcji wymiernych k = Q(Ar), gdzie Ap = (Ay: t € T), T # 0,
jest uktadem dowolnej iloéci zmiennych. To daje pelna informacje na ten temat, poniewaz kaz-
de cialo rzeczywiscie domkniete R jest izomorficzne (z zachowaniem porzadku) z domknieciem
rzeczywistym pewnego ciata Q(Ar). W pracy tej zakladamy lemat Kuratowskiego-Zorna, wiec
zbiér T moze by¢ uporzadkowany liniowo, jesli tylko T # §).

L. Brocker [Brocy] udowodnil tzw. Ultrafilter Theorem, Ze istnieje wzajemnie jednoznacz-
na odpowiednio$¢ miedzy rodzing ultrafiltréw i rodzina porzadkéw w Q(Ar), lub réwnowaznie
z rodzing rzeczywistych domknieé ciala Q(Ar). W pracy [32] dowodzimy, ze istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy rodzina porzadkéw w ciele Q(Ar) i rodzing tzw. filtréw
prostych [32, Theorem 5.2, Proposition 2.4, Corollary 2.5]. Przez filtr prosty rozumiemy filtr
2 podzbioréw przestrzeni R” okreélony warunkami:

1) dla kazdego zbioru algebraicznego V' C R”, gdzie V. = P~1(0), P € Q[A7], pewna
sktadowa topologiczna zbioru R” \ V nalezy do (2 i kazdy zbiér U € {2 jest taka sktadowa,

2) dla kazdych Uy, Us € {2 istnieje Us € 2 taki, ze U3 C Uy N Us.

Odpowiednios¢ miedzy porzadkami i filtrami prostymi jest nastepujaca: dla kazdego porzadku
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>~ ciala Q(Ar) istnieje jedyny filtr prosty (2 taki, ze f > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f > 0
na pewnym zbiorze U € {2, gdzie > jest zwyklym porzadkiem w R. Odwrotnie, kazdy filtr
prosty {2 wyznacza jedyny porzadek > ciala Q(Ar) w powyzszy sposéb.

Gléwnym wynikiem pracy jest [32, Theorem 5.2], gdzie podajemy konstrukcje dowolnego
domknigcia rzeczywistego ciala Q(Ar) w terminach funkcji @Q-Nasha. Funkcje f : U — R
nazywamy funkcja Q-Nasha, gdy zbiér U jest sktadowa topologiczna pewnego zbioru R\ V,
gdzie V.= P~1(0), P € Q[Ar] oraz istnieje niezerowy wielomian F' € Q[Ar, Z] taki, ze
F(\ f(A) =0 dla A € U. Dla dowolnego filtra prostego (2 oraz dowolnego zbioru U € {2,
pierscien N(U) funkcji Q-Nasha na zbiorze U jest dziedzing. W zbiorze Jyeo N (U) wpro-
wadzamy relacje réwnowaznosci “~7: (f1 : Uy — R) ~ (fy : Uy — R) wtedy i tylko wtedy,
gdy filu, = fa|u, dla pewnego zbioru Us € 2. Wéwezas zbiér Ny, klas réwnowaznosci relacji
“~” z naturalnymi dzialaniami dodawania i mnozenia jest ciatem, ktére jest rzeczywistym
domknieciem ciata Q(Ar).

W jezyku filtréw prostych mamy nastepujaca charakteryzacje porzadkéw archimedeso-
wych ciata Q(Ar):

Twierdzenie 32 ( [32], Theorem 3.1) Porzqdek = ciala Q(Ar) jest archimedesowy, wtedy
i tylko wtedy, gdy dla filtra prostego {2 wyznaczajgcego =, zbior (Nyen U jest niepusty.

Powyzsze wyniki nawiazuja do geometrycznej konstrukeji algebraicznego domkniecia ciata
funkcji wymiernych C(Ay, ..., A,,) uzyskanego przed habilitacja w pracy [7].

W modelu tym, kazde rézniczkowanie d : No — Ng jest postaci d(f) = > er gt%{t’
gdzie (g € N : t € T) jest dowolng rodzing elementéw zbioru Np,. Konstrukcja ciala Ny
przenosi sie réwniez na dowolne ciala algebraicznie domkniete charakterystyki zero, a wiec
ciala rézniczkowo domkniete musza by¢ takiej postaci. Trudno jednak stwierdzié¢ jak dobraé
rézniczkowanie, aby uzyskaé¢ cialo rézniczkowo domkniete.

Realizowane projekty badawcze

W 2007 roku kierowalem projektem promotorskim nr NN201 2600 33 pt: Nierdownosé
Lojasiewicza a analityczna réownowainosé funkcji w nieskonczonodci, ktéry przyczynit sie do
powstanie rozprawy doktorskiej G. Skalskiego.

W latach 2009-2010 bylem koordynatorem ze strony polskiej Grantu POLONIUM no
7862/R09/R10 pod tytutem: Zbiory i odwzorowania semialgebraiczne w nieskoriczonosci.
Koordynatorem ze strony francuskiej byt K. Kurdyka. Wynikiem realizacji projektu byty
prace [27,28]. Podczas realizacji projektu powstala koncepcja wspolpracy naukowej miedzy
naszym Wydzialem i Laboratoire de Mathematiques de 1’ Universite de Savoie Mont Blanc
(Francja).

Od 08.07.2013 kieruje realizacja grantu NCN (OPUS) UMO-2012/07/B/ST1/03293 pod
tytutem Sumy kwadratéow a wyktadnik Lojasiewicza. W wyniku realizacji tego projektu po-
wstalo cykl prac naukowych [33,34,36—40] oraz prace innych autoréw, ktérych wyniki zapre-
zentowano na konferencjach naukowych krajowych i zagranicznych.
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Osiggniecia w zakresie opieki naukowej i ksztalcenia mlodej
kadry

Postepowania o nadanie stopienn doktora

Zakonczone nadaniem stopnia doktora przewodach doktorskich, w ktorych
Stanistaw Spodzieja uczestniczyt w charakterze promotora

1. dr Skalski Grzegorz, Uniwersytet ¥.6dzki, rok uzyskania stopnia 2007.
Tytul rozprawy: Nieréwno$é Lojasiewicza a analityczna rownowazno$é funkcji w nieskonczo-
nosci.

2. dr Osinska-Ulrych Beata, Uniwersytet f.6dzki, rok uzyskania stopnia 2008.
Tytul rozprawy: O rozszerzaniu odwzorowan reqularnych z zachowaniem wyktadnika Lojasie-

wicza w nieskonczonosci.

3. dr Michalska Maria, Uniwersytet Lodzki, Uniwersytet Sabaudzki (doktorat w trybie
cotutelle), rok uzyskania stopnia 2012. Ze strony francuskiej z Uniwersytetu Sabaudzkiego
promotorem byt prof. Krzysztof Kurdyka.

Tytul rozprawy: Algebras of bounded polynomials on unbounded semialgebraic sets.

4. dr Rozycki Adam, Uniwersytet .6dzki, rok uzyskania stopnia 2014.
Tytul rozprawy: Efektywna charakteryzacja zbioru odwzorowan liniowych definiujgcych krot-
nosc¢ niewtasciwego zera odwzorowania wielomianowego.

Otwarte przewody doktorskie, w ktérych Stanistaw Spodzieja uczestniczy w cha-
rakterze promotora

1. mgr Migus Piotr, Uniwersytet L.6dzki, przewéd otwarty w 2013 roku,
Temat rozprawy: Lokalna réwnowazno$c¢ klasy C" — ztozona praca doktorska.

2. mgr Szlachcinska Anna, Uniwersytet L.0dzki, otwarty przewdd doktorski w 2013 roku,

Temat rozprawy: Wykladnik Lojasiewicza zbiorow i odwzorowarn semialgebraicznych.

3. mgr Klepczarek Michatl, Uniwersytet ¥.6dzki, otwarty przewdd doktorski w 2014 roku,
Temat rozprawy: Trywializacja funkcji analitycznej na hiperpowierzchni.

Rozprawy doktorskie, w ktorych Stanistaw Spodzieja jest opiekunem

1. mgr Gala-Jaskérzynska Aleksandra, Uniwersytet Lodzki,
2. mgr Kuta Katarzyna, Uniwersytet Lodzki.

Sporzadzone recenzje w przewodach doktorskich, postepowaniach habilitacyj-
nych lub przewodach habilitacyjnych

Sporzgdzone recenzje w postepowaniach habilitacyjnych:
1. Jasiczak Michat, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu — recenzent 2013 r.
Dzieto: Problem podzielnosci i interpolacji dla funkcji holomorficznych wielu zmiennych.

2. Biatas-Ciez Leokadia, Uniwersytet Jagiellonski — recenzent 2014r.
Dzieto: Wybrane nieréwnosci wielomianowe w kontekscie funkcji Greena.

3. Kosinski Lukasz, Uniwersytet Jagiellonski — recenzent 2016 r.
Dzieto: Interpolacyjne problemy Nevanlinny-Picka.

43



Sporzgdzone recenzje w przewodach doktorskich:

1. Brzostowski Szymon, Uniwersytet Lodzki - recenzent 2008 r.
Rozprawa pod tytutem Pierwiastki aproksymatywne wielomiandw.

2. Kowalska Agnieszka, Uniwersytet Jagiellonski — recenzent 2008 r.
Rozprawa pod tytulem: Aproksymacja wielomianowa na zbiorach semialgebraicznych.

3. Oleksik Grzegorz, Uniwersytet Lodzki - recenzent 2011 r.
Rozprawa pod tytulem Wykladnik Eojasiewicza osobliwo$ci niezdegenerowa- nych.

4. Antoniewicz Anna, Uniwersytet Jagielloniski — recenzent 2011 r.
Rozprawa pod tytutem O pewnych powierzchniach z podzielnymi zbiorami osobliwosci.

5. Walewska Justyna, Uniwersytet Lodzki - recenzent 2012 r.
Rozprawa pod tytutem Liczby Milnora w rodzinach osobliwosci niezdegenerowanych krzywych

plaskich.

Pozostale osiggniecia w zakresie ksztalcenia mtodej kadry

Opublikowalem na stronie internetowej Wydziatu Matematyki i Informatyki UL, podrecz-
nik [49] do wyktadu z Analizy Matematycznej 112 (416 stron). Obejmuje on swym zakresem
wyklad z analizy matematycznej jednowymiarowej. Pierwsza wersja tego podrecznika [25]
zostala opublikowana na stronie internetowej Wydziatu Matematyki i Informatyki UL, przed
habilitacja. Obecna wersja jest wersja poprawiong i poszerzona. Dodano w niej paragraf o
iloczynach nieskonczonych; rozwinieto rozdzial o szeregach Fouriera; podano informacje i licz-
bach zespolonych, gdzie udowodniono zasadnicze twierdzenie algebry oraz przestepnos¢ liczb
7 i e. Uzupelniono réwniez zadania po kazdym rozdziale.
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Dzialalno$¢é popularyzujgca nauke

W ramach dzialalnosci popularyzujacej nauke, wspélnie z T. Krasinskim opracowalismy
i wydaliSmy dziela wybrane prof. Z. Charzynskiego (patrz pozycja [42] w spisie publikacji).

Zorganizowalem cztery obozy naukowe dla studentow Wydzialu Matematyki i Informaty-
ki UL, w ramach projektéw Kierunki Zamawiane: Bukowina Tatrzanska, 06.07 - 15.07.2010 r.;
Szklarska Poreba, 08.07 - 17.07.2011 r.; Szczyrk, 05.07 - 14.07.2012 r.; Szczyrk, 11.07 -
20.07.2013 r.

Wyglositem referaty na konferencjach i obozach naukowych:

1. Studencki ob6z naukowy, Bukowina Tatrzanska 06.07-15.07.2010.
Referat pod tytulem: O ukladach rownan i nieréwnosci wielomianowych.

2. Studencki obdz naukowy, Szczyrk 11.07-20.07.2013.
Referat pod tytutem: Ciala rzeczywiste.

3. Konferencja Horizons in mathematics - WCMCS conference for students, Bedlewo
17.03-21.03. 2014.
Referat pod tytutem: Wielomiany wypukle i aproksymacja sumami kwadratéw.

Studenci naszego wydziatu organizuja coroczne konferencje Matematyka ubezpieczen i in-
westycji, na ktore przygotowuja referaty oparte na ich wlasnych badaniach. Po kilku tych
konferencjach zmobilizowalem studentéw do napisania artykuléw zwigzanych z ich badaniami
naukowymi i tematem konferencji. Artykutly te opracowatem, i wydatem wspdlnie z A. Rogala
(patrz [43]) w Wydawnictwie UL jako materialy pokonferencyjne.

Dziatalno$¢é organizacyjna

Od 2010 roku pelnie funkcje kierownika Katedry Funkcji Analitycznych i Réwnan Roz-
niczkowych na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lédzkiego.

W kadencjach 2008-2012 i 2012-2016 pelnitem funkcje Prodziekan ds. studenckich na
Wydziale Matematyki i Informatyki Uk.

Od 2010 roku jestem organizatorem corocznych konferencji krajowych: Konferencja Szko-
leniowa z Geometrii Analitycznej i Algebraicznej Zespolonej na Uniwersytecie Lédzkim. Do
dzisiaj odbytlo sie 37 konferencji.

Nawigzalem bezposrednia wspdlprace naukowa z Uniwersytetem Sabaudzkim Mont Blanc
(Francja). Umowa zostala podpisana w 2008 roku. W ramach tej wspélpracy wypromowano
jeden doktorat w systemie cotutelle i powstal cykl prac naukowych dotyczacych wtasnosci
metrycznych zbioréw semialgebraicznych i zastosowan w optymalizacji.

Kierowalem trzema projektami Programu Operacyjnego Kapital Ludzki w latach 2008-
2015 w ramach tak zwanych Kierunkéow Zamawianych.
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