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Wprowadzenie do problemu zawierania

Twierdzenie (Nagata-Zariski)

Niech | C Clxg, ..., xn] bedzie ideatem radykalnym i niech V(1) bedzie jego
zbiorem zer. Wtedy elementami I\™ s3 wszyskie wielomiany znikajace wzdtuz
V(1) z krotnoscia co najmniej m.

Definicja

Niech P = {Py, ..., Ps} bedzie zbiorem wzjemnie réznych punktéw w PV. Przez
I(P;) oznaczamy ideat wielomianéw znikajacych w punkcie P;.
Definiujemy ideat zbioru punktéw P jako
I(P)=1(P1)N---N1(Ps).
Woéwczas m — ta potega symboliczng m > 1 ideatu /(P) nazywamy ideat

I(PY™ = [(P)™ N -0 I(Ps)™
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Wprowadzenie do problemu zawierania

Niech I C K[xo, ..., Xs] bedzie jednorodnym ideatem radykalnym, dla jakich mi r
zachodzi zawieranie
1™ 2
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Wprowadzenie do problemu zawierania

Niech I C K[xo, ..., Xs] bedzie jednorodnym ideatem radykalnym, dla jakich mi r

zachodzi zawieranie
1m 2

Twierdzenie (Ein-Lazarsfeld-Smith, Huneke-Hochster)

Niech | C K[xo, ..., x,] bedzie ideatem jednorodnym, o tej wtasnosci, ze kazda
sktadowa zbioru zer V/(/) ma kowymiar co najwyzej e. Wtedy zachodzi inkluzja

[m cyr

pod warunkiem, ze m > er.
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Wprowadzenie do problemu zawierania

W szczegélnosci dla przypadku ptaszczyzny rzutowej P? fakt ten méwi, ze dla
skonczonych zbioréw wzajemnie réznych punktéw P = {Pi, ..., Ps} oraz
stowarzysznych z nimi ideatéw radykalnych / zawsze zachodzi

1) .

W 2006 roku Huneke zadat pytanie czy zachodzi zawieranie dla wiekszego ideatu.

Niech P C P? bedzie skoficzonym zbiorem wzajemnie réznych punktéw oraz /
stowarzyszonym ideatem radykalnym. Czy zachodzi zawieranie

1G) 122
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Wprowadzenie do problemu zawierania

Huneke zauwazyt, ze zawieranie zachodzi gdy ciato ma charakterystyke 2, jednak
nie zachodzi w ogdlnosci. Pierwszy kontrprzyktad podali Dumnicki, Szemberg i
Tutaj-Gasinska bazujac na konfiguracji dualnej Hessego dla 9 prostych i 12
punktéw potréjnych?.

Gtéwnym celem tej prezentacji jest dodanie do listy istniejacych kontrprzyktadéw
kolejnego, bazujacego na konstrukcji Yoshinagi, bedacego uktadem 18 prostych.

1Dumnicki, M., Szemberg, T., Tutaj-Gasinska, H.: Counterexamples to the 13) ¢ 2
containment. J. Alg. 393: 24-29 (2013).




Wprowadzenie do problemu zawierania

Twierdzenie

Niech P bedzie zbiorem punktéw osobliwych konstrukcji Yoshinagi 18 prostych
oraz niech | bedzie stowarzyszonym ideatem radykalnym. Wtedy

18 g 2,
Niech I3 bedzie ideatem radykalnym podzbioru punktéw potréjnych. Wtedy nadal

19 g 2.
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Konstrukcja Yoshinagi

Zaczynamy od ukfadu Fermata 18-stu prostych, ktéry jest zadany przez zera
wielomianu

Qlx,y,2z) = (x* = y°)(y® — 2°)(° — x%).
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Zaczynamy od ukfadu Fermata 18-stu prostych, ktéry jest zadany przez zera
wielomianu

Qlx,y,2z) = (x* = y°)(y® — 2°)(° — x%).

Sasiedni obrazek pokazuje
pomyst stojacy za konstrukcja,
nie mozna go zrealizowa¢ nad
liczbami rzeczywistymi ze
wzgledu na stynne twierdzenie
Sylvester-Gallai.
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Teraz przedstawimy zarys konstrukcji Yoshinagi, ktéry oparty jest na interesujacej
deformacji.

Niech ¢ € R bedzie duza liczba rzeczywista (dla nas wystarczy wzia¢ ¢ = 15).
Ustalamy a := e

Teraz wykonujemy odpowiednie przeksztatcenia trzech pekéw prostych, z ktérych
kazdy sktada sie z 6 prostych przecinajacych sie jednoczesnie w jednym punkcie -
te punkty sa trzema ,reflektorami” w uktadzie Fermata. Co wiecej, ta deformacja
jest dos¢ wymagajaca z uwagi na fakt, ze bedziemy utrzymywac¢ siatke
posiadajaca 36 potréjnych punktéw, jak w konstrukcji Fermata.
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Naszym punktem wyjscia jest wielomian, ktéry okresla szesciokrotny punkt

przeciecia, wezmy Pi(x,y,z) = x® — y®. Deformacja jest zadana nastepujacym

wielomianem

Pi(x,y,z) = (x> = y®)(x + y — cz)(ax + a°y + cz)(a°x + ay + cz),

fatwo zauwazyé¢, ze P’ definiuje uktad, ktéry moze by¢ postrzegany jako uktad
symplicjalny A;(6) majacy doktadnie 6 prostych, 4 punkty potréjnie i 3 punkty
podwdjne. Bezposrednie obliczenia prowadza do

Pi(x,y,z) = x® — y® + 3cx*yz — 3exy*z — 3x323 + 3y373
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Rozwazmy cykliczna permutacje zmiennych t(x, y, z) = (y, z, x), wtedy
definiujemy nowe wielomiany w C|[x, y, z] wzgledem dziatania t-permutacji,
mianowicie P(x,y,z) = TP; = Pj(y, z,x) oraz Pi(x,y,z) = 2P} = P{(z,x, ).

Niech P := PjP},Pj. Okazuje sie, ze P rozktada sie na czynniki liniowe i daje
uktad prostych Yoshinagi.
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Konstrukcja Yoshinagi
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Prezentujemy réwnania wszystkich 18 prostych (biorac ¢ = 15).
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Na poprzednim rysunku prezentowalismy pomyst stojacy za konstrukcja Yoshinagi,

pamietajmy, ze takiego uktadu nie mozna skonstruowaé nad R.
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Niezawieranie

Teraz opiszemy schemat dowodzenia niezawierania. W wiekszosci przypadkéw
mamy nastepujaca droge postepowania:

@ Rozwazmy uktad prostych A = {4, ..., ¢4} C P4 majacych pewne
ekstremalne wiasciwosci (w sensie geometrii lub kombinatoryki), dla nas
najwazniejsze jest to, ze dana konfiguracja ma duza liczbe potréjnych
punktéw przeciecia w poréwnaniu z innymi punktami osobliwymi.

o Bierzemy forme jednorodna, ktéra jest iloczynem réwnan definiujqcych proste
tj, jezeli ¢; = V(f;), wtedy F = f, - ... - fy. Pokazujemy, ze F € 1®)\ |2, gdzie
| jest stowarzyszonym ideatem radykalnym podzbioru punktéw osobliwych A
— w wigkszosci przypadkéw | opisuje zbiér punktéw potréjnych lub punktéw
przeciecia z wieksza krotnoscia.
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najwazniejsze jest to, ze dana konfiguracja ma duza liczbe potréjnych
punktéw przeciecia w poréwnaniu z innymi punktami osobliwymi.

o Bierzemy forme jednorodna, ktéra jest iloczynem réwnan definiujqcych proste
tj, jezeli ¢; = V(f;), wtedy F = f, - ... - fy. Pokazujemy, ze F € 1®)\ |2, gdzie
| jest stowarzyszonym ideatem radykalnym podzbioru punktéw osobliwych A
— w wigkszosci przypadkéw | opisuje zbiér punktéw potréjnych lub punktéw
przeciecia z wieksza krotnoscia.

W dalszej czesci przez | oznaczamy ideat radykalny wszystkich 57 punktéw
osobliwych, oraz przez I3 ideat radykalny wszystkich punktéw potréjnych w
konfiguracji Yoshinagi.
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Niezawieranie

Tutaj zastosowalismy nieco inng strategie, a mianowicie efektywnie wyliczamy
generatory drugiej potegi algebraicznej i trzeciej potegi symbolicznej danego
ideatu, redukujemy wszystkie generatory /) w stosunku do /2, i wyszukujemy
konkretny element, ktéry znajduje sie w /G)\ /2,
Proste sprawdzenie wyzej wymienionego elementu ujawnia, ze jest to iloczyn (z
doktadnoscia do niezerowej statej) réwnan 18-stu prostych, definiujacych uktad
Yoshinagi i réwnania
x3 +y3 + 23— @xyz

225

opisujacego gtadka krzywa stopnia 3.
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Niezawieranie

Ta krzywa eliptyczna ma duze znaczenie w kontekscie braku zawierania, poniewaz
przechodzi przez wszystkie 9 punktéw podwdjnych z krotnoscig 1. Co wiecej,

: 2 S\ — (1 - _ 3379
krzywa ta jest elementem peku Hessego® z (u: \) = (1: —35).

Z drugiej strony okazuje sie, ze w przypadku /3 mozemy pokaza¢, ze element
znajdujacy sie w I§3) \ /2 jest zadany dokfadnie przez iloczyn 18 réwnaf prostych,
a ten scenariusz pasuje do przedstawionego schematu. Wszystkie obliczenia sa

wykonywane przy uzyciu programu do obliczen symbolicznych Singular.

2Artebani, M., Dolgachev, |.: The Hesse pencil of plane cubic curves. Enseign. Math. (2) 55,
No. 3-4: 235-273 (2009).
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Niezawieranie

Warto wspomnieé, ze podobne zjawisko zaobserwowali Pokora i Roé dla
konfiguracji Kleina 21 stozkowy oraz 21 prostych®. Doktadniej, uktad punktéw
osobliwych sktada sie z 189 poczwérnych punktéw, 252 potréjnych punktéw i
42 = 21 - 2 podwdjnych punktéw przeciecia - te podwdjne punkty sg doktadnie
przecieciami miedzy parami prostych i stozkowych. Jesli przez | oznaczymy ideat
radykalny wszystkich 483 punktéw osobliwych, to element niezerowy z /(3) \ /2
jest iloczynem réwnan 21 prostych, 21 stozkowych i gtadkiej krzywej stopnia 6
przechodzacej przez 42 punkty podwdjne - jest to Hesjan kwartyki Kleina.

3Pokora, P., Roé. J.: The 21 reducible polars of Klein's quartic. Exp. Math.,
https://doi.org/10.1080/10586458.2018.1488155.
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Dziekuje za uwage!




