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Definicja (Potega symboliczna)

Niech Z C R = K]xy, ..., xy] bedzie ideatem jednorodnym. Dla
nieujemnej liczby caltkowitej m, definiujemy m-ta potega
symboliczng ideatu 7 jako

7™ = Klxo,...,xn] N ( ﬂ 15),
QEAss(T)

gdzie Ass(Z) oznacza zbior wszystkich idealow pierwszych
stowarzyszonych z 7, a Zg lokalizacje Z w ().
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Przyktad

Rozwazmy 3 niewspoliniowe punkty P = [1:0: 0],
Py=1[0:1:0], P3=1[0:0:1] w P2 Oznaczmy przez T ideal
generowany przez te punkty, wtedy

T = I(P) NZ(Py) NZ(Py) = (y,2) N {,2) O (a,y) = {yz, 2, 29)

oraz

T2 = (2%, 2Pyz, wyPz, 2222wyt 2R =
(2, 9)* N (2, 2)2 N (y,2)* N (2%, 97, 22).

Otrzymujemy

Ass(T) = {Z(Py),Z(P),Z(Ps)} & Ass(T?) = Ass(T)U{(x,y, 2)}|
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I®) = (2,92 N (2, 2)2 N (y,2)? =

(2%, yz,y%) N (2%, 12, 2%) N (Y2, 2y, 2?) =

2.2 2.2 2 2
(wyz, z°y”, x°2%, y*2°).
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Rozwazamy w tej prezentacji tylko Z C Clxo, ..., zy].
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Twierdzenie (Nagata-Zariski)

Niech Z C Clxy, . . ., xy) bedzie ideatem radykalnym i niech V(7)
bedzie jego zbiorem zer. Wtedy elementami Z(™ sa wszystkie
wielomiany znikajace wzdtuz V(Z) z krotnoscia co najmniej m.
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Twierdzenie (Nagata-Zariski)

Niech Z C Clxy, . . ., xy) bedzie ideatem radykalnym i niech V(7)
bedzie jego zbiorem zer. Wtedy elementami Z(™ sa wszystkie
wielomiany znikajace wzdtuz V(Z) z krotnoscia co najmniej m.

V.

Definicja

Niech P = {P,..., Ps} bedzie zbiorem parami réznych punktow
w PV. Symbolem Z(P;) bedziemy oznaczaé ideal wszystkich
wielomianéw znikajacych w punkcie F;.

Wowczas ideal zbioru punktéw P mozna przedstawié jako

Z(P)=Z(P)N---NI(Ps).

W tej sytuacji dla m-tej potegi symbolicznej m > 1 ideatu
Z(P)™ mamy wzor

Z(P)™ = Z(P)™ N+ NI(P)™.

v
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Definicja
Niech Z bedzie dowolnym jednorodnym ideatem. Stopniem
inicjujacym «(Z) nazywamy liczbe

a(Z) :=min{deg f : 0 # f € T}.

Jest to najmniejszy stopien niezerowego wielomianu w Z.
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Definicja
Niech Z bedzie dowolnym jednorodnym ideatem. Stopniem
inicjujacym «(Z) nazywamy liczbe

a(Z) :=min{deg f : 0 # f € T}.

Jest to najmniejszy stopien niezerowego wielomianu w Z.

Przyktad

Rozwazmy 3 niewspolliniowe punkty P = [1:0: 0],
Po=1[0:1:0], P3=1[0:0:1] w P2 Oznaczmy przez Z ideal
generowany przez te punkty, wtedy

I =1I(P)NI(P) NL(Bs) = (yz, vz, 2y)

oraz a(T) = 2, a(T?) = 3.
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Definicja
Niech dany bedzie ideat jednorodny Z. Statag Waldschmidta
nazywamy liczbe rzeczywista

a(Z) = inf a(I—(m)).
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Zarys historyczny

o Notacja statej Waldschmidta ewoluowata na przestrzeni lat;
o W latach 80 Chudnovsky studiowal stata Waldschmidta;

o W algebrze przemiennej stale Waldschmidta zostaty
wprowadzone w pracach Bocci, Harbourne ! 2, Dumnicki,
Szemberg i Tutaj-Gasinska 3.

1 Cristiano Bocci and Brian Harbourne. “Comparing powers and
symbolic powers of ideals”. In: J. Algebraic Geom. 19.3 (2010).

2Cristiano Bocci and Brian Harbourne. “The resurgence of ideals of
points and the containment problem”. In: Proc. Amer. Math. Soc. 138
(2010).

3M. Dumnicki et al. “Linear subspaces, symbolic powers and Nagata
type conjectures”. In: Adv. Math. 252 (2014).
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State Waldschmidta sa znane tylko w niewielu przypadkach.
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Motywacja

State Waldschmidta sa znane tylko w niewielu przypadkach.
Motywacjg powstajacej mojej rozprawy doktorskiej pt.
"Asymptotic invariants of configurations of points determined
by complex reflection groups" jest powiekszenie listy znanych
przypadkow.
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Konfiguracja H3

15 punktéw konfiguracji Hs

<p—1+\/5
2
P =[1:0:0] Py=1[0:1:0] Py=1[0:0:1]
Pi=[l:p:¢’] DP=[-1l:p:¢"] Ps=[1:—p:¢’]
Pr=[l:¢:=¢?] B=[p:—¢°:1] Py=[-p:¢":1]
Po=[p:¢°:-1] Pu=[p:¢°:1] Po=[p":1:—¢
Py=[p*:=1:9] Pu=[-¢":1:9] Pi=][p":1:¢] )
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Roéwnania prostych

Lity—(p—-12=0, Ly:y+(p—1)2=0, Ly:a—pz=0,
Ly:x+9pz=0, L5:x—(g0—1)y=0, Lﬁ:x—i-(go—l)y:O.
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Twierdzenie (Stata Waldschmidta dla konfiguracji Hz) J

a(I,) = 3.
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Konfiguracja gwiazdzista dla P2

Definicja

Niech m € Z i m > 2. Méwimy, ze zbioér
{6;ne;:1<i<j<m}CP?

jest konfiguracja gwiazdzisty jezeli sktada sie z (Z‘) réznych
punktow.
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Konfiguracja gwiazdzista dla P2

Definicja

Niech m € Z i m > 2. Méwimy, ze zbioér
{6;ne;:1<i<j<m}CP?

jest konfiguracja gwiazdzisty jezeli sktada sie z (7;“) réznych
punktow.

0:0:1 [1:0:0]
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Przyktad
Konfiguracja Hj jest konfiguracja gwiazdzista.
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Przyktad

Konfiguracja Hj jest konfiguracja gwiazdzista.
Kazdy punkt ze zbioru (g) = 15 punktéw jest przecieciem
pewnej pary sposrdd 6 prostych.
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Konfiguracja Hy

60 punktéw konfiguracji Hy

Pr=[1:0:0:0]
Py=[0:0:0:1]
Pr=[1:1:-1:1]
Pop=[1:-1:1:-1]

Po=[p:1:¢%:0]

Pro=lp:—1:—¢*: 0]
Pss=[p?: —p:1:0)
Psg=[1:9p?: —p:0)

Py,=1[0:1:0:0]
Ps=[1:1:1:1]
Py=[1:1:-1:-1]
Pyp=[1:-1:-1:1]

Pso=[p:1:—=¢":0]
Pss=1[p?:¢:1:0]

Psg=[p?: —p: —1:0]
Psg=[1:=¢*::0]

P;=100:0:1:0]
Ps=1[1:1:1:-1]
Py=[1:-1:1:1]
Po=[1:-1:-1:-1]

Psi=[p:—1:¢%:0]
Psy=1[p?:¢:—1:0]
Pyr=[1:¢?:¢:0]

Poo=[1:=¢*: —p: 0]
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Stata Waldschmidta dla konﬁg_

77
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Stata Waldschmidta dla konfiguracji Hy

77

Twierdzenie (Stala Waldschmidta dla konfiguracji Hy)
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Dziekuje za uwage!
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Twierdzenie (Stata Waldschmidta dla konfiguracji Hz) J

a(Ty,) = 3.

Dowo6d. Rozwazmy krzywa Li U ... U Lg znikajaca wzdtuz
kazdego punktu z konfiguracji z krotnoscia réwna 2. Stosujac
twierdzenie Nagata-Zariski dostajemy

a(I) < 3.

Aby dosta¢ ograniczenie dolne, przypusémy, ze dla dodatniej
liczby catkowitej m istnieje krzywa C stopnia 3m — 1 znikajaca
wzdtuz kazdego z 15 punktoéw konfiguracji z krotnoscia
przynajmniej m. Stosujac twierdzenie Bezout’a mamy, ze albo
Ly jest sktadowa C albo

3m—1=C.L1 > 5m,

co nie jest mozliwe.
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Ten sam argument dotyczy kazdej innej prostej Lo, ..., Lg.

Stad wspoélna sktadowa zawarta jest w C. W ten sposéb mozemy
wzia¢ L = L1 + ...+ Lg z C i otrzymujemy nowsg krzywa, Cy z
deg(C1) = 3m — 1 — 6 oraz krotnosé C w kazdym z tych punktow
konfiguracji Hs wynosi przynajmniej m — 2.

Powtarzajac ten sam argument k& > 2 razy, otrzymujemy krzywa
C, stopnia 3m — 1 — 6k > 1 z krotnoscia przynajmniej m — 2k w
kazdym z tych punktow konfiguracji Hs. Stosujac twierdzenie
Bezout’a otrzymujemy

3m —1— 6k > 5(m — 2k),

co nie jest mozliwe, poniewaz m > 2k lub L jest sktadowa Cy.
Poniewaz nie mozemy juz wyciagnaé prostej L z krzywej C
otrzymujemy sprzecznosé¢ z zatozeniem, ze krzywa C istnieje.
W zwiazku z tym nie ma elementu w I(H3)™) stopnia
mniejszego niz 3m.

W konsekwencji stata Waldschmidta dla konfiguracji punktow
Hj jest réwna 3.
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