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Dawno, dawno temu...
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Wiasno$é geproci a gridy w P3

Niezdegenerowany zbiér punktéw Z C P2 ma wtasnos¢
(a, b)-geproci jesli rzutowanie Z z ogdlnego punktu na ogdlna
pfaszczyzne jest zupetnym przecieciem typu (a, b).
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Wiasno$é geproci a gridy w P3

Niezdegenerowany zbiér punktéw Z C P2 ma wtasnos¢
(a, b)-geproci jesli rzutowanie Z z ogdlnego punktu na ogdlna

pfaszczyzne jest zupetnym przecieciem typu (a, b).
o

Zbior Z nazywamy (a, b)-gridem jesli

@ Z zawiera ab punktéw oraz,
e Z=ANBSB,

gdzie A jest suma a > 2 parami roztacznych prostych, B jest suma
b > a parami roztacznych prostych takich, ze kazda prosta ze
zbioru A przecina kazda prosta ze zbioru B w doktadnie jednym
punkcie.
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12 punktéw w P3

Twierdzenie

Niech Z bedzie niezdegenerowanym zbiorem z wtasnoscia
(3, 4)-geproci w P3, wtedy
a) Z jest (3,4)-gridem albo;

b) Z jest konfiguracja Ds.
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Konfiguracja Dy

Zbiér D, zawiera nastepujace punkty:
(0:1:1:0) (0:1:0:—-1) (0:0:1:1)
(1:0:1:0) (1:0:0:-1) (0:0:1:-1)
(1:1:0:0) (1:0:0:1) (0:1:0:1)
(0:1:-1:0) (1:0:-1:0) (1:-1:0:0)
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Konfiguracja Dy

Zbiér D, zawiera nastepujace punkty:

(0:1:1:0) (0:1:0:—-1) (0:0:1:1)
(1:0:1:0) (1:0:0:-1) (0:0:1:-1)
(1:1:0:0) (1:0:0:1) (0:1:0:1)
(0:1:-1:0) (1:0:-1:0) (1:-1:0:0)

Zbiér Dy lezy na 4 roztacznych prostych:

xX=y—z+w=0
y=x—z+w=0
z=x—-y+w=0
w=x+y+z=0.
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Konfiguracja Dy
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Konfiguracja F4

Zbiér F4 zawiera nastepujace punkty

(1:0:0:0), (0:1:0:0), (1:1:0:0),  (1:-1:0:0),
(0:0:1:0), (0:0:0:1), (0:0:1:1), (0:0:1:-1),
(1:0:1:0), (0:1:0:1), (1:1:1:1), (1:-1:1:-1),
(1:0:-1:0), (0:1:0' -1), (1:1:-1:-1), (1:-1:-1:1),
(1:0:0:1), (0:1:-1:0), (1:1:-1:1), (1:-1:1:1),
(1:0:0:-1), (0:1:1:0), (1:1:1:-1), (1:-1:-1:-1)
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Konfiguracja F4

Zbiér F4 zawiera nastepujace punkty

(1:0:0:0), (0:1:0:0), (1:1:0:0), (1:-1:0:0),
(0:0:1:0), (0:0:0:1), (0:0:1:1), (0:0:1:-1),
(1:0:1:0), (0:1:0:1), (1:1:1:1), (1:-1:1:-1),
(1:0:-1:0), (0:1:0' -1), (1:1:-1:-1), (1:-1:-1:1),
(1:0:0:1), (0:1:-1:0), (1:1:-1:1), (1:-1:1:1),
(1:0:0:-1), (0:1:1:0), (1:1:1:-1), (1:-1:-1:-1)

Zbiér F4 lezy na 6 prostych roztacznych:

z=w=0

x=y=0
x—z=y—w=0
X+z=y+w=0
x—w=y+z=0
x+w=y—z=0.
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Konfiguracja F4 - inne spojrzenie

Niech Q bedzie kwadryka zdefiniowana przez forme xw — yz.

Ly L, L3 Ly
My - (1,1,1,1) (1,4, 1 , ) (1,-1,1,-1) (1,-i,1,=i)
Ms : (1,1,4,4) (1,i,i,=1)  (1,=1,i,—1) (1,—i,i,1)
Ms - (1,1, 1,-1) (1,i, 1 i) (1,-1,-1,1) (1,—-i,—1,))
M4: (1717 ’7 ’) ( ) 1y ) (1,—1,—[,[) (1,—[,—[,—1)
ly: (1,0,0,1) (1,0,0,1) (1,0,0,-1) (1,0,0,—1)
ly : (0,1,1,0) (0,1,7,0) (0,1,-1,0) (0,1,-4,0)
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Uzupetnienie do zbioru K posiadajacego wtasnos¢ (6,6)—geproci

Niech K bedzie zbiorem punktdw: J

L Ly L3 Ly Ls Lg
(17171’1) (17’71:’) (1’ 1) (177”177’) (1707170) (0717071)
(1,1,i,i) (1,i,i,—1) (1,—1 o) (1,-ii1) (1,0,,0)  (0,1,0,1)
(1717_17_1) (lvlv_l _’) (17_1 _171) (17_’.7_17’.) (1v07_170) (0,1,0,—1)
(1’17_"’_") (l)iv_izl) (1’_1 _’7’) (17_’.7_’.)_1) (1)07"’0) (07170)_")
(1,0,0,1) (1,0,0,1) (1,0,0,-1) (1,0,0,—1) (1,0,0,0)  (0,0,0,1)
(0,1,1,0) (0,1,i,0)  (0,1,-1,0) (0,1,—i,0)  (0,0,1,0)  (0,1,0,0)
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Uzupetnienie do zbioru K posiadajacego wtasnos¢ (6, 6)—geproci

Niech K bedzie zbiorem punktdw:

Ly

Ly L3 Ly Ls Le
(17171’1) (17’71:’) (1’ 1) (177”177’) (1707170) (0717071)
(1,1,i,1) (1,i,i,-1) (1,—1 o) (1,-ii1) (1,0,i,0)  (0,1,0,i)

(1717_17_1) (lviv_lz_i) (17_1 _171) (17_’.7_17’.) (1v07_170) (0,1,0,—1)

(1,1,—i,—i)  (1,i,—i,1)  (1,-1,—i,i) (1,—i,—i,—1) (1,0,i,0)  (0,1,0,—i)
(17070’1) (1’07071) (170’0771) (1’070771) (1707070) (0707071)

(0,1,1,0) (0,1,1,0) (0,1,-1,0) (0,1,—i,0) (0,0,1,0)  (0,1,0,0)

Zbiér K posiada wtasnos¢ (6, 6)-geproci
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(4,6)-grid L

Rozwazmy (4, 6)-grid na kwadryce zdefiniowanej forma xw + yz:
1,i,-1,1) (1,-i,—-1,-i) (1,1,-1,1) (1,-1,-1,-1)
(1,i,1,—1) 1,-i1,7) (1,1,1,-1) (1,-1,1,1)
(1,i,i,1) (1, —i,i,—=1) (1,1,i,—i) (1,-1,i,i),
(1,i,—i,—1) (1,—i,—i,1) (1,1,—i, i) (1,—-1,—i,—i),
(1,4,0,0) (1,—4,0,0) (1,1,0,0 (1,-1,0,0),
(0,0,1,—1) (0,0,1,1) (0,0,1,-1) (0,0,1,1).
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(4,6)-grid L

Rozwazmy (4, 6)-grid na kwadryce zdefiniowanej forma xw + yz:

(1,i,—-1,i) (1,—i,—1,—i) (1,1,-1,1) (1,—-1,—1,—1)
(1,i,1,—i)  (1,—i,1,7) (1,1 ~1,1,1)
(1,i,i,1)  (1,—i,i,—1) (1,1,i,—i) —1,i,i),

(1,i,—i,—1) (1,—i,—i,1) (1,1 ) (1,-1,—i,—i),
(1,i,0,0)  (1,—i,0,0)  (1,1,0,0)

1

1
) (11_1’070)7
(0,0,1,—i)  (0,0,1,i)  (0,0,1,

) (0,0,1,1).

Uwaga

Ostatnie 8 punktéw lezy réwniez na kwadryce Q

\

\

|
| \
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Konfiguracja Kleina

Zbior punktow Zeg = K U L nazywamy konfiguracja Kleina.
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Konfiguracja Kleina

Zbior punktow Zeg = K U L nazywamy konfiguracja Kleina.

Pp=[0:0:1:1] P,=[0:0:1:1] P3=[0:0:1:-1]
Py=[0:0:1:—1] Ps=[0:1:0:1] Ps=1[0:1:0:1]
P;=[0:1:0:-1] Pg=[0:1:0:—i] Py=[0:1:1:0]
Po=[0:1:i:0] Pi1=[0:1:-1:0] Pip=[0:1:—i:0]
Pi3=[1:0:0:1] Pia=1[1:0:0:1] Pis=[1:0:0:-1]
Pig=[1:0:0:—1] Pi7=[1:0:1:0] Pig=[1:0:i:0]
Pig=[1:0:-1:0] Py =[1:0:—i:0] Pyy=[1:1:0:0]
Py =[1:i:0:0] Py =[1:-1:0:0] Py =[1:—i:0:0]
P25—[1:O:0:0] P26=[0100] P27—[02021 0]
Py =[0:0:0:1] Py =[1:1:1:1] Pyp=[1:1:1:-1]
P3p=[1:1:-1:1] Pypp=[1:1:-1:-1] Pz=[1:-1:1:1]
Py =[1:-1:1:-1] Py =[1:—-1:-1:1] P3gg=[1:—-1:—-1:-1]
Py =[1:1:i:1] Pyg=[1:1:i:—i] Pyg=[1:1:—i:1]
Pyo=[1:1:—i:—i] Pyy=[1:-1:i:1i] Pgpp=[1:-1:i:—i]
Paz=[1:—1:—i:1] Paa=[1:—1:—i:—i] Pss=[l:i:1:1]
Pagg=[1:i:1:—i] Pyz=[1:—i:1:1] Pag=[1:—i:1:—i]

[1:

[1:
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Konfiguracja Kleina

Punkty te otrzymujemy jako punkty przeciecia nastepujacych
prostych w P3: J
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Konfiguracja Kleina

Punkty te otrzymujemy jako punkty przeciecia nastepujacych
prostych w P3: J

b= V(x,y), f=V(z—w,x—y)
l3=V(z—w,x+y), by=V(z+i-w,x+i-y),
b=V(z+i-w,x—i-y), L=V(Zz+wx-—y),
l7=V(z+ w,x+y), bg=V(z—i-w,x+1i-y),
bo=V(z—i-w,x—1i-y), {ip=V(z,x),

by =V(y—w,x —2), lio=V(y —w,x+ 2),
lis=V(y+i-w,x+i-z), lu=V(y+i-wx—i-z),
b5 = (y+wx z), lie=V(y +Wx+z)
br=V(y—i-w,x+i-z), lg=V(y—i-wx—1i-2z),
b9 = V(w, ) b = V(y —z,x —w),
by =V(y—z,x+w), = (y—|—1 ZX—‘rI w),
bs=V(y+i-z,x—i-w), ly=V(y+zx—w),
bs =V(y+z,x+ w), b =V(y—i-z,x+1i w),
br=V(y—i-z,x—i-w), lyg=V(z,y),

by = V(w,y), l30 = V(w, z).
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Konfiguracja Kleina

Zbiér Zgg C P zawiera wszystkie punkty przeciecia prostych ze
zbioru IL3g. Ponadto, kazdy z punktéw ze zbioru Zgy lezy na
doktadnie trzech prostych ze zbioru IL3g.
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Konfiguracja Kleina

Zbiér Zgg C P zawiera wszystkie punkty przeciecia prostych ze
zbioru IL3g. Ponadto, kazdy z punktéw ze zbioru Zgy lezy na
doktadnie trzech prostych ze zbioru IL3g.

Twierdzenie

Zbidr Zsy posiada wtasnos¢ (6, 10)-geproci.

Justyna Szpond Przyktady zbioréw posiadajacych wtasnos¢ geproci



Konfiguracja Kleina

A/B|C|D|E|F A|B|C|D|E]|F
El + + 616 + +
ly + |+ || b7 + +
53 + + 518 + +
Uy + + l19 + | +
s + + || loo | + +
ls + | + {21 + +
{7 + | + || {22 + | +
lg + + || fo3 | + +
123 + + 24 + +
glO + + 625 + +
gll + + 526 + +
lip | + + Uo7 + | +
li3 | + + lag + | +
l14 + + {29 + +
U5 | + + l30 | + | +
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Konfiguracja Kleina

Niech P =[a: b: ¢ : d] bedzie punktem generycznym. Wtedy
rzutowanie Zgg na ptaszczyzne ogélng ma we wspotrzednych
(s: t: u) réwnanie:

Co = b(a* — bMtu(t* — u*) + c(a* — c*)su(u* — s*)

+d(a* — d*)st(s* — t*) + 5b(d* — c*)s*tu

+5¢(b* — d*)st*u + 5d(c* — b*)stu*

+10b(a%d? — b?c?)s?t3u + 10c(a?d? — b>c?)s3t%u
+10d(a%c? — b2d?)s3tu® + 10b(b%d? — a*c?)s?tu®
+10c(a?b? — c?d?)st?u® + 10d(c?d? — a?b?)st3u.
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Podziekowania
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