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Klasyczne twierdzenie Bertiniego

Twierdzenie

Niech X bedzie nieosobliwg, domknieta podrozmaitoscia P}, gdzie
k jest ciatem algebraicznie domknietym. Wéwczas istnieje
hiperptaszczyzna H C P’ nie zawierajgca X i taka, Ze przeciecie
H N X jest gtadkie w kazdym punkcie. Co wjecej, zbior
hiperptaszczyzn o tej wiasnosci stanowi otwarty i gesty podzbicr
petnego systemu liniowego |H| rozwazanego jako przestrzeri
rzutowa.
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Stozek algebraiczny Gy, Stopien globalny o( V)

fi,...,f - wielomiany jednorodne,

o Go=VI(A,...,f) - stozek algebraiczny.
V C C™ - zbiér algebraiczny, czystego wymiaru,
H C C™ - generyczna podprzestrzen afiniczna,
dimH = m—dimV,

e deg V = #(V N H) - stopien zbioru V.

V C C™ - zbiér algebraiczny,
V =VjU---U Vs - rozktad na skfadowe nierozktadalne,

@ )(V)=deg Vs + -+ deg V; - stopien globalny zbioru V.
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Stabe twierdzenie Bertiniego

Dla kazdego a € C, oznaczmy

Na(xt, ..., xm) = x1 +axp + -+ a™ I xp,.

Twierdzenie

Co C C™ - stozek algebraiczny czystego wymiaru q > 1,
0(G) < d. Wowczas zbior

A={acC: G N V(N,) - niewtasciwe }
Jest skoriczony. Co wiecey,

#A < d(m— q).
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Stabe twierdzenie Bertiniego

W powyzszym twierdzeniu, wtasciwos¢ przeciecia Co N V(N,) nie
moze zosta¢ zastgpiona transwersalnoscia.
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Stabe twierdzenie Bertiniego

Przyktad

Niech
C={(x,y,z) € C>:y? — 4xz = 0}.

Oczywiscie C \ {(0,0,0)} jest gfadkim stozkiem wymiaru 2. Niech

dlaaeC
Na(x,y,2) = x + ay + a°z.

Wowczas C N V(N,) # 0 dla kazdego a € C. Co wiecej, jesli
(0,0,0) # (x0, ¥0,20) € CNV(N,), to zg #0, a = 32 oraz

229

¥g
X0 = H Zatem

2

. —Y0 Yo _ —1
Ni(x,y,z) = x + 22 y+ —4232 s (—4zox + 2y0y — 4x02)
oraz T(xy v0,20)C = V(Na). To pokazuje, Ze przecigcie C N V(N,)

nie jest transwersalne w (xo, Yo, 20)-
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System niezaleznych funkgji liniowych

e L(m1)={N:C" = C, N - liniowe}

e System funkgcji Ny, ..., Ns € L(m,1), s > m, nazywamy
niezaleznym jesli dla kazdego ciggu 1 <ii < - <in <s
system N ,..., N;  jest liniowo niezalezny nad C.
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Gtéwny lemat

Kluczows role w dowodzie twierdzenie Bertiniego odgrywa

Lemat

Niech d, m, q, beda liczbami catkowitymi dodatnimi, m > 2,

m > q. Niech { = d(m — q) + q, oraz niech N; : C" — C,

1 <j <!, bedzie systemem niezaleznych funkgji liniowych.
Woéwczas dla kazdego stozka algebraicznego Cy C C™ takiego, ze
dim Gy < q oraz 6(Cy) < d, istniejg takiel < ih < --- < iq <, Ze

G N \/(N,'17 ce N,'q) = {0}
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Efekytwne twierdzenie Bertiniego (1)

Twierdzenie

Niech d, m, q beda takimi liczbami catkowitymi dodatnimi, ze
m > q, niech { =2d™9[(m — q)(d — 1) +1]97! + m — 1, oraz
niech N; € I.(m, 1), 1 < j < {, bedzie systemem niezaleznych
funkgcji liniowych. Wowczas

Ejl7---7jm—1 =

= {X € Cm . Hae(cm\{o} I\Ijl(a) — ... = Mm—l(a) = 0’ aXT = O}’

dlal <j1 <---<jm_1 </ jest systemem hiperpfaszczyzn, takich
ze dla kazdego nierozkfadalnego stozka algebraicznego V. C C™,
dimV = q, deg V < d takiego, ze V' \ {0} jest gtadki, istnieja takie
1<j1 < <jm-1<U{, Ze przeciecie X = VN Ej; . . jest
transwersalne w kazdym punkcie x € X \ {0} oraz zbior X \ {0}
Jest gtadki.
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Efekytwne twierdzenie Bertiniego (I1)

Twierdzenie

Niech d, m, q,s beda takimi liczbami catkowitymi dodatnimi, ze
m>gqiqg—12>s, niech

=d" 9 (m—-q)(d —1)+q— 1]+ m(qg— 1) — 1, oraz niech
N;j € L(m(q —1),1), 1 <j <, bedzie systemem niezaleznych

funkcji liniowych takich, ze

ACH IR, mg-1)-1 — {xeC™: Fa=(a1,,39-1)€(Cm)7-1\{0}
lel(a) == ,ij(q—l)71(a) = O, 31XT = 000 = asXT — 0}’

dlal<j <+ <jm_1 </ jest systemem podprzestrzeni liniowych
wymiaru m — s. Wowczas dla kazdego nierozktadalnego stozka
algebraicznego V. C C™, dimV = q, deg V < d takiego, ze

V' \ {0} jest gtadki, istnieja takie 1 < ji < -+ < jm(g-1)-1 < ¢, Ze
przecigcie X = V NV Ksjy . jia1)_1 JESE transwersalne w kazdym
punkcie x € X \ {0} i zbior X \ {0} jest gtadki.
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Poréwnanie oszacowah

Uwaga

Dla d > 1 i g < m oszacowanie liczby ¢ funkgcji liniowych w
twierdzeniu Bertiniego (I1) jest lepsze niz to uzyskane przez
wielokrotne uzycie oszacowania w twierdzeniu Bertiniego (1).
Istotnie, uzywajac twierdzenia Bertiniego (l) s-razy, potrzebujemy
przynajmnie]

s—14+2d™ 9 (m—-q)(d-1)+1]9 1+ m—-1

funkgji liniowych N;.
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Poréwnanie oszacowah

Na mocy nieréwnosci Bernoulliego mamy

2d™ 9 (m—q)(d — 1) + 1]‘7*1 +m>
d™=9[(m—q)(d—1)(g—1)+1]+m+d™ 9[(m—q)(d —1)+1]7""
>d™ (m—q)(d—-1)+qg—1+m+2™" 9 m—qg+1]9 L.

Zatem wystarczy udowodni¢, ze
2m9[m — g+ 1] > m(q - 2)
dla 2 < g < m lub réwnowaznie, ze
(m—q)+(q—1)logy(m— g+ 1) > logy m+ logy(q — 2)

dla 2 < g < m. Oczywiscie dla g = 2 teza zachodzi. Bezposrednio
sprawdzamy powyzsza nieréwnos¢ dla m > g + 1.

Tomasz Rodak, Adam Rézycki, Stanistaw Spodzieja Efektywne twierdzenie Bertiniego



Efektywny wzér na stopien lokalny deg, V

U - otoczenie 0 € C™,

V C C™ - zbiér algebraiczny czystego wymiaru, 0 € V
H C C™ - generyczna podprzestrzen liniowa,
dmH=m—-dim YV,

e degy, V =#(VNHNU) - stopien lokalny zbioru V w 0.

Whiosek

Dla dowolnego zbioru algebraicznego V = V(fi,...,f,) C C™
czystego wymiaru q, gdzie f; € Clxi, ..., xp], degf; < d dla
1< <r, mamy

degy V = max dego(V N Ks i, ijim

1§jl<"‘<jm(q71)71§£ (q—l)—l)'

dla kazdego 1 < s < q.
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Efektywny wzér na krotnos¢ ig(f)

f:(C",0) — (C™,0), m> n - odwzorowanie wielomianowe
skoficzone w 0.

io(f) :=i(graph f - (C" x {0}); (0,0)) - krotnos¢ f w 0

Twierdzenie

Niech m > n beda liczbami catkowitymi dodatnimi, niech

¢ =d"(m — n)+ n. Wéwczas dla kazdego, niezaleznego systemu
funkgji liniowych Lj € L(m, 1), 1 < j < ¥, oraz dla kazdego
odwzorowania wielomianowego f: (C",0) — (C™,0) stopnia d,
skoriczonego w 0, mamy

io(f) = min  dimc O /((Lj,,...,L;)of).

1<ip < <ip<¥
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Efektywny wzér na wyktadnik tojasiewicza Lo(f)

f:(C",0) — (C™,0), m> n - odwzorowanie wielomianowe
skoniczone w 0.

Lo(f)=inf{v € Ry: Icso  |f(2)] > Clz]”, |z| — 0} - wyktadnik
tojasiewicza f w 0.

Twierdzenie

Niech m > n beda liczbami catkowitymi dodatnimi, niech

¢ =d"(m— n)+ n, oraz niech Lj € L(m, 1), 1 < j < {, bedzie
systemem niezaleznych funkgji liniowych. Wowczas dla kazdego
odwzorowania wielomianowego f: (C",0) — (C™,0) skoriczonego
w 0 takiego, ze deg f < d mamy

Eo(f) = min ﬁo((L;l,...,L,'")Of).

1< <-<in<l
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Efektywne twierdzenie Bertiniego

Dziekuje za uwage !
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