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e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna posiadajaca w 0
osobliwo$¢ (niekoniecznie izolowang), U - otoczenie otwarte 0
w C", z=(z,...,2z,) - ustalony uktad wspdtrzednych, Xf -
zbiér punktéw krytycznych f.
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e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna posiadajaca w 0
osobliwo$¢ (niekoniecznie izolowang), U - otoczenie otwarte 0
w C", z=(z,...,2z,) - ustalony uktad wspdtrzednych, Xf -

zbiér punktéw krytycznych f.

o dimgIf =0, f — us(0)

Skoki liczb L& w rodzinach osobliwosci

Grzegorz Oleksik, Adam Rézycki



e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna posiadajaca w 0
osobliwo$¢ (niekoniecznie izolowang), U - otoczenie otwarte 0
w C", z=(z,...,2z,) - ustalony uktad wspdtrzednych, Xf -
zbiér punktéw krytycznych f.

o dimoIf =0, f — 1s(0)

o dimgXf=d >0,
f— )‘ﬂz(o) = (A%Z(O), /\11‘72(0)? tr A‘ff,z(o))
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e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna posiadajaca w 0
osobliwo$¢ (niekoniecznie izolowang), U - otoczenie otwarte 0
w C", z=(z,...,2z,) - ustalony uktad wspdtrzednych, Xf -
zbiér punktéw krytycznych f.

o dimoIf =0, f — 1s(0)

o dimgXf=d >0,
f— )‘ﬂz(o) = (A%Z(O), /\11‘72(0)? tr A‘ff,z(o))

e dimpXf=0= )\,972(0) = 1r(0)
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Skoki liczb L€

e 1¢(0) - pbiciagta z géry w rodzinie deformacji f
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Skoki liczb L€

e 1¢(0) - pbiciagta z géry w rodzinie deformacji f

o 1(0) — s (0) - skok liczby Milnora deformacji f; (A. Bodin,
Sz. Brzostowski, S. Guzein-Zade, T. Krasinski, J. Walewska)
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Skoki liczb L€

e 1¢(0) - pbiciagta z géry w rodzinie deformacji f

o 1(0) — s (0) - skok liczby Milnora deformacji f; (A. Bodin,
Sz. Brzostowski, S. Guzein-Zade, T. Krasinski, J. Walewska)

@ \r,(0) - pétciagta z gory w rodzinie deformacji f w porzadku
leksykograficznym
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Skoki liczb L€

e 1¢(0) - pbiciagta z géry w rodzinie deformacji f

o 1(0) — s (0) - skok liczby Milnora deformacji f; (A. Bodin,
Sz. Brzostowski, S. Guzein-Zade, T. Krasinski, J. Walewska)

@ \r,(0) - pétciagta z gory w rodzinie deformacji f w porzadku
leksykograficznym

@ Ar(0) — A, 2(0) - skok liczb Lé deformaciji f;
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e (X, Ux) - zespolona przestrzen analityczna, W C X - zbiér
analityczny, .# - koherentny snop ideatéw Ox, V(.¥) -
przestrzen analityczna zdefiniowana przez zerowanie ..
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e (X, Ux) - zespolona przestrzen analityczna, W C X - zbiér
analityczny, .# - koherentny snop ideatéw Ox, V(.¥) -
przestrzen analityczna zdefiniowana przez zerowanie ..

o Wybierzemy te sktadowe V/(.#), ktére nie s3 zawarte w W.
Niech x € V(.#). Wezmy minimalny rozkfad prymarny zdzbta
F snopa I w Ox i rozwazmy ideat Z,—W w Ox
sktadajacy sie z przecigcia tych ideatéw prymarnych @
(dopuszczamy zanurzone), ze V(Q) € W.
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e (X, Ux) - zespolona przestrzen analityczna, W C X - zbiér
analityczny, .# - koherentny snop ideatéw Ox, V(.¥) -
przestrzen analityczna zdefiniowana przez zerowanie ..

o Wybierzemy te sktadowe V/(.#), ktére nie s3 zawarte w W.
Niech x € V(.#). Wezmy minimalny rozkfad prymarny zdzbta
F snopa I w Ox i rozwazmy ideat Z,—W w Ox
sktadajacy sie z przecigcia tych ideatéw prymarnych @
(dopuszczamy zanurzone), ze V(Q) € W.

@ Ta definicja nie zalezy od wyboru minimalnego rozktadu
prymarnego .%,.
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e (X, Ux) - zespolona przestrzen analityczna, W C X - zbiér
analityczny, .# - koherentny snop ideatéw Ox, V(.¥) -
przestrzen analityczna zdefiniowana przez zerowanie ..

o Wybierzemy te sktadowe V/(.#), ktére nie s3 zawarte w W.
Niech x € V(.#). Wezmy minimalny rozkfad prymarny zdzbta
F snopa I w Ox i rozwazmy ideat Z,—W w Ox
sktadajacy sie z przecigcia tych ideatéw prymarnych @
(dopuszczamy zanurzone), ze V(Q) € W.

@ Ta definicja nie zalezy od wyboru minimalnego rozktadu
prymarnego .%,.

@ Wykonujac powyzsza operacje w kazdym punkcie x
otrzymujemy nowy koherentny snop ideatéw, ktéry nazywamy
luka w snopie i oznaczamy .#—W. Oznaczmy przez
V(.#)-W zespolona przestrzen analityczng V(.4 -W).
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Cykle L& i liczby L&

e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna, U - otoczenie
otwarte 0 w C", z = (z1, ..., z,) - ustalony uktad
wspotrzednych, Xf - zbiér punktéw krytycznych f.
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Cykle L& i liczby L&

e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna, U - otoczenie
otwarte 0 w C", z = (z1, ..., z,) - ustalony uktad
wspotrzednych, Xf - zbiér punktéw krytycznych f.

@ Dla kazdego 0 < k < n— 1, okred$lamy k-ta rozmaitos¢
polarng funkcji f wzglqdem z jako
rk .= v( of W){f
Z 8Zk+1 82,,
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Cykle L& i liczby L&

e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna, U - otoczenie
otwarte 0 w C", z = (z1, ..., z,) - ustalony uktad
wspotrzednych, Xf - zbiér punktéw krytycznych f.

@ Dla kazdego 0 < k < n— 1, okred$lamy k-ta rozmaitos¢
polarng funkcji f wzglqdem z jako
rk .= v( of W){f
Z 8Zk+1 82,,

o Cykl analityczny

ML) = - |rs.]

nazywamy k-tym cyklem Lé funkcji f wzgledem z.

rktin v( of )
’ 0Zj41
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Cykle L& i liczby L&

e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna, U - otoczenie
otwarte 0 w C", z = (z1, ..., z,) - ustalony uktad
wspotrzednych, Xf - zbiér punktéw krytycznych f.

@ Dla kazdego 0 < k < n— 1, okred$lamy k-ta rozmaitos¢
polarng funkcji f wzglgdem z jako
f f
rk. :v( 0 ...,8 ){f
Z 8Zk+1 82,,

o Cykl analityczny

ML) = - |rs.]

nazywamy k-tym cyklem Lé funkcji f wzgledem z.

rktin v( of )
’ 0Zj41

e Okre$lamy k-ta liczbe Lé funkcji f w 0 € C"” wzgledem z
AIf<,z(0) = ([AIF,Z] ’ [V(Zlﬂ SRR Zk)])o

przy zatozeniu, ze przeciecie to jest O-wymiarowe lub puste.
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Cykle L& i liczby L&

Jesdli f ma osobliwo$¢ izolowanag w 0, to:

1 _ of of
o rsz = V((?ZQ"“’@Z,;)
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Cykle L& i liczby L&

Jesdli f ma osobliwo$¢ izolowanag w 0, to:

1 _ of of
o rsz = V((?ZQ"“’@Z,;)

o \?,(0) = {I‘}’zm v<§zfl>} = [v((r?zflngﬂ = 1£(0).
0 0
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Przyktfad

o f(z1,22,23) := 7223 + 23 + 73
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Przyktfad

o f(z1,2,23) := 212222 —i—zé1 —i—Z§1
o Sf={z=2=0}-0éz,d=dmgXf =1
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Przyktfad

o f(z1,2,23) := 212222 —i—zé1 —i—Z§1
o Sf={z=2=0}-0éz,d=dmgXf =1

of
rtzf,z = V<8Z3>_‘V(22’Z3) = V(Zg)ﬂV(22,23) = V(Zg),
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Przyktad

o f(z1,2,23) := 212222 —i—zé1 —i—Z§1
o Sf={z=2=0}-0éz,d=dmgXf =1

°
of
.= V(. ) Vi 2) = V@) Via2) = V().
°
of  of
f’z o V(azz 823) \/(22723)
= V(2(227 + 423),23)~V (220, z3) = V(227 + 423, 23).
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Przyktad

o f(z1,2,23) := 212222 —i—zé1 —i—Z§1
o Sf={z=2=0}-0éz,d=dmgXf =1

°

of
.= V(. ) Vi 2) = V@) Via2) = V().

°

of  of
f’z o V(azz 823) \/(22723)
= V(2(227 + 423),23)~V (220, z3) = V(227 + 423, 23).
°

- [ (2)]- [0

= [V(5) N V(22 +423))] - [V(27 + 42}, 23)]
= [V(22, 23)]
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Przyktfad

1= [k v(o)]

= [V(2212 + 4222, zg’) N V(21222)]

= V(21,2 23)] + V(2,35 Z)].
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Przyktfad

of
0 = |20 v (55,
= [V(2212 + 422 , 23) N V(21222)]
= [V(Zlvz227zg)] + [V(2127Z2272§’)]'

Mz = (M2 V(2o = [V(z1, 22, 23)]0 = 3
A2, =(N.]-C¥o=6+12=18.
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Jednostajna formuta lomdine-Lé-Massey

o (ft): (D x U,D x {0}) — (C,0) - deformacja f, 0 € D C C
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Jednostajna formuta lomdine-Lé-Massey

o (ft): (D x U,D x {0}) — (C,0) - deformacja f, 0 € D C C
o d=dimgXf>1
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Jednostajna formuta lomdine-Lé-Massey

o (ft): (D x U,D x {0}) — (C,0) - deformacja f, 0 € D C C
o d=dimgXf>1

TWIERDZENIE (Jednostajna formutfa lomdine-L&-Massey)

Dla dostatecznie duzej liczby naturalnej j i dostatecznie matego t,
mamy: .
o O X(fi+2)=XfiNV(z1) wotoczeniu zera;

Q dimyX(f+2)=d—1;
© liczby Lé K (0) istniejg dla kazdego 0 < k < d —1i

fitzl 2
A‘}t%z(o) =X2.(0) + (j — 1)A% ,(0); (0.1)
AZ%Z(O) =(—DAH0) for 1<k<d-1; (0.2)

gdzie )\’;+Zi _(0) jest k-t liczba Lé funkgji f; + z:{ w 0 wzgledem
t 1’2

uktadu wspétrzednych z = (z, ..., zp, 21).
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Liczby Lé deformacji

)\’;NZ(O) - okreslone dla kazdego k < d i niezalezne od t dla
dostatecznie mafego t
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Liczby Lé deformacji

TWIERDZENIE

Ukfad liczb L&
(A.2(0), .-, 22 ,(0))

Jjest potciagty z gory w porzadku leksykograficznym wzgledem
zmiennej t tj. dla kazdego, matego t, albo

A,(0) > g ,(0)
albo

AL(0) = AE(0) i A?ZH(0) > A7ZH(0)

A7 L(0) = AZ ,(0),..., AF,(0) = AL (0) i A?,(0) > A2 ,(0).
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Skoki liczb L€

o (f;) - deformacja f
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Skoki liczb L€

o (f;) - deformacja f

@ dimg Xf; = dimg Xf dla dostatecznie matego t
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Skoki liczb L€

o (f;) - deformacja f
@ dimg Xf; = dimg Xf dla dostatecznie matego t

® Ar-(0) — A (0) - skok liczb Lé deformacji f;

PRZYKLAD

f(x,y,2) = y* + 2°, Ar2(0) = (2,0)
f =+ x*2%, A ,(0) = (1,3k — 1)
Af,2(0) — Af 2(0) = (1,1 — 3k) - dowolnie maty.
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Liniowe osobliwosci

e f:(U,0) — (C,0) - funkcja analityczna taka, ze
Yf={zeC":zn="=2,=0}i fly(y,) - izolowana
osobliwosc w 0 (liniowa osobliwos¢)

Grzegorz Oleksik, Adam Rézycki Skoki liczb L& w rodzinach osobliwosci



Liniowe osobliwosci

e f:(U,0) — (C,0) - funkcja analityczna taka, ze
Yf={zeC":zn="=2,=0}i fly(y,) - izolowana
osobliwosc w 0 (liniowa osobliwos¢)

e (f;) - deformacja f taka, ze f; liniowa osobliwos¢ dla matych t

TWIERDZENIE

f - niezdegenerowana, )\,9’2(0) > 0. Whweczas istnieje deformacja
(f;) taka, ze
A%,2(0) =0

oraz

At 2(0) = Af(0).
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Minimalne skoki liczb Lé

o D= {(ft) : )\f,z(o) - )‘ft,z(o) = 0}
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Minimalne skoki liczb Lé

o D= {(ft) : )\f,z(o) - )‘ft,z(o) = 0}

® min(r)ep{Ar,z(0) — Af 2(0)} - minimalny skok liczb L&
deformacji f;
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Minimalne skoki liczb Lé

o D= {(ft) : )\f,z(o) - )‘ft,z(o) = 0}

® min(r)ep{Ar,z(0) — Af 2(0)} - minimalny skok liczb L&
deformacji f;

PRZYKEAD

f(X,y,Z) = }/2 aF 23 oty X222, Af,z(o) = (17 5)
f; = f + tz? - deformacja f, Af,2(0) = (1,0).
Af,z(o) - )\ft,z(O) = (0, 5)
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Interpretacja geometryczna

o [Xf]= )\}72(0)[021] + A(},Z(O)[O] - cykl krytyczny f
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Interpretacja geometryczna

o [Xf]= )\}72(0)[021] + A(},Z(O)[O] - cykl krytyczny f

° [Xf] = )\}hz(O)[Ozl] + )\%72(0)[0] - cykl krytyczny f;
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Interpretacja geometryczna

o [Xf]= )\}72(0)[021] + A(},Z(O)[O] - cykl krytyczny f
o [Zfi] = A7 .(0)[Ozi] + A (0)[0] - cykl krytyczny f;

e Minimalny skok liczb L& ()\}72(0),)\?72(0)) mozemy
interpretowac jako " blisko$¢" powyzszych cykli
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Skok A} (0)

Zbadamy skok Af ,(0)
D' = {(f) : At -(0) — A% -(0) # 0}

PrROPOZYCJA

Istnieje osobliwosc f: (C3,0) — (C,0) taka, ze

Jmin (3,2(0) = X (0)} > 1.

PRZYKLAD

Sz. Brzostowski, T. Krasinski

f(x,y,z) = y* + 2% + y?2?

AF,2(0) = pro(flx=x,) = 9.

)

(f;) — deformacja f
Af2(0) = po(frlx=sx) < 7.
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Skok A?.,(0)

ProroOzyCJA

f - liniowa osobliwos¢. Wowczas

A72(0) #1.

PRZYKLAD

| 5\

f(x,y,z) = y? + 23 + xz%, Ar,(0) = (1,2)
f = f + tz? - deformacja f, A .(0) = (1,0)
Af,2(0) — Ar 2(0) = (0,2) - minimalny skok

\
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Dziekuje za uwage!
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