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UWAGI O CIAGU SKOKOW LICZB MILNORA
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1. WSTEP

Rozwazaé¢ bedziemy izolowana osobliwos§é niezdegenerowana dwodch zmiennych

(1) f= Z Qap xayﬂ

ma-+lE = lm
taka, ze ajgagm # 0 oraz [, m > 2. Przedstawimy poczatkowe wyrazy ciagu liczb
Milnora niezdegenerowanych deformacji f takich, ze skok liczb Milnora jest mini-
malny. Przyjmujac oznaczenia z Sekcji 2] ponizej w szczegolnosci pokazemy, ze

Twierdzenie 1.1. Dla osobliwosci postaci potéimy d = NWD(l,m). Cigg nie-
zdegenerowanych skokow liczb Milnora rozpoczyna sie od

d
A1
—_————
max(1,d—1)

Prezentowane wyniki sa rozszerzeniem wynikow [1I, [2] oraz [3].

2. PRELIMINARIA

Funkcje analityczng f : (C%,0) — C nazywamy osobliwosciq izolowang, jesli
uktad Vf(z,y) = f(z,y) = 0 ma doktadnie jedno rozwiazanie i jest ono réwne 0.

Liczba Milnora osobliwosci f to krotnosé¢ V f w zerze i oznaczmy ja p(f). De-
formacja osobliwosci izolowanej f : (C%,0) — C nazwiemy funkcje analityczna
F : C? — C taka, ze F(0,-) = f oraz F(t,-) jest osobliwoicia izolowana dla dosta-
tecznie maltych t. Deformacjg niezdegenerowang osobliwo$ci izolowanej nazwiemy
funkcje F spelniajaca powyzsze warunki taka, ze dodatkowo F'(t,-) jest niezdege-
nerowana (w sensie Kouchnirenki, zob. [4]).
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Wszystkie liczby Milnora deformacji osobliwo$ci izolowanej f mozna zapisaé jako
scisle malejacy ciag (uo, ..., ), gdzie puo = p(f). Jest on jednoznacznie okreslony
przez ciag najlepszych skokow (A1,...,\), gdzie A\, = pp—1 — pp dla k =1,... 1.
Ponadto wszystkie liczby Milnora deformacji niezdegenerowanych rowniez mozna
zapisaé jako $cisle malejacy ciag (udd, ..., u2d) i zwiazaé¢ z nim ciag naglepszych nie-
zdegenerowanych skokéw (A4, ... A2) odzie A2 = pd  — prd dlak=1,...,m.
Ciagi te moga by¢ rézne, zob. [4] i [5].

Diagramem Newtona zbioru punktéw S na plaszczyznie nazywaé bedziemy
otoczke wypukla zbioru

U (P+R2).

Pes

Diagramem Newtona funkcji analitycznej f : (C2,0) — C dwoch zmiennych w oto-
czeniu 0 bedziemy nazywaé diagram Newtona zbioru suppf. Brzegiem diagramu
Newtona funkcji (jak rowniez skoriczonego zbioru punktow) jest tamana ztozona ze
skorniczonej ilosci odcinkéw oraz dwoch potprostych. Bez zmniejszania ogolnosci dia-
gram Newtona bedziemy utozsamiali z tg skoriczong rodzing odcinkéw, gdyz wyzna-
czaja one diagram Newtona w sposob jednoznaczny. Co wiecej, diagram Newtona
bedziemy utozsamiali z dowolng ustalong niezdegenerowang osobliwoscig o danym
diagramie.

W dalszej czesci pracy rozwazaé¢ bedziemy diagramy Newtona I', ktére maja
punkty wspdlne z obiema osiami. Wowczas liczbe Newtona v(T') definiuje si¢ naste-
pujaco
(2) vI)=24-p—q+1,

gdzie A to pole powierzchni wielokata ograniczonego brzegiem diagramu i osiami
wspOtrzednych, (p,0) to wspotrzedne punktu przeciecia diagramu z osig x, za$ (0, q)
to wspolrzedne punktu przeciecia diagramu z osig y.

Kouchnirenko w [4] udowodnil, ze liczba Newtona rowna jest liczbie Milnora dla
osobliwosci niezdegenerowanej. Zatem przydaé moze sie wzor Picka.

Fakt 2.1 (Wz6r Picka). Jesli wielokat na ptaszezyznie ma wierzchotki w punktach
kraty Z2, to jego pole wyraza sie wzorem

B
—4+W-1

2 * ’
gdzie B to ilosé punktow kraty lezgcych na brzegu, zas W to ilo$é punktow kraty

lezgcych wewngtrz wielokgta.

Wprowadzmy uzyteczne oznaczenia. Niech A(P, Q) oznacza odcinek PQ. Jesli
P = (p,0), @ = (0,q) to dowolne przesuniccie A(P, Q) oznaczamy przez A(p,q)
czyli A(p, q) jest przeciwprostokatna trojkata prostokatnego o podstawie dlugosci
p 1 wysokosci ¢q. Ponadto dla A(p1,q1), ..., A(pn, ¢n) 0znaczmy przez

(=D (AL, a) 4+ + APn. an)

dowolne przesuniecie tamanej bedacej suma odcinkéw o koricach kolejno w punktach

k k
Pa P+(71)k[p137q1}7 ceey P+(71)k lzpla Z%] .

Zatem zmiana znaku po prostu zmienia kolejno$é sumowania odcinkéw. W dal-
szej czesci pracy z kontekstu bedzie wynikalo, jaki dokladnie jest pierwszy punkt
tamanej.
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3. POCZATKOWE WYRAZY CIAGU SKOKOW LICZB MILNORA

Przez dalszy ciag pracy niech p i ¢ beda wzglednie pierwszymi liczbami natu-
ralnymi takimi, ze 2 < p < ¢. Z algorytmu Euklidesa wyznaczy¢ mozna liczby
naturalne a, b takie, ze a < p,b < q oraz

(3) bp — aq = (1)
dla pewnej liczby naturalnej k. Przyjmijmy n = [p/a] tzn. n jest caloscia z liczby p

podzielonej przez a.
Przy powyzszych oznaczeniach sformutujemy uzytecznag wtasnosc.

Stwierdzenie 3.1 (Argument Parkietowy). Rozwazmy réwnolegtobok R(p,q)
o wierzchotkach (p,0), (p — a,b),(0,q), (a,q — b). Rodzina

R(p.q) ={R(p,q) +i[a,=b] +j [-(p—a),q—b]: i,j €L}
pokrywa catq ptaszczyzne oraz réownolegtoboki z tej rodziny maja params roztgczne

wnetrza. Co wiecej, krata Z2 to doktadnie zbior wierzchotkéw réwnolegtobokdw na-
lezgcych do tej rodziny.

Dowo6d: W rzeczy samej, skoro pole réwnolegtoboku R(p,¢) na mocy (3) wynosi
pq — [pg — (=1)¥(bp — aq)] = 1, wiec ze wzoru Picka wynika, ze R(p,q) N Z? to
doktadnie jego cztery wierzchotki. Reszta jest tatwa konsekwencja tego faktu. WM

Pokazemy teraz jakie sa poczatkowe wyrazy ciagu liczb Milnora dla osobliwosci
niezdegenerowanych postaci . Przy powyzszych oznaczeniach mamy

Twierdzenie 3.2. Dia diagramu A (p,q) ciag skokdw liczb Milnora rozpoczyna sie
od

jesli a # 1 lub

jeslia = 1.

Dowo6d: Oznaczmy diagram jako A(P, Q). Rozwazmy przypadek bp — ag = —1.
Przyjmijmy

P,=P—ia,—b
dlai=1,...,n. Bedziemy rozwazali kolejno deformacje o diagramie wyznaczonym
przez punkty P,Q, P;,...,P;dlai=1,...,n.

Ze wzoru Picka i réwnosci dostajemy, ze podwojone pole trojkata o wierz-
chotkach P, @, P, wynosi 1. Zatem na mocy rownosci liczby Milnora i Newtona oraz
WZOoTu roznica liczb Milnora osobliwosci o diagramie A(P, Q) i jej deformacji o
diagramie A(Py, Q) + A(P, Py) wynosi 1.

Zalozmy, ze a # 1. Zauwazmy, ze b(p—la)—a(q—1b) = —1 oraz p—la,q—1b € N dla
1 <1 < n.Ponadto punkty P, Py, ..., P, sa wsp6lliniowe. Zatem diagram dla zbioru
P,Q,Py,...,P; jest postaci A(P;,Q) + A(P,F;) dlai =1,...,n. Stad podwojone
pole roznicy diagramoéow zbiorow P,Q, Py, ..., P; 1 P,Q,Py,..., P41 wynosi 1 na
mocy wzoru Picka dlai=1,...,n — 1. Stad dostajemy teze.

Dla a = 1 zauwazmy, ze n = p. Zatem powyzsze wlasnosci zachodza dla wszyst-
kich 7 oprocz ostatniego, bo P, lezy na osi.
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Analogicznie, jesli bp — aq = 1 ktadziemy P; = Q +i[a, —b] dlai = 1,...,n, przy
czym w przypadku gdy a = 1 punkt P, wykluczamy, gdyz lezy pod osia z. |

Przyktlad 3.3. Dlap =411 q = 73 z algorytmu Euklidesa mamy a = 9,b = 16 oraz
n = 4. Ponadto bp — aq = —1, zatem zgodnie z przyjetymi w Sekcji 2 oznaczeniami
wybieramy kolejno punkty P; = (32,16), P, = (23,32), P3 = (14,48), Py = (5,64).
Otrzymujemy wtedy diagram A(5,9) + 4A(9, 16). Kolejne skoki to 1,1,1, 1.

Zauwazmy, ze w szczegolnosci z Twierdzenia [3.2] wynika, ze
Whiosek 3.4. Dla osobliwosci postaci gesli
I = (=1)* mod m,
to cigg skokow liczb Milnora rozpoczyna sie od
1, ..., 1.
—_———
min{l,m}—1
Dowod:  Wystarczy zauwazyé, ze | = (—1)¥ mod m wtedy i tylko wtedy gdy
nm — 1 = (—1)¥*1 i zastosowaé druga czesé Twierdzenia [ |
Jesli bp — ag = (—=1)¥ i a # 1, to dla liczb naturalnych
a1 =p—na, by =qg—nb
mamy
ab1 — ba1 = (—1)k+1
oraz a1 < a,b; < b. Polozmy ny = [a/a;]. Inaczej, mozna przyjaé, ze ai,bi,ny sa
wyznaczone z algorytmu Euklidesa dla liczb a, b. Przy tych oznaczeniach mamy

Whiosek 3.5. Rozwazmy diagram A(p, q) taki, zen = 1. Cigg skokdw liczb Milnora
rozpoczyna sie od

jesli ay # 1 lub

jesli ap = 1.

Dowo6d: Wystarczy zauwazyé, ze jeSli n = 1, to a,b # 1 (inaczej p < 2 wbrew
zalozeniu), a; to reszta z dzielenia p przez a oraz by to reszta z dzielenia ¢ przez b.
Zatem diagram Newtona zbioru P, Q, P; jest postaci

(—1)’“(A(a, b) + A(al, bl)),

gdzie P; jest punktem jak w TWierdzeniu Ponadto réwnanie ab; —ba; = (—1)*+!
ma odwrotny znak niz bp — aq = (—1)*. Zatem mozna zastosowaé¢ Twierdzenie
do A(a,b), gdyz wybor punktéw nie zmienia reszty diagramu (dokladniej, leza na
przedhuzeniu odcinka QP; w przypadku k nieparzystego lub na przedtuzeniu PPy
w przypadku k parzystego). To daje teze. [ |
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Twierdzenie 3.6. Dia diagramu Newtona A(mp,mq) cigg niezdegenerowanych
skokow liczb Milnora rozpoczyna sie od

m, 1, ..., 1.

m—1

Dowdd: Oznaczmy diagram jako A(P, Q). Rozwazmy przypadek bp — aqg = —1.
Przyjmijmy
P,=P—(i—-1) [p,—q] — [a, =]

dla ¢« = 1,...,m. Bedziemy rozwazali kolejno deformacje o diagramie wyzna-
czonym przez punkty P,Q,P,...,P; dla i = 1,...,m. Zauwazmy, ze punkty
Py,..., P, leza na prostej rownoleglej do odcinka PQ. Ze wzoru Picka i
Argumentu Parkietowego punkt P; realizuje skok rowny m, ktéry jest najlep-
szym niezdegenerowanym skokiem, por. [I]. Diagram punktow P,Q,Pi,...,FP;
to AQ,P) + AP, P1) + A(P,P1). Na mocy Argumentu Parkietowego dla
i=2,...,m jedynymi punktami kraty Z? nalezacymi do tréjkatéw o wierzchotkach
P;, P;_1,Q sa ich wierzchotki. Zatem diagram punktéw P, Q, Py,..., P;_1 rozni sie
od diagramu P,Q, Pi,..., P; dokladnie o taki trojkat. Dostajemy wiec, ze skok
wynosi 1 dla kazdego i = 2,...,m. To daje teze. ]

Twierdzenie 3.7. Dla diagramu Newtona A(p, mp) cigg niezdegenerowanych sko-
kow liczb Milnora rozpoczyna sie od

p—1,1, ..., 1.
—_———
p—1
Dowé6d: Oznaczmy diagram jako A(P, Q). Przyjmijmy
P,=0,mp—1)+ (i —1)[1,—m)]

dlai=1,...,p. Bedziemy rozwazali kolejno deformacje o diagramie wyznaczonym
przez punkty P,Q, Pi,..., Py dlai=1,...,p. Zauwazmy, ze punkty Pi, ..., P, lezg
na prostej rownoleglej do odcinka PQ). Ze wzoru Picka i Argumentu Parkietowego
punkt P; realizuje skok réwny p — 1, ktory jest najlepszym niezdegenerowanym
skokiem, por. [I]. Diagram punktow P,Q, Pi,..., P; to

AP, P)+ AP, P)=(G—-1DAA,m)+Ap—i+1,(p—i+1)m—1).

Na mocy Argumentu Parkietowego dla i = 2,...,p jedynymi punktami kraty Z2
nalezacymi do trojkatéow o wierzchotkach P;, P;_1, P sa ich wierzchotki. Ponadto
diagram punktow P, Q, Py, ..., P;_1 rozni sie od diagramu P, Q, P, ..., P; doktad-
nie o taki trojkat. Dostajemy wiec, ze skok wynosi 1 dla kazdego i = 2,...,p. To
daje teze. [ |

Twierdzenie [I.I] wynika teraz tatwo z Twierdzen [3.2] [3.6] [3.7] oraz Wniosku [3.5
Uzyskujemy w szczegdlnosci, ze drugi skok liczb Milnora dla osobliwosci o diagramie
jednoodcinkowym dogodnym jest zawsze rowny 1, co zostalo pokazane wczes$niej
w [3].

Oczywiscie powyzsze rezultaty tatwo sie¢ uogoélniaja do przypadku niedogodnego
(to znaczy do wszystkich izolowanych osobliwosci semi-quasi-jednorodunych).
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REMARKS ON THE SEQUENCE OF JUMPS OF MILNOR NUMBERS

Summary. Consider a non-degenerated isolated singularity
f= Z Qap Y°
ma+lp = lm
such that ajpag,, # 0 and I, m > 2. We find the initial terms of the sequence of

Milnor numbers of non-degenerate deformations of f such that the jump of Milnor
number is minimal.
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