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Tetracja

Podstawowe dziatania

tetracja — czwarte dziatanie
dziatanie nr O — funkcja nastepnika: a +— a*
pierwsze dziatanie — dodawanie:

n gwiazdek

———
atn=((..((a))..))

Tetration, Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Tetration
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Tetracja

Podstawowe dziatania

drugie dziatanie — mnozenie:

a-n:§+a+a+...+a

N
n

trzecie dziatanie — potegowanie:

n

a:g-a .aj

-d- ..
N
n
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czwarte dziatanie — tetracja:

Uwaga. Ten zapis rozumiemy jako taczny od prawe]
strony (right-associative).

Do czego moze sie przydaé tetracja? Geometria Analityczna i Algebraiczna, £6dz 2020 r.



Tetracja

Tetracja

Definicja rekurencyjna:

Dla n =0 mamy

Przyjmujemy

Geometria Analityczna i Algebraiczna, £édz 2020 r.
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Tetracja

Definicja rekurencyjna:
el a(”a)
Dla n = —1 mamy
1=05= a(_la)

Przyjmujemy
la=0
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Tetracja

Definicja rekurencyjna:
el a(”a)
Dla n = —2 mamy
0="la= a(_2a)

Przyjmujemy
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Przedtuzenie tetracji

Tetracja

beR, b>1, f(n+1)="b

f(0)=0, f(1)=1, f(2)=b, f(3)= b,

Pytanie 1. Czy mozna funkcje f przedtuzy¢ do funkgcji
rosnacej, ciagtej na przedziale (—1, +00), spetniajace;

rownanie
f(x +1) = b7
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Przedtuzenie tetracji

Pytanie 1. Czy mozna funkcje f przedtuzy¢ do funkgji
rosnacej, ciagtej na przedziale (—1, +00), spetniajace;
réwnanie f(x + 1) = bf(*)?

Odpowiedz banalna:

fi: [0,1] — R — dowolna rosnaca funkcja ciagta, taka
se £(0) =0, fi(1) = 1.

Do czego moze sie przydaé tetracja? Geometria Analityczna i Algebraiczna, £6dz 2020 r.



Przedtuzenie tetracji

Przedtuzenie tetracji

fi: [0,1] — R — dowolna rosnaca funkcja ciagta, taka
ze f(0) =0, (1) = 1.

f:[1,2] = R, fi(x+1) = b, itak dalej...
Ogdlnie, dla n =1,2,3, ... przyjmujemy:

fn+1: [n; n + 1] — R, fn+1(X —|— 1) = bf"(X)
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Przedtuzenie tetracji

beR, b>1 f(n+1)="b
f(0)=0, f(1)=1, f(2)=0b, f(3)=0b"

Pytanie 2. Czy istnieje naturalne przedtuzenie funk-
cji f na przedziat (—1, +00), spetniajace réwnanie

f(x+1) = b7
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Precedens — funkcja gamma

+00
M(z) = x*"te ™ dx, Rez >0, ma przedtuzenie

0
analityczne na C \ {0,—-1,-2,-3,...}.
M(z+1)=zl(2)

((n+1)=nldlan=0,1,23,...
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Przedtuzenie tetracji — rdwnanie rézniczkowe

f(x) = b*Vdlax>0 (b>1)
f'(x) = bV .Inb-f(x—1)

f'(x) =cf(x)f'(x—1), c=Inb>0
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Przedtuzenie tetracji

f(n+1)="b, bER, b>1

Pytanie 2. Czy istnieje naturalne przedtuzenie funk-
cji f na przedziat (—1, 4+00), spetniajace réwnanie

f(x +1) = b'™7?
Hellmuth Kneser 1950, Reelle analytishe Lésungen der Gleichung

©(p(x)) = €* und verwandter Funktionalgleichungen, Journal fiir

die reine und angewandte Mathematik 187, 56-67.
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Przedtuzenie tetracji

Peter Walker 1990, Infinitely differentiable generalized logarithmic
and exponential functions, Mathematics of Computation 57, 723-
733.

Dmitrii Kouznetsov 2009, Solution of F(z + 1) = exp(F(z)) in the
complex z-plane, Mathematics of Computation 78, 1647-1670.

William Paulsen, Samuel Cowgill 2017, Solving F(z + 1) = bF(2)
in the complex plane, Advances in Computational Mathematics 43,

1261-1282.
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Twierdzenie (Paulsen, Cowgill, 2017)

Dla dowolnego b > e istnieje doktadnie jedna
funkcja analityczna f(z) okreslona na C\ {x € R :
x < —2}, spetniajaca warunki:

f(z+1) = b3 £(0)=1, f(Z) =f(2)

oraz
lim f(x+ yi) = Ip,

y——+00

gdzie I, jest rozwiazaniem zespolonym réwnania b* =
z o minimalnym Im/, > 0.
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Struktury otrzymane dzieki przedtuzeniu tetracji

Obserwacje N. Hellersteina

Xty
X-y= eInx—i—lny

In x-In eInInx+InIny
e Y =e

elnlnx-lnlny elnininx+inininy

Nathaniel Hellerstein, Paradox Point, http://paradox-point.blog
spot.com/2013/11/conjugates-of-fields-5-of-6-logarithmic.html
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Obserwacje N. Hellersteina

Xy
x+y=In(e*-¢&)
In(eX + €”) = InIn(e® - &%)

Inln(e®” + €e®) = Inln In(eeex : eeey)
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Struktury otrzymane dzieki przedtuzeniu tetracji

Obserwacje N. Hellersteina

f:(=1,+00) = R, f(x+1)=e™),
gi(x)=f(fi(x)+1t), teR

g 2(x)=InInx

zego moze sie przydaé tetracja? Geometria Analityczna i Algebr:



Struktury otrzymane dzieki przedtuzeniu tetracji

Obserwacje N. Hellersteina

f:(—1,4+00) = R, f(x+1)=e™ £(0)=0,
g(x)=f(FYx)+t), teR
X +¢y = gi(g-+(x) + g-+(y))

R-parametryzowana struktura taczaca dodawanie

I mnozenie:
X+oy=x-+y
Xtiry=x-y
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Struktury otrzymane dzieki przedtuzeniu tetracji

Obserwacje N. Hellersteina
f:(—1,4+00) = R, f(x+1)=e £(0)=0,
g(x)=f(FYx)+t), teR
X+t y = gi(g-+(x) + g-¢(y))

Jakie dziatanie jest doktadnie w potowie miedzy do-
dawaniem i mnozeniem?

xtyy = gy(e s (x) + &)
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Pytania

f:(—1,4+00) = R, f(x+1)=e £(0)=0,
g(x)=f(FYx)+t), teR

x+ty = gi(g-t(x) +g-+(y))

Rézne interpretacje tej struktury!
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Struktury otrzymane dzieki przedtuzeniu tetracji

Dziekuje bardzo za uwage!
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