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Problem zawierania I (3) ⊂ I 2

Definicja Niech I ⊆ S(n) =K[x0, . . . ,xn] będzie ideałem jednorodnym, m-tą
potęgę symboliczną (m > 1) ideału I nazywamy

I (m) =
⋂

Q∈Ass(I )
(S(n)∩ ImQ ),

gdzie Ass(I ) oznacza zbiór wszystkich ideałów stowarzyszonych pierwszych z I ,
a IQ lokalizacje I w Q .



Potęga symboliczna I (m)

Rozkład prymarny Im:
Im =

⋂
P∈Ass(Im)

QP ,

I (m) =
⋂
P∈S

QP ,

gdzie S jest zbiorem tych ideałów pierwszych stowarzyszonych z Im, które
są stowarzyszone z I .
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Potęga symboliczna I (m)

Jeśli I jest ideałem radykalnym, jednorodnym, a ideały P1, . . .Pj są
stowarzyszonymi z nim ideałami pierwszymi, wtedy

I = P1 ∩P2 ∩ . . .∩Pj oraz I (m) = P̃m
1
∩ P̃m

2
∩ . . .∩ P̃m

j ,

gdzie P̃m
i jest najmniejszym pod względem inkluzji ideałem Pi - prymarnym

zawierającym Pm
i .

Dla punktów p1,p2, . . . ,pj ∈ PN , mamy

I (m) = I (p1)
m ∩ I (p2)m ∩ . . . I (pj )m.



Przykład

p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 : 1 : 0), p3 = (0 : 0 : 1) w P2

I = I (p1) ∩ I (p2) ∩ I (p3) = (x ,y)∩ (x ,z)∩ (y ,z) = (xy ,xz ,yz)

I 2 = (x2y2,x2yz ,xy2z ,x2z2,xyz2,y2z2)

Rozkład prymarny I 2:
I 2 = (z2,yz ,y2)∩ (z2,xz ,x2)∩ (y2,xy ,x2)∩ (x2,y2,z2)
Ideały stowarzyszone pierwsze: (x ,y), (x ,z), (y ,z), (x ,y ,z)
I (2) = (z2,yz ,y2)∩ (z2,xz ,x2)∩ (y2,xy ,x2) = (x ,y)2∩ (x ,z)2∩ (x ,y)2 =
(xyz ,x2y2,x2z2,y2z2)
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Potęga symboliczna I (m)

Twierdzenie (Zariski-Nagata)
Niech I ⊆ S(n) będzie ideałem radykalnym i niech V będzie jego zbiorem zer.
Wtedy elementami I (m) są wszystkie wielomiany znikające do rzędu co najmniej
m wzdłuż V .



Problem zawierania I (3) ⊂ I 2

Geneza:
Bezpośrednio z definicji potęgi symbolicznej otrzymujemy

I = I (1) ⊇ I (2) ⊇ I (3) ⊇ . . .

podobnie dla potęgi zwykłej

I = I 1 ⊇ I 2 ⊇ I 3 ⊇ . . .



Problem zawierania I (3) ⊂ I 2

Problem zawierania
Dla jakich r i m zachodzą zawierania

a) I r ⊆ I (m)

⇐⇒m 6 r ,

b) I (m) ⊆ I r?

prawdziwa gdy m > nr . [Ein-Lazarsfeld-Smith, 2001]

B. Harbourne, C. Huneke, Are symbolic powers highly evolved?
(2013)
Hipoteza: Niech I ⊆ S(n) bȩdzie ideałem jednorodnym. Wówczas dla dowolnego
r inkluzja

I (m) ⊆ I r

jest prawdziwa, jeśli m > nr − (n−1).
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Konfiguracja prostych

Definicja
Konfiguracją prostych nazywamy zbiór prostych.

Definicja
Punktem osobliwym konfiguracji prostych nazywamy punkt, przez który
przechodzą przynajmniej 2 proste.

Definicja
Krotnością punktu osobliwego nazywamy liczbę prostych przechodzących przez
ten punkt.
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2 3 2

3

2

2 t = (t2, t3) t = (4,2)



Konfiguracja prostych

Definicja
Wnętrze zbioru wypukłego ograniczonego przez proste nazywamy ścianą
konfiguracji prostych.



Konfiguracje symplicjalne

Definicja
Mówimy, że rzeczywista konfiguracja jest symplicjalna, jeżeli każda ściana jest
trójkątem.

B. Grünbaum: A catalogue of simplicial arrangements in the real projective plane 9

n A(n, 0) f = (f0, f1, f2) t = (t2, t3, t4, . . . ) r = (r2, r3, r4, . . . ) Notes
A(31, 2) (127, 378, 252) (54, 42, 21, 6, 1, 0, 3) (04, 1, 0, 0, 0, 9, 0, 6, 0, 15) M
A(31, 3) (127, 378, 252) (54, 42, 21, 6, 1, 0, 3) (04, 1, 0, 3, 0, 6, 0, 3, 0, 18) M

32 A(32, 0) (32, 93, 62) (31, 028, 1) (31, 028, 1) R(0)
A(32, 1) (137, 408, 272) (16, 120, 012, 1) (07, 8, 8, 05, 16) R(1)

33 A(33, 0) (33, 96, 63) (32, 029, 1) (32, 029, 1) R(0)
A(33, 1) (145, 432, 288) (24, 112, 8, 011, 1) (08, 16, 05, 17) R(2)

34 A(34, 0) (34, 99, 66) (33, 030, 1) (33, 030, 1) R(0)
A(34, 1) (154, 459, 306) (17, 136, 013, 1) (08, 17, 06, 17) R(1)
A(34, 2) (154, 459, 306) (60, 63, 18, 6, 4, 0, 3) (06, 3, 3, 3, 0, 4, 0, 6, 0, 9, 6)

35 A(35, 0) (35, 102, 68) (34, 031, 1) (34, 031, 1) R(0)
36 A(36, 0) (36, 105, 70) (35, 032, 1) (35, 032, 1) R(0)
A(36, 1) (172, 513, 342) (18, 153, 014, 1) (08, 9, 9, 06, 18) R(1)

37 A(37, 0) (37, 108, 72) (36, 033, 1) (36, 033, 1) R(0)
A(37, 1) (181, 540, 360) (27, 144, 9, 013, 1) (08, 9, 0, 9, 05, 19) R(2)
A(37, 2) (181, 540, 360) (72, 72, 12, 24, 06, 1) (010, 13, 0, 0, 0, 24) m,M
A(37, 3) (181, 540, 360) (72, 72, 24, 0, 10, 0, 3) (06, 3, 0, 6, 0, 4, 03, 12, 0, 12) M

3 Illustrations of selected arrangements

∞

A(6, 1)

The above are four different presentations of the same simplicial arrangementA(6, 1). Ad-
ditional ones could be added, but it seems that the ones shown here are sufficient to illustrate
the variety of forms in which isomorphic simplicial arrangements may appear. Naturally,
in most of the other such arrangements the number of possible appearances would be even
greater, making the catalog unwieldy. That is the reason why only one or two possible
presentations are shown for most of the other simplicial arrangements. In most cases the
form shown is the one with greatest symmetry.



Konstrukcja A(31,3)

x = 0

x =−
√
3z x =

√
3

2
z

x =−
√
3z x =

√
3z

x =−2
√
3z x = 2

√
3z

y = 0

y = z

y =−z



A(31,3). Obrót o kąt 60◦ i 120◦ wokół punktu (0 : 0 : 1)



A(31,3). Obrót o kąt 60◦ i 120◦ wokół punktu (0 : 0 : 1)



A(31,3). Obrót o kąt 60◦ i 120◦ wokół punktu (0 : 0 : 1)



G-orbity

A(31,3)



G-orbity. Tabela I
e =

√
3

2

numer orbity długość orbity punkty
1 6 (e : 3 :−3) , (e :−3 : 3), (−2e : 0 : 3),

(2e : 0 : 3), (e :−3 :−3), (e : 3 : 3)
2 6 (e :−2 : 2),(e : 1 : 2),(0 :−1 : 1),

(0 : 1 : 1),(e : 1 :−2), (e :−1 :−2)
3 12 (e : 5 : 4),(−3e : 1 : 4),(3e :−1 : 4),

(e : 5 :−4), (3e : 1 :−4), (e :−5 : 4),
(e :−5 :−4), (3e : 1 : 4), (e :−2 : 2),
(e : 2 : 2),(e : 2 :−2),(e :−2 :−2)

4 6 (e : 0 : 1), (e :−3 : 2), (e : 3 : 2),
(e : 3 :−2), (e :−3 :−2), (e : 0 :−1)

5 12 (3e : 5 :−2), (3e :−5 : 2), (3e :−5 :−2),
(3e : 5 : 2), (2e :−1 : 1), (2e : 1 : 1),
(e :−7 : 2), (e : 7 : 2), (e :−7 :−2),

(e : 7 :−2), (−2e :−1 : 1), (−2e : 1 : 1)
6 6 (1 :−e : 0), (3 : e : 0), (1 : e : 0),

(3 :−e : 0), (1 : 0 : 0), (0 : e : 0)



Główny wynik

Twierdzenie
Istnieje ideał I definiowany jako przecięcie

I =
⋂

Pi∈P
I (Pi ),

ideałów 48 punktów (Tabela I) dla którego zachodzi I (3) 6⊆ I 2. Ponadto, istnieje
element F ∈ I (3) \ I 2 składający się z 13 prostych oraz nierozkładalnej krzywej
stopnia 6.



Element F ideału I (3) nie należący do drugiej potęgi zwykłej I 2 (z = 1).



Rozwój badań

Analiza konfiguracji punktów pochodzących z konfiguracji prostych o
maksymalnej liczbie punktów krotnościach 3 - Konfiguracja dualna Hessego
(Dumnicki, Szemberg, Tutaj-Gasińska, 2013)

Badanie konfiguracji punktów o możliwie największym stosunku liczby
punktów krotności 3 do liczby punktów o krotności 2
Analiza „słabej” kombinatoryki układów prostych
(Farnik, Kabat, Lampa-Baczyńska, Tutaj-Gasińska, 2018)
Badanie konfiguracji punktów, pochodzących z konfiguracji prostych
w szczególnym położeniu względem siebie.
Poszukiwanie elementów z I (3) \ I 2 składających się z iloczynu prostych
i krzywej nierozkładalnej stopnia wyższego niż 2.
(Pokora, Roé, 2018), (Janasz, Lampa-Baczyńska, Malara, 2018)
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Uwagi końcowe

Nowy kierunek badań odnoszący się do szczególnego położenia punktów,
a nie ich krotności w konfiguracjach prostych

Konfiguracja 48 punktów w szczególnym położeniu skupionych na orbitach
konfiguracji A(31,3)
Element z I (3) \ I 2 składa się z 13 prostych i krzywej nierozkładalnej stopnia
6-ego.
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