
MATERIA LY NA XXXV KONFERENCJ ↪E

Z GEOMETRII ANALITYCZNEJ I ALGEBRAICZNEJ

2014  Lódź str. 9
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1. Wst ↪ep

Niech f(x, y) b ↪edzie szeregiem pot ↪egowym dwóch zmiennych zespolonych o do-
datnim promieniu zbieżności, takim że f(0, y) = yn + wyrazy wyższych rz ↪edów.
Znane twierdzenie Puiseux mówi, że f(x, y) rozk lada na iloczyn u(x, y)

∏n
i=1(y −

yi(x)) w którym u(x, y) jest szeregiem pot ↪egowym takim, że u(0, 0) 6= 0 oraz yi(x)
s ↪a szeregami Puiseux czyli szeregami pot ↪egowymi w których dopuszcza si ↪e pot ↪egi
zmiennej x o wyk ladnikach wymiernych.

Jeśli yi(x)−yj(x) = cijx
αij +wyrazy wyższych rz ↪edów, cij 6= 0, to wyk ladnik αij

nazywamy kontaktem mi ↪edzy yi(x) i yj(x) i oznaczamy O(yi, yj). W artykule [4]
Kuo i Lu wprowadzili kombinatoryczny obiekt w formie drzewa, opisuj ↪acy kontakty
pomi ↪edzy szeregami y1, . . . , yn. Zanim wypowiemy precyzyjn ↪a definicj ↪e, pokażemy
jak wygl ↪ada drzewo Kuo–Lu pewnego szeregu.

Przyk lad 1.1. Niech f(x, y) = (y2 − x4)(y3 − x5). Wówczas f(x, y) =
∏5
i=1(y −

yi(x)) gdzie y1(x) = x2, y2(x) = −x2 oraz yi(x) =
(
−1+

√
−3

2

)i
x5/3 dla i = 3, 4, 5.

Na rysunku jest drzewo Kuo–Lu szeregu f(x, y). Jego lísćmi s ↪a szeregi Puiseux
y1,. . . , y5. Poziome poprzeczki maj ↪a przypisane liczby zwane wysokościami. Kon-
takt O(yi, yj) odczytujemy znajduj ↪ac najwyżej po lożon ↪a poprzeczk ↪e z której wyrasta
zarówno yi jak i yj. Tak wi ↪ec O(y1, y2) = 2 bo tutaj wspóln ↪a poprzeczk ↪a jest górna
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natomiast O(y1, y4) = 5/3 bo w tym wypadku wspóln ↪a poprzeczk ↪a jest dolna.

5/3

y3 y4 y5

2

y1 y2

W [4] udowodniono, że drzewo Kuo–Lu szeregu f(x, y) determinuje kontakty
O(yi, zj) pomi ↪edzy pierwiastkami Puiseux y1, . . . , yn szeregu f(x, y) a pierwiast-

kami Puiseux z1, . . . , zn−1 pochodnej cz ↪astkowej ∂f
∂y (x, y) = u′(x, y)

∏n−1
j=1 (y −

zj(x)). Ten wynik pozwoli l podać w [1] formu l ↪e na tak zwany jakobianowy diagram
Newtona szeregu f(x, y) w terminach jego drzewa Kuo–Lu.

Ważnymi pracami w których używa si ↪e jako narz ↪edzia drzew Kuo–Lu s ↪a [3]
oraz [5]. Z kolei autor udowodni l w [2], że drzewo Kuo–Lu szeregu f(x, y) deter-
minuje jego klas ↪e ekwisingularności.

W tym artykule rozszerzamy konstrukcj ↪e drzewa Kuo–Lu na przypadek wielo-
mianów quasi-zwyczajnych. Nast ↪epnie opisujemy pewne naturalne symetrie drzew
Kuo–Lu. Zwieńczeniem artyku lu jest twierdzenie charakteryzuj ↪ace drzewa Ku-Lu
nierozk ladalnych wielomianów quasi-zwyczajnych. Przedstawione tutaj wyniki s ↪a
rezultatem wspó lpracy z Eveli ↪a Garćıa Barroso z Uniwersytetu La Laguna i b ↪ed ↪a
cz ↪eści ↪a wspólnej publikacji.

2. Wielomiany quasi-zwyczajne

Niech K b ↪edzie algebraicznie domkni ↪etym cia lem charakterystyki zero i niech

f(Y ) = Y n + a1(X1, . . . , Xd)Y
n−1 + · · ·+ an(X1, . . . , Xd) ∈ K[[X]][Y ]

b ↪edzie unormowanym wielomianem zmiennej Y o wspó lczynnikach z pierścienia
szeregów formalnych K[[X]] = K[[X1, . . . , Xd]]. Taki wielomian nazywamy quasi-
zwyczajnym gdy jego wyróżnik jest postaci u(X)Xα1

1 · · ·X
αd

d , gdzie u(X) jest odwra-
calny w pierścieniu K[[X]], to znaczy u(0) 6= 0. Wielomian f(Y ) nazywamy wielo-
mianem Weierstrassa gdy ai(0) = 0 dla wszystkich i = 1, . . . , n.

Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie Abhyankara–Junga). Niech f(Y ) ∈ K[[X]][Y ]
b ↪edzie quasi-zwyczajnym wielomianem Weierstrassa. Wówczas istnieje taka liczba

naturalna k, że wielomian f(Y ) ma pierwiastki w K[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k

d ]].

Twierdzenia Abhyankara-Junga w powyższej wersji udowodniono w [7]. Twier-
dzenie to odegra lo ważn ↪a rol ↪e w teorii osobliwości, bo by lo podstaw ↪a pierwszej
metody rozwi ↪azywania osobliwości powierzchni zespolonych.

W dalszym tekście b ↪edziemy zapisywać jednomiany Xα1
1 · · ·X

αd

d jako Xα, gdzie
α = (α1, . . . , αd).

Rozpatrzmy quasi-zwyczajny wielomian Weierstrassa f(Y ) ∈ K[[X]][Y ]. Z
twierdzenia Abhyankara–Junga dostajemy faktoryzacj ↪e f(Y ) =

∏n
i=1(Y −Yi) gdzie

wszystkie pierwiastki wielomianu należ ↪a do pewnego pierścienia K[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k

d ]].
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Ponieważ wyróżnik wielomianu f(Y ) jest iloczynem
∏
i<j(Yi − Yj)2 wi ↪ec różnice

jego pierwiastków dziel ↪a wyróżnik a zatem maj ↪a postać

Yij := Yi − Yj = uij(X)Xλij , dla pewnych uij(0) 6= 0, λij ∈ (1/k)Nd.

Wielkość O
(
Yi, Yj

)
:= λij b ↪edziemy nazywać kontaktem pomi ↪edzy Yi a Yj .

Wprowadźmy cz ↪eściowy porz ↪adek w zbiorze Qd: (α1, . . . , αd) ≤ (β1, . . . , βd)
wtedy i tylko wtedy gdy αi ≤ βi dla wszystkich i = 1, . . . , d. Dodatkowo przyj-
mijmy konwencj ↪e, że α < +∞ dla α ∈ Qd.

Lemat 2.2. Niech α, β, γ ∈ Nd oraz niech a(X), b(X), c(X) b ↪ed ↪a odwracalne w
pierścieniu K[[X]]. Jeśli a(X)Xα − b(X)Xβ = c(X)Xγ to α ≤ β lub β ≤ α.

Krótki dowód tego lematu jest w [7]. Stosuj ↪ac Lemat 2.2 do Yik, Yjk, Yij
stwierdzamy, że dla dowolnych Yi, Yj , Yk zachodzi jedna z nierówności: O(Yi, Yk) ≤
O(Yj , Yk) lub O(Yi, Yk) ≥ O(Yj , Yk). Ponadto zachodzi tak zwana silna nierówność
trójk ↪ata

O(Yi, Yj) ≥ min{O(Yi, Yk), O(Yj , Yk)}.

3. Drzewo Kuo–Lu

Konstrukcja drzewa Kuo–Lu szeregu dwóch zmiennych zespolonych f(x, y) opiera
si ↪e na tym, że kontakty mi ↪edzy pierwiastkami Puiseux tego szeregu spe lniaj ↪a siln ↪a
nierówność trójk ↪ata. Powtórzymy t ↪e konstrukcj ↪e, tak jak jest ona opisana w [5],
dla quasi-zwyczajnego wielomianu Weierstrassa f(Y ).

Oznaczmy przez Zer f zbiór pierwiastków wielomianu f(Y ). Z silnej nierówności
trójk ↪ata wynika, że zbiór kontaktów {O(Yi, Yj) : Yi, Yj ∈ A} dowolnego podzbioru
A ⊂ Zer f posiada element najmniejszy.

Niech B = Zer f oraz niech h(B) b ↪edzie minimalnym kontaktem pomi ↪edzy ele-
mentami B. Zbiór B reprezentujemy jako poziom ↪a poprzeczk ↪e drzewa Kuo–Lu a
wielkość h(B) nazywamy wysokości ↪a B.

Relacja równoważności: Yi ≡ Yj ⇔ O(Yi, Yj) > h(B), dzieli B na klasy równo-
ważności B1, . . . , Bk. Narysujmy k pionowych odcinków (ga l ↪ezi drzewa Kuo–Lu)
wyrastaj ↪acych z B i na końcu i-tej ga l ↪ezi umieśćmy poziom ↪a poprzeczk ↪e repre-
zentuj ↪aca Bi. Mówimy, że poprzeczki Bi wyrastaj ↪a z B i piszemy B ⊥ Bi. Dla
każdej z nowych poprzeczek powtórzmy t ↪e konstrukcj ↪e rekurencyjnie tworz ↪ac ko-
lejne ga l ↪ezie i poprzeczki. Nie zaznaczamy poprzeczek o nieskończonej wysokości
reprezentuj ↪acych zbiory jednoelementowe {Yi}. Tak utworzone drzewo oznaczamy
symbolem T (f).

Zauważmy, że dla dowolnej poprzeczki B̄ drzewa Kuo–Lu istnieje jedyny ci ↪ag
B ⊥ B′ ⊥ B′′ ⊥ · · · ⊥ B̄ rozpoczynaj ↪acy si ↪e od poprzeczki B = Zer f o naj-
mniejszej wysokości. Ponadto, jeśli B ⊥ B′ to dla wszystkich Yi, Yj ∈ B′ jest
O(Yi, Yj) > h(B). W szczególności wszystkie Yi, Yj ∈ B′ maj ↪a taki sam jedno-

mian cXh(B). Mówimy wtedy, że poprzeczka B′ jest podparta na poprzeczce B w
punkcie c i piszemy B ⊥c B′.
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4. Symetrie drzew Kuo–Lu

Niech U = {ω ∈ K : ωk = 1} b ↪edzie grup ↪a multyplikatywn ↪a k-tych pierwiastków
z jedynki. Z każdym uk ladem ε = (ε1, . . . , εd) ∈ Ud skojarzymy homomorfizm K-

algebr φε : K[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k

d ]] → K[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k

d ]] k lad ↪ac φε(X
1
k
i ) = εiX

1
k
i dla i =

1, . . . , d. Ponieważ φε(Xi) = εkiXi = Xi, wi ↪ec homomorfizm φε jest identyczności ↪a
na K[[X]]. Dla dowolnych ε, ω ∈ Ud jest φε ◦ φω = φε·ω, gdzie iloczyn ε · ω jest
brany po wspó lrz ↪ednych. Wynika st ↪ad, że operacja ε ∗ ψ(X) := φε(ψ(X)) jest

dzia laniem grupy Ud na K[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k

d ]]. Jeśli ψ(X) =
∑
α∈(1/k)Nd cαX

α, to

ε ∗ ψ(X) =
∑
α∈(1/k)Nd cαε

kαXα.

Sprawdzimy, że to dzia lanie przeprowadza pierwiastki wielomianu f(Y ) na pier-
wiastki wielomianu f(Y ) oraz jest tranzytywne na zbiorze pierwiastków jeśli f(Y )
jest nierozk ladalny w K[[X]][Y ]. Co wi ↪ecej, zachowuje ono kontakt.

W lasność 4.1.

(i) ε ∗ Zer f = Zer f dla każdego ε ∈ Ud,
(ii) jeśli f(Y ) jest wielomianem nierozk ladalnym w K[[X]][Y ] to dla dowolnego

Yi ∈ Zer f jest Ud ∗ Yi = Zer f ,
(iii) O(Yi, Yj) = O(ε ∗ Yi, ε ∗ Yj) dla dowolego ε ∈ Ud oraz i 6= j.

Dowód. Ustalmy ε ∈ Ud. Homomorfizm φε rozszerza si ↪e w naturalny sposób

do homomorfizmu Φε : K[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k

d ]][Y ] → K[[X
1
k
1 , . . . , X

1
k

d ]][Y ]. Dzia laj ↪ac Φε
na f(Y ) =

∏n
i=1(Y − Yi) otrzymujemy f(Y ) = Φε(f(Y )) =

∏n
i=1(Y − φε(Yi)) co

dowodzi (i).

Ustalmy Yi ∈ Zer f i niech f1(Y ) =
∏
Y (X)∈Ud∗Yi

(Y −Y (X)). Dla dowolnego ε ∈
Ud zachodzi równość Φε(f1(Y )) = f1(Y ). Wynika st ↪ad, że f1(Y ) ma wspó lczynniki
w pierścieniu K[[X]]. Co wi ↪ecej, na podstawie (i) wszystkie pierwiastki wielomianu
f1(Y ) s ↪a pierwiastkami f(Y ). Zaktem f1(Y ) jest dzielnikiem f(Y ) co dowodzi (ii).

Punkt (iii) wynika wprost z definicji kontaktu.

Dla dowolnego ε ∈ Ud odwzorowanie Zer f 3 Yi → ε ∗ Yi ∈ Zer f zachowuje
kontakty. Wynika st ↪ad, że dla dowolnej poprzeczki B = {Yi1 , . . . , Yik} drzewa
Kuo–Lu wielomianu f(Y ) zbiór ε ∗ B = {ε ∗ Yi1 , . . . , ε ∗ Yik} też jest poprzeczk ↪a
tej samej wysokości oraz jeśli B ⊥ B′ to ε ∗ B ⊥ ε ∗ B′. Tak wi ↪ec dzia lanie ε na
Zer f indukuje symetri ↪e drzewa Kuo-Lu wielomianu f(Y ) zachowuj ↪ac ↪a wysokość
poprzeczek.

Każd ↪a poprzeczk ↪e ε ∗ B b ↪edziemy nazywali sprz ↪eżon ↪a z B. W dalszej cz ↪eści
tego rozdzia lu obliczymy ilość poprzeczek sprz ↪eżonych z B. W rachunkach wyko-
rzystamy fragment teorii grup dualnych zaczerpni ↪ety z [6].

Niech C b ↪edzie grup ↪a cykliczn ↪a rz ↪edu k i niech G b ↪edzie skończon ↪a grup ↪a abe-
low ↪a, tak ↪a że kg = 0 dla każdego g ∈ G. Grupa dualna do G, oznaczana G∗, jest to
grupa homomorfizmów G w C. G lówne twierdzenie teorii grup dualnych stwierdza,
że G∗ jest izomorficzna z G.
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Niech A, A′ b ↪ed ↪a grupami przemiennymi. Odwzorowanie A×A′ → C, (x, x′)→
〈x, x′〉 nazywamy parowaniem jeśli dla każdego x′ ∈ A′ odwzorowanie φx′ = 〈·, x′〉
jest homomorfizmem A w C oraz dla każdego x ∈ A odwzorowanie ψx = 〈x, ·〉 jest
homomorfizmem A′ w C.

Dla dowolnych a ∈ A, a′ ∈ A′ wprowadzamy relacj ↪e ortogonalności pisz ↪ac a ⊥ a′
wtedy i tylko wtedy gdy 〈a, a′〉 = 0. Dla dowolnego podzbioru B ⊂ A definiujemy
B⊥ = {x′ ∈ A′ : b ⊥ x′ dla wszystkich b ∈ B}. Analogicznie definiujemy (B′)⊥

dla B′ ⊂ A′.

Twierdzenie 4.2 ([6], Theorem 9.2). Niech A×A′ → C b ↪edzie parowaniem grup
abelowych w skończon ↪a cykliczn ↪a grup ↪e C. Za lóżmy, że A′ jest skończona. Wtedy
grupa A′/A⊥ jest izomorficzna z grup ↪a dualn ↪a do A/(A′)⊥.

Wniosek 4.3. Niech A×A′ → C b ↪edzie parowaniem grup abelowych w skończon ↪a
cykliczn ↪a grup ↪e C. Za lóżmy, że A′ jest skończona. Jeśli M , N s ↪a podgrupami
grupy A takimi, że A

′⊥ ⊂ N ⊂M , to [M : N ] = [N⊥ : M⊥].

Dowód. Najpierw udowodnimy równość (N⊥)⊥ = N .
Niech a ∈ A \ N . Wówczas istnieje a′ ∈ N⊥ taki, że 〈a, a′〉 6= 0. Faktycznie,

w przeciwnym wypadku zachodzi la by równość N⊥ = N⊥1 , gdzie N1 jest grup ↪a
generowan ↪a przez N ∪{a}. Na podstawie Twierdzenia 4.2 grupa A′/N⊥ = A′/N⊥1
by laby grup ↪a dualn ↪a do N/(A′)⊥ oraz do N1/(A

′)⊥ ale to jest niemożliwe bo te
grupy maj ↪a różn ↪a liczb ↪e elementów. Zatem a /∈ (N⊥)⊥. Ten fragment dowodu
pokazuje, że (N⊥)⊥ ⊂ N .

Niech a ∈ N . Wówczas dla dowolnego a′ ∈ N⊥ jest a ⊥ a′. Zatem a ∈ (N⊥)⊥

co daje N ⊂ (N⊥)⊥. Postulowana równość zosta la udowodniona.

Z Twierdzenia 4.2 zastosowanego do parowania M × N⊥ → C wynika, że
N⊥/M⊥ jest grup ↪a dualn ↪a do M/(N⊥)⊥ = M/N . Ponieważ skończona grupa
abelowa jest izomorficzna ze swoj ↪a grup ↪a dualn ↪a, wi ↪ec [M : N ] = [N⊥ : M⊥].

Ten dowód kończy fragment atryku lu poświ ↪econy grupom dualnym. W dalszym
tekście korzysta si ↪e tylko z Wniosku 4.3. Zastosujemy go do pewnych podgrup
grupy (1/k)Zd skojarzonych z poprzeczkami drzewa Kuo-Lu.

Definicja 4.4. Niech B0 ⊥c0 B1 ⊥c1 · · · ⊥cr−2
Br−1 ⊥cr−1

Br = B b ↪edzie
ci ↪agiem poprzeczek drzewa T (f) rozpoczynaj ↪acym si ↪e od poprzeczki o najmniej-
szej wysokości. Niech H(B) = {h(Bi) : ci 6= 0, 0 ≤ i ≤ r − 1} = {h1, . . . , hs}.
Wówczas grup ↪e N(B) = Zd + Zh1 + · · ·+ Zhs nazywamy grup ↪a poprzeczki B.

Rozpatrzmy parowanie (1/k)Zd×Ud 3 (λ, ε)→ εkλ ∈ U . Wprost z jego definicji
wynika, że dla ε ∈ Ud, λ ∈ (1/k)Nd zachodzi: ε ∗ Xλ = Xλ wtedy i tylko wtedy
gdy λ ⊥ ε. B ↪edziemy też korzystali z  latwej do sprawdzenia równości (Ud)⊥ = Zd.

Twierdzenie 4.5. Każda poprzeczka B drzewa T (f) ma [N(B) : Zd] poprzeczek z
ni ↪a sprz ↪eżonych.

Niech B ⊥c B′. Wówczas: jeśli c 6= 0 to istnieje [N(B) + Zh(B) : N(B)]
poprzeczek wyrastaj ↪acych z B i sprz ↪eżonych z B′, jeśli c = 0 to jedyn ↪a poprzeczk ↪a
wyrastaj ↪ac ↪a z B i sprz ↪eżon ↪a z B′ jest B′.
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Dowód. Dla Yi ∈ B oraz ε ∈ Ud kontakt pomi ↪edzy Yi a ε ∗ Yi jest wi ↪ekszy
lub równy h(B) wtedy i tylko wtedy gdy h ⊥ ε dla wszystkich h ∈ H(B), gdyż w
przeciwnym wypadku jednomianXh pojawi l by si ↪e w różnicy ε∗Yi−Yi z niezerowym
wspó lczynnikiem. Wynika st ↪ad, że ε ∗B = B wtedy i tylko wtedy gdy ε ∈ N(B)⊥.
Zatem stabilizatorem B pod dzia laniem grupy Ud jest N(B)⊥. Na podstawie
twierdzenia o indeksie stabilizatora i Wniosku 4.3 zbiór Ud ∗B ma [Ud : N(B)⊥] =
[N(B) : Zd] elementów co dowodzi pierwszej cz ↪eści twierdzenia.

Niech B′ b ↪edzie poprzeczk ↪a wyrastaj ↪ac ↪a z B. Jest jasne że poprzeczka ε ∗ B′
wyrasta z B wtedy i tylko wtedy gdy ε∗B = B. Zatem, z poprzedniej cz ↪eści dowodu
wynika, że zbiór poprzeczek wyrastaj ↪acych z B i sprz ↪eżonych z B′ jest równy
N(B)⊥∗B′. Z poprzedniej cz ↪eści dowodu wynika też, że N(B′)⊥ jest stabilizatorem
B′ pod dzia laniem grupy Ud. Na podstawie twierdzenia o indeksie stabilizatora i
Wniosku 4.3 zbiór N(B)⊥∗B′ ma [N(B)⊥ : N(B′)⊥] = [N(B′) : N(B)] elementów.

Za lóżmy, że c 6= 0. Wtedy [N(B′) : N(B)] = [N(B) + Zh(B) : N(B)].
Za lóżmy, że c = 0. Wtedy N(B′) = N(B) a wi ↪ec [N(B′) : N(B)] = 1, co

dowodzi, że zbiór poprzeczek wyrastaj ↪acych z B i sprz ↪eżonych z B′ jest jednoele-
mentowy.

5. Drzewo Kuo–Lu wielomianu nierozk ladalnego

Niech f(Y ) ∈ K[[X]][Y ] b ↪edzie nierozk ladalnym quasi-zwyczajnym wielomia-
nem Weierstrassa. Z W lasności 4.1 wynika, że zbiór kontaktów pomi ↪edzy elemen-
tami Zer f a ustalonym Yk ∈ Zer f nie zależy od wyboru Yk. Jeśli {O(Yj , Yi) : j 6=
i} = {h1, . . . , hg}, gdzie h1 < h2 < · · · < hg to h1, h2, . . . , hg nazywamy ci ↪agiem
wyk ladników charakterystycznych wielomianu f(Y ).

Udowodnimy, że drzewo Kuo–Lu wielomianu f(Y ) zależy tylko od tego ci ↪agu.

Twierdzenie 5.1. Niech f(Y ) ∈ K[[X1, . . . , Xd]][Y ] b ↪edzie nierozk ladalnym quasi-
zwyczajnym wielomianem Weierstrassa i niech h1, h2, . . . , hg b ↪edzie ci ↪agiem jego
wyk ladników charakterystycznych. Niech N0 = Zd, Ni = Zd+Zh1 + · · ·+Zhi dla
i = 1, . . . , g. Wówczas drzewo T (f) jest scharakteryzowane dwiema w lasnościami:

(i) wysokości poprzeczek drzewa T (f) tworz ↪a zbiór {h1, . . . , hg, hg+1}, gdzie
hg+1 = +∞,

(ii) dla dowolnego i ∈ {1, . . . , g} każda poprzeczka o wysokości hi ma [Ni :
Ni−1] poprzeczek z niej wyrastaj ↪acych i wszystkie one maj ↪a wysokość hi+1.

Dowód. Cz ↪eść (i) wynika bezpośrednio z definicji ci ↪agu wyk ladników charak-
terystycznych. Ponadto, ponieważ dzia lanie Ud na Zer f jest tranzytywne, to z
każdej poprzeczki o wysokości hi wyrastaj ↪a tylko poprzeczki o wysokości hi+1 i
wszystkie poprzeczki o ustalonej wysokości s ↪a sprz ↪eżone.

Aby udowodnić cz ↪eść (ii) zauważmy, że gdy h(B) = hi to N(B) = Ni−1
dlatego, że wszystkie jednomiany Xhj dla 1 ≤ i ≤ g wyst ↪epuj ↪a z niezerowymi
wspó lczynnikami w każdym Yj ∈ Zer f . Zastosowanie cz ↪eści (ii) Twierdzenia 4.5
do B kończy dowód.
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Nazwijmy drzewo Kuo–Lu spe lniaj ↪ace warunki (i), (ii) Twierdzenia 5.1 drzewem
typu (h1, h2, . . . , hg).

Twierdzenie 5.2. Jeśli drzewo Kuo–Lu quasi-zwyczajnego wielomianiu Weier-
strassa f(Y ) ∈ K[[X]][Y ] jest drzewem typu (h1, h2, . . . , hg) to f(Y ) jest nierozk la-
dalny oraz h1, h2, . . . , hg jest jego ci ↪agiem wyk ladników charakterystycznych.

Dowód. Na podstawie warunków (i), (ii) drzewo T (f) ma [N1 : N0] · [N2 :
N1] · · · [Ng : Ng−1] = [Ng : Zd] poprzeczek nieskończonej wysokości.

Poprzeczka B o najmniejszej wysokości h(B) = h1 posiada co najmniej dwie po-
przeczki z niej wyrastaj ↪ace. Wybierzmy jako B′ t ↪e poprzeczk ↪e, która jest podparta
w punkcie różnym od zera. Dokonuj ↪ac podobnego wyboru poprzeczki wyrastaj ↪acej
z B′ i powtarzaj ↪ac to post ↪epowanie g−1 razy dochodzimy do pewnej poprzeczki B̄
o nieskończonej wysokości. Jest jasne, że N(B̄) = Ng. Z Twierdzenia 4.5 wynika,
że liczba poprzeczek sprz ↪eżonych z B̄ wynosi [Ng : Zd].

Zatem wszystkie poprzeczki drzewa T (f) o nieskończonej wysokości s ↪a ze sob ↪a
sprz ↪eżone. Wynika st ↪ad, że wszystkie pierwiastki wielomianu f(Y ) s ↪a sprz ↪eżone
poprzez dzia lanie grupy Ud a wi ↪ec f(Y ) jest nierozk ladalny w K[[X]][Y ].
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The Kuo–Lu tree of a quasi-ordinary polynomial

Summary. The notion of Kuo–Lu tree is applied to quasi-ordinary Weierstrass
polynomials. Some natural symmetries of Kuo–Lu trees are described. As an
application the characterization of Kuo–Lu tree of an irreducible quasi-ordinary
Weierstrass polynomial is given.
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