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1. WsTEP

Niech f(z,y) bedzie szeregiem potegowym dwdich zmiennych zespolonych o do-
datnim promieniu zbieznosci, takim ze f(0,y) = y"™ + wyrazy wyiszych rzedow.
Znane twierdzenie Puiseux méwi, ze f(z,y) rozklada na iloczyn u(z,y) [T, (y —
yi(z)) w ktérym u(x,y) jest szeregiem potegowym takim, ze u(0,0) # 0 oraz y;(x)
sa szeregami Puiseux czyli szeregami potegowymi w ktérych dopuszcza sie potegi
zmiennej x o wykladnikach wymiernych.

Jesli y;(x) —y;(z) = c;ja™ +wyrazy wyzszych rzedéw, c;; # 0, to wykladnik a;
nazywamy kontaktem miedzy y;(z) i y;(x) i oznaczamy O(y;,y;). W artykule [4]
Kuo i Lu wprowadzili kombinatoryczny obiekt w formie drzewa, opisujacy kontakty
pomiedzy szeregami y, ..., ¥,. Zanim wypowiemy precyzyjna definicje, pokazemy
jak wyglada drzewo Kuo—Lu pewnego szeregu.

Przyklad 1.1. Niech f(z,y) = (y* — 2*)(y® — 2°). Wowczas f(z,y) = H?Zl(y -
i
yi(2)) gdzie y1(z) = 22, yo(x) = —22 oraz y;(v) = (_1%‘/?3) 2%/3 dla i = 3,4,5.
Na rysunku jest drzewo Kuo—Lu szeregu f(z,y). Jego lisémi sq szeregi Puiseux
Y1,-.., Ys. Poziome poprzeczki maja przypisane liczby zwane wysokoSciami. Kon-

takt O(y;,y;) odczytujemy znajdujgc najwyzej potozonag poprzeczke z ktdrej wyrasta
zardwno y; jak i y;. Tak wiec O(y1,y2) = 2 bo tutaj wspdlng poprzeczkq jest gorna
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natomiast O(y1,y4) = 5/3 bo w tym wypadku wspdlnag poprzeczka jest dolna.
Ys Ya Ys Y1 Y2

2

5/3

W [4] udowodniono, ze drzewo Kuo-Lu szeregu f(z,y) determinuje kontakty

O(yi,zj) pomiedzy pierwiastkami Puiseux yi,...,y, szeregu f(z,y) a pierwiast-
kami Puiseux z1,...,2,—1 pochodnej czastkowej g—g(x,y) = u(x,y) H;:ll(y -

z;j(x)). Ten wynik pozwolil podaé¢ w [1] formule na tak zwany jakobianowy diagram
Newtona szeregu f(x,y) w terminach jego drzewa Kuo—Lu.

Waznymi pracami w ktérych uzywa sie jako narzedzia drzew Kuo-Lu sa [3]
oraz [5]. Z kolei autor udowodnit w [2], ze drzewo Kuo-Lu szeregu f(z,y) deter-
minuje jego klase ekwisingularnosci.

W tym artykule rozszerzamy konstrukcje drzewa Kuo—Lu na przypadek wielo-
miandw quasi-zwyczajnych. Nastepnie opisujemy pewne naturalne symetrie drzew
Kuo-Lu. Zwieniczeniem artykutu jest twierdzenie charakteryzujace drzewa Ku-Lu
nierozkladalnych wielomianéw quasi-zwyczajnych. Przedstawione tutaj wyniki sa
rezultatem wspétpracy z Evelia Garcia Barroso z Uniwersytetu La Laguna i beda
czedcia wspdlnej publikacii.

2. WIELOMIANY QUASI-ZWYCZAJNE

Niech K bedzie algebraicznie domknietym cialem charakterystyki zero i niech
FY)=Y" 4 a1 (X1,..., X)Y" P+ tan(Xy,. .., Xq) € K[X]][Y]

bedzie unormowanym wielomianem zmiennej Y o wspolczynnikach z pierscienia
szeregdéw formalnych K[[X]] = K[[X1,...,Xy]]. Taki wielomian nazywamy quasi-
zwyczajnym gdy jego wyréznik jest postaci u( X)X -+ X7, gdzie u(X) jest odwra-
calny w pierscieniu K[[X]], to znaczy u(0) # 0. Wielomian f(Y') nazywamy wielo-
mianem Weierstrassa gdy a;(0) = 0 dla wszystkich i = 1,...,n.
Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie Abhyankara—Junga). Niech f(Y) € K[[X]|[Y]
bedzie quasi-zwyczajnym wielomianem Weierstrassa. Wowczas istnieje taka liczba
1 1

naturalna k, ze wielomian f(Y) ma pierwiastki w K[[XF, ..., X ]].

Twierdzenia Abhyankara-Junga w powyzszej wersji udowodniono w [7]. Twier-

dzenie to odegralo wazna role w teorii osobliwosci, bo bylo podstawa pierwszej
metody rozwiazywania osobliwosci powierzchni zespolonych.

W dalszym tekscie bedziemy zapisywaé jednomiany Xi* --- X7 jako X, gdzie
a=(ag,...,aq).

Rozpatrzmy quasi-zwyczajny wielomian Weierstrassa f(Y) € K[[X]][Y]. Z
twierdzenia Abhyankara—Junga dostajemy faktoryzacje f(Y) = [\, (Y —Y;) gdzie
XF..

1 1
wszystkie pierwiastki wielomianu naleza do pewnego pierscienia K[[XF,..., XF]].



11

Poniewaz wyréznik wielomianu f(Y) jest iloczynem [],_.(Y; — Y;)? wiec réznice

jego pierwiastkow dziela wyrdznik a zatem maja postaé

i<j(

Yij=Yi = Y; = ui; (X)X, dla pewnych u;;(0) # 0, \i; € (1/k)N.
Wielkosé O(Yi, Yj) = \i; bedziemy nazywaé kontaktem pomiedzy Y; a Y.

Wprowadzmy czeéciowy porzadek w zbiorze Q%: (aq,...,aq) < (Bi,...,B4)
wtedy i tylko wtedy gdy a; < §; dla wszystkich ¢ = 1,...,d. Dodatkowo przyj-
mijmy konwencje, ze o < 400 dla o € Q7.

Lemat 2.2. Niech o, 3, v € N oraz niech a(X), b(X), ¢(X) beda odwracalne w
pierscieniu K[[X]]. Jesli a(X)X* —b(X)XP = (X)X toa < B lub B < .

Krétki dowéd tego lematu jest w [7]. Stosujac Lemat 2.2 do Yik, Yji, Yij
stwierdzamy, ze dla dowolnych Y;,Y}, Y, zachodzi jedna z nieréwnosci: O(Y;,Ys) <
O(Y;,Yy) lub O(Y;,Y) > O(Y;,Y)). Ponadto zachodzi tak zwana silna nierdwnosé
trajkata

3. Drzewo Kuo-Lu

Konstrukeja drzewa Kuo—Lu szeregu dwéch zmiennych zespolonych f(z,y) opiera
sie na tym, ze kontakty miedzy pierwiastkami Puiseux tego szeregu spelniaja silna
nier6wnosé tréjkata. Powtérzymy te konstrukcje, tak jak jest ona opisana w [5],
dla quasi-zwyczajnego wielomianu Weierstrassa f(Y).

Oznaczmy przez Zer f zbiér pierwiastkéw wielomianu f(Y"). Z silnej nieréwnosci
tréjkata wynika, ze zbiér kontaktéw {O(Y;,Y;) : V;,Y; € A} dowolnego podzbioru
A C Zer f posiada element najmniejszy.

Niech B = Zer f oraz niech h(B) bedzie minimalnym kontaktem pomiedzy ele-
mentami B. Zbiér B reprezentujemy jako pozioma poprzeczke drzewa Kuo—Lu a
wielkosé h(B) nazywamy wysokosciq B.

Relacja réwnowaznosci: Y; =Y; & O(Y;,Y;) > h(B), dzieli B na klasy réwno-
waznosci By, ..., Bg. Narysujmy k pionowych odcinkéw (gatezi drzewa Kuo—Lu)
wyrastajacych z B i na koncu i-tej galezi umie$¢my pozioma poprzeczke repre-
zentujaca B;. Méwimy, ze poprzeczki B; wyrastaja z B i piszemy B 1 B;. Dla
kazdej z nowych poprzeczek powtoérzmy te konstrukcje rekurencyjnie tworzac ko-
lejne galezie i poprzeczki. Nie zaznaczamy poprzeczek o nieskoriczonej wysokosci
reprezentujacych zbiory jednoelementowe {Y;}. Tak utworzone drzewo oznaczamy
symbolem T'(f).

Zauwazmy, ze dla dowolnej poprzeczki B drzewa Kuo-Lu istnieje jedyny ciag
B 1 B 1L B” L --- 1 B rozpoczynajacy sie od poprzeczki B = Zer f o naj-
mniejszej wysokosci. Ponadto, jesli B L B’ to dla wszystkich Y;,Y; € B’ jest
O(Y;,Y;) > h(B). W szczegblnosci wszystkie Y;,Y; € B’ maja taki sam jedno-
mian ¢X™B). Méwimy wtedy, ze poprzeczka B’ jest podparta na poprzeczce B w
punkcie ¢ i piszemy B 1. B’.



12

4. SYMETRIE DRZEW Kuo-Lu

Niech U = {w € K : w* = 1} bedzie grupa multyplikatywna k-tych pierwiastkéw

z jedynki. Z kazdym ukladem e = (ey,...,¢q) € U skojarzymy homomorfizm K-
by 1 1 1 1 1
algebr ¢, : K[[XF,..., XJ]] = K[[X{,...,X]]] kladac ¢.(X) = ¢ X} dla i =
1,...,d. Poniewaz ¢.(X;) = e X; = X;, wiec homomorfizm ¢, jest identycznoscia
na K[[X]]. Dla dowolnych e,w € U? jest ¢ 0 ¢, = be.w, gdzie iloczyn € - w jest
brany po wspélrzednych. Wynika stad, Zze operacja € x ¥(X) 1= ¢.(¢(X)) jest
1 1

dziataniem grupy U? na K[[X,...,XF]]. Jedli ¥(X) = Zae(l/k)Nd Cca X, to
exp(X) = Zae(l/k)Nd Ca€ X

Sprawdzimy, ze to dzialanie przeprowadza pierwiastki wielomianu f(Y") na pier-
wiastki wielomianu f(Y") oraz jest tranzytywne na zbiorze pierwiastkéw jesli f(Y)
jest nierozkladalny w K[[X]][Y]. Co wiecej, zachowuje ono kontakt.

Wiasnosé 4.1.
(i) e Zer f = Zer f dla kaidego e € U?,
(ii) jesli f(Y') jest wielomianem nierozktadalnym w K[[X]][Y] to dla dowolnego
Y; € Zer f jest U xY; = Zer f,
(iii) O(Y;,Y;) = O(e xYi,e xY;) dla dowolego € € U? oraz i # j.

Dowéd. Ustalmy € € U?. Homomorfizm ¢, rozszerza sie w naturalny sposéb
do homomorfizmu ®. : K[[X{,..., XF]][Y] = K[ X],...,X]]][Y]. Dzialajac ®.

na f(Y) = HZ‘L:1(Y —Y;) otrzymujemy f(Y) = &.(f(Y)) = HZLI(Y — ¢(Y3)) co
dowodzi (1).

Ustalmy Y; € Zer f iniech f1(Y) = [y (x)erasy; (Y =Y (X)). Dla dowolnego € €
U? zachodzi réwnoéé @.(f1(Y)) = f1(Y). Wynika stad, ze f1(Y) ma wspdlczynniki
w pierécieniu K[[X]]. Co wiecej, na podstawie (i) wszystkie pierwiastki wielomianu
f1(Y) sa pierwiastkami f(Y"). Zaktem f1(Y") jest dzielnikiem f(Y") co dowodzi ().

Punkt (4ii) wynika wprost z definicji kontaktu. m

Dla dowolnego € € U? odwzorowanie Zer f 3 Y; — e % Y; € Zer f zachowuje
kontakty. Wiynika stad, ze dla dowolnej poprzeczki B = {Y;,,...,Y;. } drzewa
Kuo-Lu wielomianu f(Y) zbiér e ¥ B = {e % Y;,,...,e x Y; } tez jest poprzeczka
tej samej wysokosci oraz jesli B 1. B’ to e x B L e x B’. Tak wiec dzialanie € na
Zer f indukuje symetrie drzewa Kuo-Lu wielomianu f(Y') zachowujaca wysokos$é
poprzeczek.

Kazda poprzeczke € * B bedziemy nazywali sprzezong z B. W dalszej czesci
tego rozdzialu obliczymy ilo$¢ poprzeczek sprzezonych z B. W rachunkach wyko-
rzystamy fragment teorii grup dualnych zaczerpniety z [6].

Niech C' bedzie grupa cykliczna rzedu k i niech G bedzie skoriczona grupa abe-
lowa, taka ze kg = 0 dla kazdego g € G. Grupa dualna do G, oznaczana G*, jest to
grupa homomorfizméw G w C. Gléwne twierdzenie teorii grup dualnych stwierdza,
ze G* jest izomorficzna z G.
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Niech A, A’ beda grupami przemiennymi. Odwzorowanie Ax A’ — C, (z,z’) —
(x, 2"y nazywamy parowaniem jesli dla kazdego «’ € A’ odwzorowanie ¢, = (-, z’)
jest homomorfizmem A w C oraz dla kazdego « € A odwzorowanie v, = (z,-) jest
homomorfizmem A’ w C.

Dla dowolnych a € A, a’ € A’ wprowadzamy relacje ortogonalnosci piszac a L o’
wtedy i tylko wtedy gdy (a,a’) = 0. Dla dowolnego podzbioru B C A definiujemy
Bt = {2’ € A': b L 2 dla wszystkich b € B}. Analogicznie definiujemy (B’)*
dla B" c A'.

Twierdzenie 4.2 ([6], Theorem 9.2). Niech A x A’ — C bedzie parowaniem grup
abelowych w skoniczong cykliczng grupe C. Zaléimy, ze A’ jest skoriczona. Wiedy
grupa A'JAL jest izomorficzna z grupa dualng do A/(A’)*:.

Whniosek 4.3. Niech A x A’ — C bedzie parowaniem grup abelowych w skoriczonq
cykliczng grupe C. Zatdimy, ze A’ jest skoriczona. Jesli M, N saq podgrupami
grupy A takimi, ze A+ C N C M, to [M : N| =[N+ : M*].

Dowéd. Najpierw udowodnimy réwnoéé (N+)+ = N.

Niech a € A\ N. Wéweczas istnieje a’ € N+ taki, ze (a,a’) # 0. Faktycznie,
w przeciwnym wypadku zachodzila by réwnoéé Nt = Nji-, gdzie N; jest grupa
generowana przez N U {a}. Na podstawie Twierdzenia 4.2 grupa A'/N+ = A’/Ni-
bylaby grupa dualna do N/(A’)* oraz do N;/(A’)* ale to jest niemozliwe bo te
grupy maja rézna liczbe elementéw. Zatem a ¢ (N+)L. Ten fragment dowodu
pokazuje, ze (N+)+ C N.

Niech a € N. Wéwczas dla dowolnego a’ € N+ jest a L a/. Zatem a € (N+)+
co daje N C (N+)+1. Postulowana réwnoéé zostata udowodniona.

Z Twierdzenia 4.2 zastosowanego do parowania M x N+ — C wynika, ze
N+ /M~ jest grupa dualng do M/(N+)Lt = M/N. Poniewaz skoriczona grupa
abelowa jest izomorficzna ze swoja grupa dualna, wiec [M : N] = [N+ : M*]. =

Ten dowdd koniczy fragment atrykulu poswiecony grupom dualnym. W dalszym
tekscie korzysta sie tylko z Wniosku 4.3. Zastosujemy go do pewnych podgrup
grupy (1/k)Z? skojarzonych z poprzeczkami drzewa Kuo-Lu.

Definicja 4.4. Niech By 1., B1 L., --- Ll¢_, Br—1 L., B, = B bedzie
ciggiem poprzeczek drzewa T(f) rozpoczynajacym sie od poprzeczki o najmniej-
szej wysokosdci. Niech H(B) = {h(B;) : ¢; #0, 0 <i <r—1} = {hy,...,hs}.
Wéwczas grupe N(B) = Z¢ + Zhy + - - - + Zh, nazywamy grupq poprzeczki B.

Rozpatrzmy parowanie (1/k)Z% x U 3 (X, €) — €¥* € U. Wprost z jego definicji
wynika, ze dla € € U?, X € (1/k)N? zachodzi: € * X* = X* wtedy i tylko wtedy
gdy A L e. Bedziemy tez korzystali z tatwej do sprawdzenia réwnoéci (U9)+ = Z4.

Twierdzenie 4.5. KaZda poprzeczka B drzewa T(f) ma [N(B) : Z%) poprzeczek z
niq sprzezonych.

Niech B L. B'. Wowczas: jesli ¢ # 0 to istnieje [N(B) + Zh(B) : N(B)]
poprzeczek wyrastajacych z B 1 sprzezonych z B', jesli ¢ = 0 to jedynqg poprzeczkq
wyrastajqcq z B 1 sprzezonq z B’ jest B’.



14

Dowéd. Dla Y; € B oraz € € U? kontakt pomiedzy Y; a € x Y; jest wiekszy
lub réwny h(B) wtedy i tylko wtedy gdy h L e dla wszystkich h € H(B), gdyz w
przeciwnym wypadku jednomian X" pojawil by sie w réznicy exY;—Y; z niezerowym
wspolczynnikiem. Wynika stad, ze € * B = B wtedy i tylko wtedy gdy € € N(B)*.
Zatem stabilizatorem B pod dziataniem grupy U? jest N(B)‘. Na podstawie
twierdzenia o indeksie stabilizatora i Wniosku 4.3 zbiér U4 x B ma [U? : N(B)*] =
[N(B) : Z9] elementéw co dowodzi pierwszej czesci twierdzenia.

Niech B’ bedzie poprzeczka wyrastajaca z B. Jest jasne ze poprzeczka € * B’
wyrasta z B wtedy i tylko wtedy gdy ex B = B. Zatem, z poprzedniej czesci dowodu
wynika, ze zbiér poprzeczek wyrastajacych z B i sprzezonych z B’ jest réwny
N(B)*+B’. Z poprzedniej czesci dowodu wynika tez, ze N (B’)* jest stabilizatorem
B’ pod dzialaniem grupy U¢. Na podstawie twierdzenia o indeksie stabilizatora i
Whiosku 4.3 zbiér N(B)**B’ ma [N(B)* : N(B')*] = [N(B’) : N(B)] elementéw.

Zalézmy, ze ¢ # 0. Wtedy [N(B’) : N(B)] = [N(B) + Zh(B) : N(B)].

Zalézmy, ze ¢ = 0. Wtedy N(B') = N(B) a wiec [N(B') : N(B)] = 1, co
dowodzi, ze zbiér poprzeczek wyrastajacych z B i sprzezonych z B’ jest jednoele-
mentowy. |

5. DRZEwWO KUO—LU WIELOMIANU NIEROZKEADALNEGO

Niech f(Y) € K[[X]][Y] bedzie nierozkladalnym quasi-zwyczajnym wielomia-
nem Weierstrassa. Z Wlasnosci 4.1 wynika, ze zbiér kontaktéw pomiedzy elemen-
tami Zer f a ustalonym Y}, € Zer f nie zalezy od wyboru Y;. Jedli {O(Y;,Y;) : j #
i} = {h1,..., hy}, gdzie hy < hg < --- < hg to hi,he, ..., hy nazywamy ciggiem
wyktadnikéw charakterystycznych wielomianu f(Y').

Udowodnimy, ze drzewo Kuo—Lu wielomianu f(Y) zalezy tylko od tego ciagu.

Twierdzenie 5.1. Niech f(V) € K[[X1,...,X4]][Y] bedzie nierozktadalnym quasi-

zwyczajnym wielomianem Weierstrassa i niech hi, ha, ..., hy bedzie ciggiem jego
wyktadnikéw charakterystycznych. Niech Nog = Z%, N; = Z¢+Zhy+---+Zh; dla
i=1,...,9. Wowczas drzewo T(f) jest scharakteryzowane dwiema wtasnosciami:

(1) wysokosci poprzeczek drzewa T(f) tworzg zbidr {h1,...,hg, hgy1}, gdzie
hg+1 = +o0,

(ii) dla dowolnego i € {1,...,g9} kazda poprzeczka o wysokosci h; ma [N; :
N;_1] poprzeczek z niej wyrastajacych i wszystkie one magja wysokos$é hiiq.

Dowdd. Czesé (i) wynika bezposrednio z definicji ciagu wykladnikéw charak-
terystycznych. Ponadto, poniewaz dzialanie U¢ na Zer f jest tranzytywne, to z
kazdej poprzeczki o wysokosci h; wyrastaja tylko poprzeczki o wysokosci h;yq i
wszystkie poprzeczki o ustalonej wysokosci sa sprzezone.

Aby udowodnié¢ czesé (ii) zauwazmy, ze gdy h(B) = h; to N(B) = N;_;
dlatego, ze wszystkie jednomiany X" dla 1 < i < ¢ wystepuja z niezerowymi
wspotczynnikami w kazdym Y; € Zer f. Zastosowanie czesci (ii) Twierdzenia 4.5
do B konczy dowdd. m
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Nazwijmy drzewo Kuo—Lu spehiajace warunki (i), (ii) Twierdzenia 5.1 drzewem
typu (hh h27 LR hg)

Twierdzenie 5.2. Jesli drzewo Kuo—Lu quasi-zwyczajnego wielomianiu Weier-
strassa f(Y) € K[[X]][Y] jest drzewem typu (hi1, ha, ..., hy) to f(Y) jest nierozkta-
dalny oraz hy, ha, ..., hy jest jego ciagiem wyktadnikéw charakterystycznych.

Dowéd. Na podstawie warunkéw (i), (ii) drzewo T'(f) ma [N7 : Np] - [Vo
Ni]-- [Ny : Ny_1] = [N, : Z%) poprzeczek nieskoticzonej wysokosci.

Poprzeczka B o najmniejszej wysokosci h(B) = hy posiada co najmniej dwie po-
przeczki z niej wyrastajace. Wybierzmy jako B’ te poprzeczke, ktéra jest podparta
w punkcie réznym od zera. Dokonujac podobnego wyboru poprzeczki wyrastajacej
z B’ i powtarzajac to postepowanie g — 1 razy dochodzimy do pewnej poprzeczki B
o nieskoriczonej wysokogci. Jest jasne, ze N(B) = Ny. Z Twierdzenia 4.5 wynika,
ze liczba poprzeczek sprzezonych z B wynosi [N, : Z4].

Zatem wszystkie poprzeczki drzewa T'(f) o nieskoniczonej wysokosci sa ze soba
sprzezone. Wynika stad, ze wszystkie pierwiastki wielomianu f(Y') sa sprzezone
poprzez dzialanie grupy U? a wiec f(Y) jest nierozkladalny w K[[X]][Y]. =
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THE KUO-LU TREE OF A QUASI-ORDINARY POLYNOMIAL

Summary. The notion of Kuo—Lu tree is applied to quasi-ordinary Weierstrass
polynomials. Some natural symmetries of Kuo—Lu trees are described. As an
application the characterization of Kuo—Lu tree of an irreducible quasi-ordinary
Weierstrass polynomial is given.
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