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(X,d) - przestrzen metryczna.

G - grupa o "rozsadnych” wlasnosciach (u nas zawsze Z lub R).

¢: G x X — X - uklad dynamiczny.

o X — X, () := ¢(t, ) - odwzorowanie po czasie t.

o(zx) - orbita punktu z.

w(x) - zbibr omega-graniczny punktu z (y € w(x) gdy istnieje t, — 400

taki, ze ¢(tn,x) — y; wtedy réwniez o(z) Uw(z) = o(x)).

Punkt x jest T-okresowy dla pewnego T' > 0, jezeli ¢(T',x) = = oraz x nie
jest punktem stacjonarnym.

Konwencja: ¢(t,z) = z.t (wiadomo, jak wyglada ¢).

Przestrzen metryczna (X, d) jest wlasciwa, gdy wszystkie wszystkie kule
domkniegte w niej sg zwarte.
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Przygotowanie techniczne

Ustalmy = € X oraz € > 0, zdefiniujmy
A(z,e) :={t > 0| d(z.t,z) > e}.

Zdefiniujmy

Wg,e =
’ Ti — i, t€(qi,Ti)

Zbiér Wy - := {ws(t) }+>0 zawiera co najwyzej przeliczalnie wiele réznych,
nieujemnych liczb rzeczywistych lub catkowitych oraz +oo, gdy jest to
konieczne. Niech

W (z,e) := lim sup wg,(t).

t——+oo
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B(z.t1,¢)

Rysunek 1: Szkic do definicji
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rbita asymptotycznie okresowa
Orbit ymptotyc k A

Okresem asymptoycznym punktu x nazywamy wielko$é

AP(z) := lim limsup W (z.s, €).

e—0 s— 400
Ta granica jest albo nieujemna liczba, albo jest nieskonczona. Jezeli
AP(z) = 0, to x nazywamy asymptotycznie stacjonarnym. Jezeli x ma
skonczony okres asymptotyczny, wtedy nazywamy go asymptotycznie

okresowym. Jezeli AP(z) = +o0, to = nazywamy asymptotycznie
nieokresowym.
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Orbita asymptotycznie okresowa

Okresem asymptoycznym punktu x nazywamy wielko$é

AP(z) := lim limsup W (z.s, €).
e—0 s 400
Ta granica jest albo nieujemna liczba, albo jest nieskonczona. Jezeli
AP(z) = 0, to x nazywamy asymptotycznie stacjonarnym. Jezeli x ma
skonczony okres asymptotyczny, wtedy nazywamy go asymptotycznie
okresowym. Jezeli AP(z) = +o0, to = nazywamy asymptotycznie
nieokresowym.

__________________________________________________________________________|]
Intuicja: okres asymptotyczny mierzy, jak dtugo asymptotycznie orbita jest
poza pewnym malejacym otoczeniem danego punktu, ktéry przesuwamy
powoli wzdluz orbity.
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Komentarz:

Istniejg inne koncepcje pojecia ”okres asymptotyczny”, na przyktad:

Punkt x jest asymptotycznie T-okresowy, gdy istnieje y-punkt T-okresowy i
taki, ze d(z.t,y.t) — 0 gdy t — +o0.

Powyzsza wlasnosc¢ jest silniejsza od poprzedniej, to jest jesli punkt jest
asymptotycznie okresowy w powyzszym sensie, to jest asymptotycznie
okresowy w sensie wczesniej wprowadzonym.
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Twierdzenie 1 (G.)

Jezeli AP(z) = 0, to w(x) jest co najwyzej singletonem.

Jezeli (X, d) jest wlasciwg przestrzenig metrycznag, to z jest
asymptotycznie staly wtedy i tylko wtedy, gdy w(x) jest punktem
stalym (w(z) = {y} oraz y.t = y dla wszystkich t € G). Zalozenie
wlasciwosci przestrzeni jest istotne.

Twierdzenie 2 (G.)

Niech X bedzie wlasciwg przestrzenia metryczng i « € X.
Jezeli w(x) jest co najmniej dwuelementowy i zawiera punkt staly, to
AP(z) = 4o0.
Jezeli w(x) zawiera dwie rézne orbity o dodatniej odlegtosci migdzy
nimi, to AP(z) = +o0.

Jezeli X jest zwarta oraz AP(x) = +00, to w(z) moze byé orbitg gesta
w w(z), suma roztacznych orbit okresowych lub punktéw stalych.
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Definicja (odwzorowania homotopijne)

Niech f: X — X oraz g: X — X beda odwzorowaniami ciagtymi. Powiemy,
ze [ jest homotopijne z g, co bedziemy zapisywaé przez [ ~ g, gdy istnieje
taka ciagla funkcja H: [0,1] x X — X, ze H(0,z) = f(x) oraz

H(1,z) = g(z) dla wszystkich z € X.
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Definicja (odwzorowania homotopijne)

Niech f: X — X oraz g: X — X beda odwzorowaniami ciagtymi. Powiemy,
ze [ jest homotopijne z g, co bedziemy zapisywaé przez [ ~ g, gdy istnieje
taka ciagla funkcja H: [0,1] x X — X, ze H(0,z) = f(x) oraz

H(1,z) = g(z) dla wszystkich z € X.

Definicja (staba wtasno$¢é punktu statego)

Przestrzen topologiczna X ma stabg wlasno$é punktu statego, gdy dla
dowolnego odwzorowania f: X — X takiego, ze f ~ Idx, f ma punkt staty
(istnieje = € X takie, ze f(z) = z).
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Definicja (odwzorowania homotopijne)

Niech f: X — X oraz g: X — X bedg odwzorowaniami cigglymi. Powiemy,
ze [ jest homotopijne z g, co bedziemy zapisywaé przez [ ~ g, gdy istnieje
taka ciagla funkcja H: [0,1] x X — X, ze H(0,z) = f(x) oraz

H(1,z) = g(z) dla wszystkich = € X.

Definicja (staba wtasno$¢é punktu statego)

Przestrzen topologiczna X ma stabg wlasno$é punktu statego, gdy dla
dowolnego odwzorowania f: X — X takiego, ze f ~ Idx, f ma punkt staty
(istnieje = € X takie, ze f(z) = z).

Definicja (ENR)

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Przestrzen X nazywamy
euklidesowym retraktem otoczeniowym (w skrécie: ENR-em), jezeli istnieje
zbior otwarty V' w przestrzeni R" oraz funkcje r: V — X i s: X — V, dla
ktérych ros = Idx.
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ktérych ros = Idx.

__________________________________________________________________________|]
X C V oraz s - inkluzja — klasyczna retrakcja
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__________________________________________________________________________|]
Intuicja za ENR-ami:

m jesli X C R" jest ENR-em, to X = C' N O, gdzie C jest zbiorem
domknietym, a O jest zbiorem otwartym w R"; w szczegdlnosdci X jest
lokalnie zwartym podzbiorem,

m jesli X C R" jest retraktem pewnego swojego otoczenia, to jest
ENR-em.

m jesli X jest ENR-rem oraz f,g:Y — X sa takie, ze f(B) = g(B), to
istnieje W otwarte otoczenie B w Y oraz homotopia H miedzy f|w
oraz g|w taka, ze H(B,t) = f(B) = g(B) dla wszystkich t.
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Od tego momentu uktady dynamiczne sa nad R.

Wazny Lemat

Niech X bedzie zwartym ENR-em ze stabg wlasnoscig punktu statego oraz
niech ¢ bedzie uktadem dynamicznym na X. Wtedy ¢ ma punkt staty w X.
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Od tego momentu uktady dynamiczne sa nad R.

Wazny Lemat

Niech X bedzie zwartym ENR-em ze stabg wlasnoscig punktu statego oraz
niech ¢ bedzie uktadem dynamicznym na X. Wtedy ¢ ma punkt staty w X.

Z powyzszego lematu wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie

Niech ¢ bedzie uktadem dynamicznym na przestrzeni metrycznej (X, d).
Wybierzmy x € X i zal6zmy, ze zbiér w(xz) = S jest zwartym ENR-em
majacym staba wlasnos¢ punktu statego. Jezeli card S > 1, to

AP(z) = 4o0.

Dowdd.

Na mocy Lematu ¢ ma punkt staly w S. Teza wynika teraz z Twierdzenia
2. O
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Twierdzenie 1 (G.)
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Kilka stéw o homologiach...
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Niech eg, ..., e, bedzie standardows bazg w R" ! oraz
A, = conv{eg,...,en} bedzie standardowym sympleksem.

Definicje

Dowolne odwzorowanie ciagte o: A,, — X, gdzie X jest ustalong
przestrzenia topologiczna, nazywamy sympleksem singularnym.

Niech ¥, (X) := {o: A, — X — ciagle}. Zbiér n-wymiarowych lancuchéw
singularnych na X nad Z definiujemy jako

P z nx0,
Sn(X) = Zn(X)
0 n < 0.

Dlan > 1 oraz 0 < j < n oznaczmy

€j1 Ap_1> (A(), coog An—l) — ()\()7 ey )\j_l,(), )\j+1, caog An_1) [SATH
Jedli o € Sn(X), to Opo := Y (—1)?0 0 e’/ nazywamy operatorem brzegu.
j=0

Uwaga: 0p—1 00, = 0.
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(Sn(X),0n) - grupa (kompleks singularny, kompleks tancuchowy).

Definiujemy zbidr cykli n—-wymiarowowych

Zn(X) :=ker 0,
oraz zbidr brzegow n—wymiarowych
B, (X) :=ImOny1.

N—tq grupg homologii singularnych H,(X) na przestrzeni X nazywamy
grupe ilorazowa Z,(X)/Bn(X).
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Niech teraz f: X — Y bedzie ciaglym odwzorowaniem miedzy dwiema
przestrzeniami topologicznymi. Wprowadzamy odwzorowanie

Sn(f): Sn(X) — Sn(Y) wzorem S, (f)(o) := f o o. Poniewaz

On 0 Sn(f) = Sn—1(f) 0 On, wiec w szczegblnosci ma sens oraz jest poprawna
nastepujaca definicja.

Homomorfizm
Hy(f): Hn(X) 3 [2] = [Sn(f)(2)] € Hn(Y)

nazywamy homomorfizem indukowanym przez f w homologiach.
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Lic

zby Lefschetza a orbity asymptotycznie okresowe

' Elementy topologii algebraicznej

__________________________________________________________________________|]
Intuicja:
m homologie singularne mierzg ilo$¢ n-wymiarowych dziur w danej
przestrzeni topologicznej,
m jesli X jest Sciagalna, to wszystkie H, poza n = 0 sg trywialne i
Hy(X) =172,

m jedli zamiast Z w calej konstrukcji ustalimy Q, konstrukcja rowniez
?przechodzi” i w efekcie generuje przestrzen wektorowa H., (X).
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Niech X bedzie zwartym ENR-em, a f: X — X bedzie odwzorowaniem
ciaglym. Niech H bedzie funktorem homologii singularnych o
wsp6lczynnikach w Q. Niech H(f): H(X) — H(X) bedzie homomorfizmem
indukowanym w homologiach.

Karol Gryszka




Niech X bedzie zwartym ENR-em, a f: X — X bedzie odwzorowaniem
ciaglym. Niech H bedzie funktorem homologii singularnych o
wsp6lczynnikach w Q. Niech H(f): H(X) — H(X) bedzie homomorfizmem
indukowanym w homologiach.

Definicja (liczba Lefschetza)

Wielkosé
L(f) =) (~1)"tHn(f) € 2
neEZ

nazywamy liczbg Lefschetza odwzorowania f, gdzie trH, (f) jest sladem
endomorfizum H,,(f): H,(X) — H,(X).
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Definicja (charakterystyka Eulera)

Jezeli f =1Idx, to x(X) := L(Idx) nazywamy charakterystykqe Eulera
przestrzeni X. Wtedy tez

“+oo

X(X) = (1) dimH, (X).

n=0

Powyzsze definicje sg poprawnie okreslone, gdyz wiadomo, ze zwarte ENR-y
maja tylko skoniczenie wiele niezerowych homologii H,,(X) oraz wszystkie
one sg skonczonego wymiaru. Odnotujmy réwniez, ze liczby Lefschetza sa
niezmiennikami przeksztatcen homotopijnych.
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Twierdzenie Lefschetza o punkcie statym - klasyka

Niech X bedzie zwartym ENR-em oraz f: X — X bedzie ciagte. Jezeli
L(f) # 0, to f ma punkt staly.
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Twierdzenie Lefschetza o punkcie stalym - klasyka

Niech X bedzie zwartym ENR-em oraz f: X — X bedzie ciagte. Jezeli
L(f) # 0, to f ma punkt staly.

Proste zastosowanie twierdzenia Lefschetza o punkcie staltym przedstawia
ponizszy przyktad.

Przyktad

Charakterystyka Eulera dla sfer wyraza sie nastepujaco:

x(S*) =2, xS*™=o0.

W szczegblnosci, z twierdzenia Lefschetza wynika, ze sfery parzystego
wymiaru majg staba wlasno$é punktu statego (liczby Lefschetza sa
niezmiennikami przeksztalcenn homotopijnych!). Na podstawie Lematu
wiemy wiec, ze uklady dynamiczne na takich sferach musza mieé¢ punkt
stacjonarny.
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Twierdzenie (G.)

Niech ¢ bedzie uktadem dynamicznym na X i z € X. Niech w(z) =S
bedzie zwartym ENR—-em. Zalézmy dodatkowo, ze card S > 1. Jezeli
x(S) # 0, to AP(z) = +o0.
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Twierdzenie (G.)

Niech ¢ bedzie uktadem dynamicznym na X i z € X. Niech w(z) =S
bedzie zwartym ENR—-em. Zalézmy dodatkowo, ze card S > 1. Jezeli
x(S) # 0, to AP(z) = +o0.

Dowdd.

Dla dowolnego ¢ zachodzi ciag réwnosci x(S) = L(Ids) = L(¢:|s), wiec z
twierdzenia Lefschetza wynika, ze wszystkie ¢¢|s maja punkt stacjonarny.
Wystarczy teraz zastosowaé¢ Twierdzenie 2. O
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7 powyzszego Twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze jezeli pewien zbiér S
jest granicznym zbiorem zwartym i minimalnym o niezerowej
charakterystyce Eulera, to dowolny punkt, ktérego zbiorem granicznym jest
S, jest asymptotycznie nieokresowy.
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7 powyzszego Twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze jezeli pewien zbiér S
jest granicznym zbiorem zwartym i minimalnym o niezerowej
charakterystyce Eulera, to dowolny punkt, ktérego zbiorem granicznym jest
S, jest asymptotycznie nieokresowy.

Przyktad

Jezeli w Twierdzeniu przyjmiemy S = S?*, to AP(z) = +o0.

W szczegdlnosci wynika z tego, ze sfera parzystego wymiaru nie moze byé
zbiorem granicznym punktu asymptotycznie okresowego. Z kolei sfera S*
jest zbiorem granicznym punktu okresowego dla uktadu w R?,
generowanego przez uktad rownan w biegunowym uktadzie wspotrzednych

r' =1, ¥ =0

Przyktad ten pokazuje, ze zalozenie o niezerowosci charakterystyki Eulera
nie moze zostaé opuszczone.
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7 powyzszego Twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze jezeli pewien zbiér S
jest granicznym zbiorem zwartym i minimalnym o niezerowej
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S, jest asymptotycznie nieokresowy.

Przyktad

Jezeli w Twierdzeniu przyjmiemy S = S?*, to AP(z) = +o0.
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zbiorem granicznym punktu asymptotycznie okresowego. Z kolei sfera S*
jest zbiorem granicznym punktu okresowego dla uktadu w R?,
generowanego przez uktad rownan w biegunowym uktadzie wspotrzednych

r' =1, ¥ =0

Przyktad ten pokazuje, ze zalozenie o niezerowosci charakterystyki Eulera
nie moze zostaé opuszczone.

Uwagal

Tezy Twierdzenia nie mozna odwrécié (x(T?) = 0).
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