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Twierdzenie

Niech A będzie pierścieniem przemiennym z jedynką zawierającym
Q jako podpierścień. Jeśli f ∈ A[Y ] jest unitarny oraz d | deg f , to
istnieje dokładnie jeden wielomian unitarny w ∈ A[Y ] stopnia deg f

d
spełniający warunek deg(f − wd) < deg f − degw .

Wielomian w z powyższego twierdzenia nazywamy d–tym pier-
wiastkiem aproksymatywnym wielomianu f oraz oznaczamy go
symbolem d

√
f .

Przykład

Jeśli f = Y d + ad−1Y
d−1 + · · ·+ a0 ∈ A[Y ], to

d
√
f = Y +

ad−1
d .

Jeśli f = Y 4 + a3Y
3 + a2Y

2 + a1Y + a0 ∈ A[Y ], to
2
√
f = Y 2 + 1

2a3Y + 1
2a2 −

1
8a
2
3.
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Mówimy, że wielomian

f = Ym + am−1Y
m−1 + · · ·+ a0 ∈ K[[X1, . . . ,Xn]][Y ]

jest wielomianem Weierstrassa jeśli ai (0) = 0 dla i = 0, . . . ,m − 1.
Wielomian f nazywamy quasi-zwyczajnym jeśli jego wyróżnik jest
postaci uX k1

1 · · ·X kn
n , gdzie u ∈ K[[X1, . . . ,Xn]], u(0) 6= 0 oraz

k1, . . . , kn ∈ N.

Uwaga

(i) Każdy unitarny czynnik wielomianu quasi-zwyczajnego jest
quasi-zwyczajny.

(ii) Każdy unitarny czynnik wielomianu Weierstrassa jest wielo-
mianem Weierstrassa.

(iii) W przypadku jednej zmiennej każdy wielomian Weierstrassa
jest wielomianem quasi-zwyczajnym.
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f - nierozkładalny quasi-zwyczajny wielomian Weierstrassa,

Zer f = {α1, . . . , αm} ⊂ K[[X
1/m
1 , . . . ,X

1/m
n ]]

dla q = (q1, . . . , qn) ∈ Qn
­0 definiujemy X q := X q1

1 · · ·X
qn
n .

dla i 6= j mamy αi − αj = uijX
λij , gdzie uij(0) 6= 0 oraz

λij ∈ Qn
­0

q = (q1, . . . , qn), q′ = (q′1, . . . , q
′
n) ∈ Qn

­0:

q ¬ q′ ⇔ ∀i∈{1,...,n} qi ¬ q′i

{λij : i 6= j} = {h1, . . . , hs}, h1 < · · · < hs (charakterystyka
wielomianu f)
M0 = Zn, Mi = Zn + Zh1 + · · ·+ Zhi , i = 1, . . . , s
M0 < M1 < · · · < Ms < ( 1mZ)d

di := [Mi : M0], i = 0, . . . , s

ci :=
∑i

j=1

(
1

dj−1
− 1dj

)
hj + 1

di
hi , i = 1, . . . , s
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0 = h0

h1

h2

hs

∞

d0

d1

ds

Drzewo Wall-Eggersa nierozkładalnego quasi-zwiczajnego wielomianu
Weierstrassa o charakterystyce h1 < · · · < hs .



Niech f = Y 4 − 2X 31X
2
2Y
2 − 4X 51X

4
2Y − X 71X

6
2 + X 61X

4
2 . Wielo-

mian f ∈ C[[X1,X2]][Y ] jest quasi-zwyczajny, Weierstrassa,
nierozkładalny oraz

α1 = X
3/2
1 X2 + X

7/4
1 X

3/2
2

α2 = X
3/2
1 X2 − X

7/4
1 X

3/2
2

α3 = −X 3/21 X2 +
√
−1X 7/41 X

3/2
2

α4 = −X 3/21 X2 −
√
−1X 7/41 X

3/2
2 .

h1 = (32 , 1), h2 = (74 ,
3
2),

M0 = Z2,
M1 = Z2 + (32 , 1)Z,
M2 = Z2 + (32 , 1)Z + (74 ,

3
2)Z,

d0 = 1, d1 = 2, d2 = 4,

c1 = (32 , 1), c2 = (138 ,
5
2).



0

(32 , 1)

(74 ,
3
2)

∞

1

2

4

Drzewo Walla-Eggersa wielomianu
f = Y 4 − 2X 31X

2
2Y
2 − 4X 51X

4
2Y − X 71X

6
2 + X 61X

4
2 .



Niech f , g będą nierozkładalnymi quasi-zwyczajnymi wielomianami
Weierstrassa, Zer f = {α1, . . . , αm}, Zer g = {β1, . . . , βl}. Załóż-
my, że dla każdego i ∈ {1, . . . ,m} oraz j ∈ {1, . . . , l} mamy

αi − βj = uijX
λij

gdzie uij(0) 6= 0 oraz λi ,j ∈ Qn
­0. Wtedy wektor

cont(f , g) := max{λij : i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , l}}

jest dobrze zdefiniowany i nazywamy go kontaktem pomiędzy
wielomianami f oraz g .



Jeśli f jest quasi-zwyczajnym wielomianem Weierstrassa oraz f =
ϕ1 · · ·ϕr , gdzie ϕi ∈ K[[X1, . . . ,Xn]][Y ] są nierozkładalne, to
drzewo Wall-Eggersa wielomianu f tworzymy dodając punkty
cont(ϕi , ϕj) na drzewach Wall-Eggersa wielomianów ϕi , ϕj oraz
sklejamy te drzewa na wysokości cont(ϕi , ϕj).

Drzewo Walla-Eggersa rozkładalnego quasi-zwyczajnego wielomianu
Weierstrassa.



Rozważmy taki wielomian F = fg , że pierwiastkami f są

α1 = X 1/2 + X 2 + X 9/4,

α2 = X 1/2 + X 2 − X 9/4,

α3 = −X 1/2 + X 2 +
√
−1X 9/4,

α4 = −X 1/2 + X 2 −
√
−1X 9/4

natomiast pierwiastkami g są

β1 = X 1/2 − X 2 + X 11/4,

β2 = X 1/2 − X 2 − X 11/4,

β3 = −X 1/2 − X 2 −
√
−1X 11/4,

β4 = −X 1/2 − X 2 +
√
−1X 11/4.

Wielomiany f , g ∈ C[[X ]][Y ] są nierozkładalne, quasi-zwyczajne,
Weierstrassa.
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Drzewo Walla-Eggersa wielomianu f .
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Drzewo Walla-Eggersa wielomianu g .
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44

Drzewo Walla-Eggersa wielomianu F = fg .



Mówimy, że d–ty pieriastek aproksymatywny quasi-zwyczajnego
wielomianu Weierstrassa f jest charakterystyczny, jeśli d = deg f

dk

dla pewnego k = 0, . . . , s, a w przeciwnym razie d
√
f nazywamy

niecharakterystycznym.

Wielościanem Newtona szeregu g =
∑

a∈Nn caX
a ∈ K[[X1, . . . ,Xn]]

nazywamy zbiór ∆(g) := conv(
⋃

ca 6=0(a + Rn
­0)).

Odległością logarytmiczną dwóch nierozkładalnych wielomianów
Weierstrassa f , g ∈ K[[X ]][Y ] nazywamy zbiór

contA(f , g) :=
1

(deg f )(deg g)
∆(Res(f , g)).



Mówimy, że d–ty pieriastek aproksymatywny quasi-zwyczajnego
wielomianu Weierstrassa f jest charakterystyczny, jeśli d = deg f

dk

dla pewnego k = 0, . . . , s, a w przeciwnym razie d
√
f nazywamy

niecharakterystycznym.
Wielościanem Newtona szeregu g =

∑
a∈Nn caX

a ∈ K[[X1, . . . ,Xn]]
nazywamy zbiór ∆(g) := conv(

⋃
ca 6=0(a + Rn

­0)).

Odległością logarytmiczną dwóch nierozkładalnych wielomianów
Weierstrassa f , g ∈ K[[X ]][Y ] nazywamy zbiór

contA(f , g) :=
1

(deg f )(deg g)
∆(Res(f , g)).



Mówimy, że d–ty pieriastek aproksymatywny quasi-zwyczajnego
wielomianu Weierstrassa f jest charakterystyczny, jeśli d = deg f

dk

dla pewnego k = 0, . . . , s, a w przeciwnym razie d
√
f nazywamy

niecharakterystycznym.
Wielościanem Newtona szeregu g =

∑
a∈Nn caX

a ∈ K[[X1, . . . ,Xn]]
nazywamy zbiór ∆(g) := conv(

⋃
ca 6=0(a + Rn

­0)).
Odległością logarytmiczną dwóch nierozkładalnych wielomianów
Weierstrassa f , g ∈ K[[X ]][Y ] nazywamy zbiór

contA(f , g) :=
1
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Dla nierozkładalnych quasi-zwyczajnych wielomianów Weierstrassa
f , g , h prawdziwa jest nierówność trójkąta

contA(f , g) ­ inf{contA(f , h), contA(h, g)},

gdzie inf{A,B} oznacza otoczkę wypukłą A∪B. W tym przypadku
odległość logarytmiczną nazywamy kontaktem logarytmicznym.



Twierdzenie (Abhyankar-Moh, 1973)

Niech f ∈ K[[X ]][Y ] będzie nierozkładalnym wielomianem Weier-
strassa o charakterystyce h1 < · · · < hs oraz d = deg f

dk
. Wtedy

(i) d
√
f jest nierozkładalnym wielomianem Weierstrassa o chara-

kterystyce h1 < · · · < hk ;

(ii) contA
(
f , d
√
f
)

= ∆(X ck+1).

Twierdzenie (Abhyankar-Moh, 1975)

Niech f , g ∈ K[T ]. Jeśli K[f , g ] = K[T ], to

(i) deg f | deg g lub deg g | deg f ;

(ii) (f , g) = (F (T , 0),G (T , 0)) dla pewnego automorfizmu wielo-
mianowego (F ,G ) ∈ K[X ,Y ]2.



Twierdzenie (Abhyankar-Moh, 1973)

Niech f ∈ K[[X ]][Y ] będzie nierozkładalnym wielomianem Weier-
strassa o charakterystyce h1 < · · · < hs oraz d = deg f

dk
. Wtedy

(i) d
√
f jest nierozkładalnym wielomianem Weierstrassa o chara-

kterystyce h1 < · · · < hk ;

(ii) contA
(
f , d
√
f
)

= ∆(X ck+1).

Twierdzenie (Abhyankar-Moh, 1975)

Niech f , g ∈ K[T ]. Jeśli K[f , g ] = K[T ], to

(i) deg f | deg g lub deg g | deg f ;

(ii) (f , g) = (F (T , 0),G (T , 0)) dla pewnego automorfizmu wielo-
mianowego (F ,G ) ∈ K[X ,Y ]2.



Twierdzenie (González Pérez, 2003)

Niech f ∈ K[[X1, . . . ,Xn]][Y ] będzie nierozkładalnym quasi-zwy-
czajnym wielomianem Weierstrassa o charakterystyce h1 < · · · <
< hs oraz d = deg f

dk
. Wtedy

(i) d
√
f jest nierozkładalnym quasi-zwyczajnym wielomianem

Weierstrassa o charakterystyce h1 < · · · < hk ;

(ii) contA
(
f , d
√
f
)

= ∆(X ck+1).



Twierdzenie (Brzostowski, 2011)

Niech f ∈ K[[X ]][Y ] będzie nierozkładalnym wielomianem Weier-
strassa o charakterystyce h1 < · · · < hs oraz d | deg f . Załóżmy, że
k ∈ {0, . . . , s} jest największym indeksem, dla którego d |deg fdk

. Jeś-

li p jest nierozkładalnym czynnikiem d
√
f , to

contA(f , p) = ∆(X ck+1).



Twierdzenie 1

Niech f ∈ K[[X1, . . . ,Xn]][Y ] będzie quasi-zwyczajnym wielomia-
nem Wierstrassa oraz d = deg f

dk
, gdzie dk leży poniżej ostatniego

miejsca na pniu drzewa Walla-Eggersa wielomianu f . Wtedy

(i) d
√
f jest nierozkładalnym quasi-zwyczajnym wielomianem We-

ierstrassa o charakterystyce h1 < · · · < hk ;

(ii) contA
(
f ∗, d
√
f
)

= ∆(X ck+1) dla każdego nierozkładalnego
unitarnego czynnika f ∗ wielomianu f .



Twierdzenie 2

Niech f ∈ K[[X1, . . . ,Xn]][Y ] będzie nierozkładalnym quasi-zwy-
czajnym wielomianem Weierstrassa oraz d | deg f . Załóżmy, że k ∈
{0, . . . , s} jest że d |deg fdk

. Jeśli p jest unitarnym czynnikiem nieroz-

kładalnym wielomianu d
√
f , to

contA(f , p) = ∆(X ck+1).



Twierdzenie 3

Niech f ∈ K[[X1, . . . ,Xn]][Y ] będzie quasi-zwyczajnym wielomia-
nem Weierstrassa oraz d | deg f . Załóżmy, że k ∈ {0, . . . , s} jest
największym indeksem, dla którego d |deg fdk

oraz dk leży poniżej os-
tatniego miejsca na pniu drzewa Walla-Eggersa wielomianu f . Jeśli
p jest unitarnym czynnikiem nierozkładalnym wielomianu d

√
f , to

contA(f ∗, p) = ∆(X ck+1)

dla każdego nierozkładalnego unitarnego czynnika f ∗ wielomianu f .



Wielomian

f = Y 12 + (−6X1X 32 − 6X 31X
4
2 )Y 11

+ (15X 81X
6
2 + 30X 71X

7
2 + 15X 61X

8
2 )Y 10

+ (−20X112X 92 − 60X 111 X 102 − 60X 101 X 112 − 20X 91X
12
2

+ 30X 51X
3
2 + 30X 41X

4
2 )Y 9

+ (15X 161 X 122 + 60X 151 X 132 + 90X 141 X 142 + 60X 131 X 152

+ 15X 121 X 162 − 63X 91X
6
2 − 126X 81X

7
2 − 63X 71X

8
2 )Y 8

+ (−2X 31X2 − 20X 31 )Y 6 + (6X 41X2 + 15X 41 )Y 4

+ (−X 51X 22 − 6X 51X2 − 6X 51 )Y 2 + 2X 61X
2
2 + 2X 61X2 + X 61

jest nierozkładalnym wielomianem quasi-zwyczajnym Weierstrassa
o charakterystyce h1 = (12 , 0), h2 = (12 ,

1
3), h3 = (12 ,

1
2). Zatem

d1 = 2, d2 = 6, d3 = 12.



Trzecim pierwiastkiem aproksymatywnym wielomianu f jest

3
√
f = (Y 2−X1)(Y−X 1/21 −X

3
1X
3
2 (X1+X2))(Y+X

1/2
1 −X

3
1X
3
2 (X1+X2)),

który nie jest wielomianem quasi-zwyczajnym.



Niech f ∈ K[[X ]] będzie nierozkładalnym quasi-zwyczajnym wie-
lomianem Weierstrassa o charakterystyce h1 < · · · < hs . Jeśli
α ∈ Zer f , to ht–obcięciem szeregu α nazywamy szereg trunct(α)
otrzymany z szeregu α poprzez opuszczenie wszystkich składników
rzędu ­ ht .
Niech ft będzie wielomianem minimalnym elementu trunct(α) nad
ciałem ułamków pierścienia K[[X ]].

Lemat

(i) Zer ft = { trunct(αj) : αj ∈ Zer f },
(ii) ft jest nierozkładalnym quasi-zwyczajnym wielomianem We-

ierstrassa o charakterystyce h1 < · · · < ht−1,

(iii) deg ft = dt−1,

(iv) contA(f , ft) = ct .



Niech f ∈ K[[X ]] będzie nierozkładalnym quasi-zwyczajnym wie-
lomianem Weierstrassa o charakterystyce h1 < · · · < hs . Jeśli
α ∈ Zer f , to ht–obcięciem szeregu α nazywamy szereg trunct(α)
otrzymany z szeregu α poprzez opuszczenie wszystkich składników
rzędu ­ ht .
Niech ft będzie wielomianem minimalnym elementu trunct(α) nad
ciałem ułamków pierścienia K[[X ]].

Lemat

(i) Zer ft = { trunct(αj) : αj ∈ Zer f },
(ii) ft jest nierozkładalnym quasi-zwyczajnym wielomianem We-

ierstrassa o charakterystyce h1 < · · · < ht−1,

(iii) deg ft = dt−1,

(iv) contA(f , ft) = ct .



Twierdzenie 4

Niech f ∈ K[[X ]][Y ] będzie wielomianem quasi-zwyczajnym Weier-
strassa, h1 < · · · < ht to początkowy ciąg punktów na pniu drzewa
Walla-Eggersa wielomianu f oraz d niech będzie taką dodatnią
liczbą naturalną, że d · dt−1| deg f . Jeśli f ∗ jest nierozkładalnym
czynnikiem wielomianu f , którego charakterystyka zawiera ht oraz
γ ∈ Zer f ∗t , to

f (γ + ZX ht ) = aFX dt−1·ct + składniki wyższych rzędów

d
√
f (γ + ZX ht ) = b

d
√
FX (dt−1·ct)/d + składniki wyższych rzędów

dla pewnych a, b ∈ K, bd = a oraz pewnego unitarnego wielomia-
nu F ∈ K[Z ] stopnia deg F

dt−1
. Ponadto, jeśli p jest nierozkładalnym

czynnikiem d
√
f , to ∆(Res(f ∗t , p)) ⊂ (dt−1 deg p)∆(X ct ).



Twierdzenie 5

Niech f ∈ K[[X ]][Y ] będzie wielomianem spełniającym założenia
Twierdzenia 1 oraz d |deg fdt−1

= deg F . Wtedy

d
√
F = Z s(Znt − a1)

`1 · · · (Znt − ar )`r ,

gdzie a1, . . . , ar ∈ K∗ są parami różne, d
√
f = ϕ∗ϕ1 · · ·ϕr , czynniki

ϕ∗, ϕ1, . . . , ϕs są względnie pierwsze oraz

ϕ∗(γ + ZX ht ) = b∗Z sX q∗ + składniki wyższych rzędów

ϕi (γ + ZX ht ) = bi (Z
nt − ai )

`iX q′i + składniki wyższych rzędów.

Ponadto, jeśli `i = 1, to ϕi jest nierozkładalnym wielomianem qua-
si-zwyczajnym Weierstrassa o charakterystyce (h1, . . . , ht) oraz jeś-
li s = 1 to ϕ∗ jest nierozkładalnym wielomianem quasi-zwyczajnym
Weierstrassa o charakterystyce (h1, . . . , ht−1).
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