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Twierdzenie

Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka zawierajacym
Q jako podpierscien. Jesli f € A[Y] jest unitarny oraz d|degf, to
istnieje dokfadnie jeden wielomian unitarny w € A[Y] stopnia degf

spetniajacy warunek deg(f — w?) < deg f — deg w.
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Przyktad

mJedli f=Y9+ag Y9 4. +ag€ AY] to
d aqd—
V=Y + 22

mJedli f=Y* 4+ a3Y3+ Y%+ a1Y + a9 € AlY], to
VE=Y2+Za3Y + Ja, — 3a3.




Méwimy, ze wielomian

fF=Y"+am Y™ 4 +a € K[[Xi,...,X]I[Y]
jest wielomianem Weierstrassa jesli a;(0) =0dlai=0,...,m— 1.
Wielomian f nazywamy quasi-zwyczajnym jesli jego wyrdznik jest
postaci uXf* ... Xk gdzie u € K[[Xy, ..., Xa]], u(0) # 0 oraz
ki,..., kn € N.



Méwimy, ze wielomian
fF=Y"+am Y™ 4 +a € K[[Xi,...,X]I[Y]

jest wielomianem Weierstrassa jesli a;(0) =0dlai=0,...,m— 1.
Wielomian f nazywamy quasi-zwyczajnym jesli jego wyrdznik jest
postaci uXf* ... Xk gdzie u € K[[Xy, ..., Xa]], u(0) # 0 oraz
ki,..., kn € N.

(i) Kazdy unitarny czynnik wielomianu quasi-zwyczajnego jest
quasi-zwyczajny.

(ii) Kazdy unitarny czynnik wielomianu Weierstrassa jest wielo-
mianem Weierstrassa.

(iii)) W przypadku jednej zmiennej kazdy wielomian Weierstrassa
jest wielomianem quasi-zwyczajnym.
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f - nierozktadalny quasi-zwyczajny wielomian Weierstrassa,
Zer f = {aq,...,am} CK[X/™, ..., X3™]

dla g =(q1,...,9n) € QLy definiujemy X9 := X" .- X"
dla i #j mamy o — aj = u,-jé’\"f, gdzie u;;(0) # 0 oraz

)\,‘j € ng

g=(q1:---,an), 9 = (q1,-- -, q,) € Qy:

9<q &V, .m 9 <4

{Nji#j={m,..., hs}, hy <--- < hs (charakterystyka
wielomianu f)

Mo =2" Mi =Z"+Zhy +---+Zhj, i=1,...,s

Mo < My <--- < Mg < (£Z)¢

d,' = [M,‘ZMo], iZO,...,S

c =S D S S AT A
Ci = Zj:]_ (dj—l dj)hj—i_d,'h” /—1,...75



hy
do
0= ho

Drzewo Wall-Eggersa nierozktadalnego quasi-zwiczajnego wielomianu
Weierstrassa o charakterystyce h; < --- < hs.



Niech f = Y* —2X3X2Y? — 4XPX3Y — X{ X§ + XPXZ. Wielo-
mian f € C[[X1, X2]][Y] jest quasi-zwyczajny, Weierstrassa,
nierozktadalny oraz

ar = XX+ XX
ay = X3/2X X7/4X3/2

as = 3/2X +FX7/4X3/2

ay = —X3/2X2—\/— X[ X232,
h = (71)7 h2:(%7%)7

My = 72,

M = 72+ (3,1)Z,
My = 22+ (3,1)Z+(4.3)Z,
d=1 d =2, d=4,

€= (%71)a @ = (1837 g)



0®

Drzewo Walla-Eggersa wielomianu
f=Y*—2X3X2Y?2 —4XPX3Y — X{ X$ + X0 X5



Niech f, g beda nierozktadalnymi quasi-zwyczajnymi wielomianami
Weierstrassa, Zer f = {aa,...,am}, Zerg = {f1,..., 0} Zatoz-
my, ze dla kazdego i € {1,...,m} oraz j € {1,...,/} mamy

a; — B = uy XN
gdzie uj;(0) # 0 oraz \;; € Q%,. Wtedy wektor
cont(f,g) :=max{\;:ie{l,....m},je{l,...,I}}

jest dobrze zdefiniowany i nazywamy go kontaktem pomiedzy
wielomianami f oraz g.



Jesdli f jest quasi-zwyczajnym wielomianem Weierstrassa oraz f =
1 or, gdzie ¢ € K[[Xq,..., Xs]][Y] sa nierozktadalne, to
drzewo Wall-Eggersa wielomianu f tworzymy dodajac punkty
cont(yj, ¢;) na drzewach Wall-Eggersa wielomianéw ¢, ¢; oraz
sklejamy te drzewa na wysokosci cont(yj, ;).

Drzewo Walla-Eggersa rozktadalnego quasi-zwyczajnego wielomianu
Weierstrassa.



Rozwazmy taki wielomian F = fg, ze pierwiastkami f s3

ap = XY24X24 X4,
X1/2 —|—X2 _ X9/4,

ay =
a3 = —XY24 X2 4\ /ZIXY4,
ag = —XY24 X2 /Z1X4

natomiast pierwiastkami g sa

B = x1/2 _ x2 —|—X11/4,

B = x1/2 _ x2 _ )(11/47
,83 — _X1/2 - X2 . /_1xl1/4’
ﬂ4 _ _X1/2 _X2 + /_1xl1/4'

Wielomiany f, g € C[[X]][Y] sa nierozktadalne, quasi-zwyczajne,
Weierstrassa.



»j©
@

N[
@

0®

Drzewo Walla-Eggersa wielomianu f.
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Drzewo Walla-Eggersa wielomianu g.
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Drzewo Walla-Eggersa wielomianu F = fg.
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Moéwimy, ze d-ty pieriastek aproksymatywny quasi-zwyczajnego

wielomianu Weierstrassa f jest charakterystyczny, jesli d = di,gf
k
dla pewnego k =0, ...,s, a w przeciwnym razie ¥/f nazywamy

niecharakterystycznym.

Wieloscianem Newtona szeregu g = Y ,cnn caX? € K[[ X1, ..., X]]
nazywamy zbiér A(g) := conv(U,, .0(a +R%y)).

Odlegtoscia logarytmiczna dwéch nierozktadalnych wielomianéw
Weierstrassa f, g € K[[X]][Y] nazywamy zbidr

1

(Geg(aegg) ")

conta(f,g) =



Dla nierozktadalnych quasi-zwyczajnych wielomianéw Weierstrassa
f, g, h prawdziwa jest nieréwno$¢ trojkata

conta(f, g) > inf{conta(f, h),conta(h,g)},

gdzie inf{A, B} oznacza otoczke wypukta AU B. W tym przypadku
odlegtos¢ logarytmiczna nazywamy kontaktem logarytmicznym.
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Twierdzenie (Abhyankar-Moh, 1975)
Niech f,g € K[T]. Jesli K[f,g] = K[T], to
(i) degf|degg lub degg|degf;

(ii) (f,g)=(F(T,0),G(T,0)) dla pewnego automorfizmu wielo-
mianowego (F, G) € K[X, Y]°.




Twierdzenie (Gonzélez Pérez, 2003)

Niech f € K[[X1, ..., Xy]][Y] bedzie nierozktadalnym quasi-zwy-
czajnym wielomianem Weierstrassa o charakterystyce hy < --- <

< hs oraz d = 9L Wredy

(i) ¥/f jest nierozktadalnym quasi-zwyczajnym wielomianem
Weierstrassa o charakterystyce hy < --- < hy;

(ii) contp (f, \‘ﬁ) = A(X%1).



Twierdzenie (Brzostowski, 2011)

Niech f € K[[X]][Y] bedzie nierozk/adalnym wielomianem Weier-
strassa o charakterystyce hy < --- < hs oraz d|deg f. Zatézmy, ze
k € {0,...,s} jest najwiekszym indeksem, dla ktérego d ]degf Jes-

li p jest nierozktadalnym czynnikiem ¥/f, to

conta(f, p) = A(X*1).



Twierdzenie 1

Niech f € K[[X1, ..., Xnl][Y] bedzie quasi-zwyczajnym wielomia-
nem Wierstrassa oraz d = dff( £ gdzie di lezy ponizej ostatniego
miejsca na pniu drzewa Walla-Eggersa wielomianu f. Wtedy

(i) V/f jest nierozkfadalnym quasi-zwyczajnym wielomianem We-
ierstrassa o charakterystyce hy < --- < hy;

(ii) contp (f X, \‘Vf) = A(X+1) dla kazdego nierozktadalnego
unitarnego czynnika f* wielomianu f.



Niech f € K[[X1, ..., Xp]][Y] bedzie nierozktadalnym quasi-zwy-

czajnym wielomianem Weierstrassa oraz d|deg f. Zatézmy, ze k €

{0,...,s} jest ze d |df1—gf. Jesli p jest unitarnym czynnikiem nieroz-
k

ktadalnym wielomianu ¥/f, to

conta(f, p) = A(X%H1).



Twierdzenie 3

Niech f € K[[X1, ..., Xn]][Y] bedzie quasi-zwyczajnym wielomia-
nem Weierstrassa oraz d|deg f. Zatézmy, ze k € {0, ..., s} jest
najwiekszym indeksem, dla ktérego d |% oraz dy lezy ponizej os-
tatniego miejsca na pniu drzewa Walla-Eggersa wielomianu f. Jesli
p jest unitarnym czynnikiem nierozktadalnym wielomianu ¥/f, to

conta(f™, p) = A(X*1)

dla kazdego nierozktadalnego unitarnego czynnika f* wielomianu f.



Wielomian

f Y12 4 (—6X.X5 — 6X7 X5 )Y

(15XEXS + 30X X7 + 15XPX8) Y10

(—20X112X5 — 60X X370 — 60X10X} — 20X7 X372
30XP X3 4 30X X3) Y°

(15X{°X3% 4+ 60X{°X32 + 90X X3 + 60X{3X3°
15X{2 X730 — 63X X8 — 126XEX] — 63X/ X8)Y?
(—2X2Xo — 20X?) YO + (6X{ Xz + 15X Y*

(—X?X5 — 6XPXa — 6X7) Y2 +2XP X3 4+ 2X8 X, + XP

+ o+ 4+ + + +

jest nierozktadalnym wielomianem quasi-zwyczajnym Weierstrassa
o charakterystyce hy = (3,0), ho = (3,3), h3 = (3, 3). Zatem
d=2,d=6, d3 =12.



Trzecim pierwiastkiem aproksymatywnym wielomianu f jest
VE= (V2 =X0)(Y =X 2= XDX3 (X0 4 X)) (Y +X1 = X7 X3 (X1 +X2)),

ktéry nie jest wielomianem quasi-zwyczajnym.



Niech f € K[[X]] bedzie nierozktadalnym quasi-zwyczajnym wie-
lomianem Weierstrassa o charakterystyce h; < --- < hs. Jesli

a € Zer f, to hy—obcieciem szeregu o nazywamy szereg trunce(«)
otrzymany z szeregu « poprzez opuszczenie wszystkich sktadnikéw
rzedu > h;.

Niech f; bedzie wielomianem minimalnym elementu trunc,(«) nad
ciatem utamkéw pierscienia K[[X]].



Niech f € K[[X]] bedzie nierozktadalnym quasi-zwyczajnym wie-
lomianem Weierstrassa o charakterystyce h; < --- < hs. Jesli

a € Zer f, to hy—obcieciem szeregu o nazywamy szereg trunce(«)
otrzymany z szeregu « poprzez opuszczenie wszystkich sktadnikéw
rzedu > h;.

Niech f; bedzie wielomianem minimalnym elementu trunc,(«) nad
ciatem utamkéw pierscienia K[[X]].

(i) Zer fy = {trunce(oy) : oj € Zer f},
(ii) fy jest nierozktadalnym quasi-zwyczajnym wielomianem We-
ierstrassa o charakterystyce hy < --- < hy_1,

(iii) degfy = di—1,
(iv) conta(f,ft) = ct.




Niech f € K[[X]][Y] bedzie wielomianem quasi-zwyczajnym Weier-
strassa, hy < --- < h; to poczatkowy ciag punktéw na pniu drzewa
Walla-Eggersa wielomianu f oraz d niech bedzie taka dodatnia
liczba naturalna, ze d - d;_1|deg f. Jesli f* jest nierozkfadalnym
czynnikiem wielomianu f, ktérego charakterystyka zawiera h; oraz
v € Zer f¥, to

f(y + ZX") = aF X1 4 skfadniki wyzszych rzedéw

VF(y + zX") = bVFX(d-1¢)/9 1 skfadniki wyzszych rzedéw

dla pewnych a, b € K, b? = a oraz pewnego unitarnego wielomia-

nu F € K[Z] stopnia 55 Ponadlto, jesli p jest nierozktadalnym

czynnikiem ¥/f, to A(Res(f;*, p)) C (d;—1 deg p)A(X).




Niech f € K[[X]][Y] bedzie wielomianem spetniajacym zatfozenia

Twierdzenia 1 oraz d |% = deg F. Wtedy

VF =275(Z™ — a)% ---(Z™ — a,)",

gdzie a1, ..., a, € K* sg parami rézne, V/f = ©*@1 - @,, czynniki
©* 01,...,ps s3 wzglednie pierwsze oraz

©* (v + ZX") = b* 75X + skfadniki wyzszych rzedéw

0i(y 4+ ZX") = bi(Z™ — a;)" X% + sktadniki wyzszych rzedéw.

Ponadfto, jesli ¢; = 1, to ; jest nierozkfadalnym wielomianem qua-
si-zwyczajnym Weierstrassa o charakterystyce (h1, ..., h) oraz jes-
lis =1 to " jest nierozkfadalnym wielomianem quasi-zwyczajnym
Weierstrassa o charakterystyce (hy, ..., hs—1).
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