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KRZYWE ALGEBRAICZNE

I WZOR POINCAREGO-HOPFA

Maciej Borodzik, Henryk Zotadek (Warszawa)

Streszczenie

Stosujac wzér Poincarégo—Hopfa do pewnego hamiltonowskiego pola we-
ktorowego zwigzanego z krzyws algebraiczna, wyliczamy niezmienniki
osobliwosci tej krzywej. Jako zastosowanie podajemy dowdd twierdze-
nia Abhyankara—Moha—Suzuki.

1. INDEKS HAMILTONOWSKIEGO POLA WEKTOROWEGO

Indeksem i, X pola wektorowego X (x) w R™ w (izolowanym) punkcie osobli-
wym g, X (zg) = 0, nazywamy stopien topologiczny odwzorowania = — % Z
matlej sfery wokét zg do S~ L.

Stynny wzdr Poincarégo—Hopfa dotyczy pola wektorowego X na rozmaitosci M
z izolowanymi punktami osobliwymi i méwi, ze

(1.1) D i X = x(M),
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gdzie suma przebiega po punktach osobliwych a x oznacza charakterystyke Eulera
rozmaitosci.

Ponizej podajemy kilka przykladéw liczenia indeksu dla pél wektorowych w
R? ~ C!, ze zmienna zespolona z = 1 + ixs.

Jesli pole wektorowe jest holomorficzne, tzn. Z = V(2) z holomorficzng funkcja
V(z2), to iV = m, gdzie m jest krotnoscia zera z = 0 funkcji V, V(z) = az™+h.o.t.,
a#0.

Jesli odpowiednie autonomiczne réwnanie rézniczkowe przyjmuje postaé z =
aZ™ + h.o.t, to indeks w z = 0 wynosi —m.

Mozna takze okresli¢ indeks w z = 0 dla meromorficznego pola wektorowego z
biegunem w z = 0, V(2) = az=* + h.o.t. Wtedy igV = —k. Ten indeks jest taki
sam jak dla pola f(z,2)V(z), gdzie f(z,%) = |2|** > 0 (poza z = 0) jest funkeja
wygladzajaca.

A oto jedno z zastosowan wzoru (1.1). Jesli V(2), z € (D, 0), jest holomorficznym
polem wektorowym w dysku D = {|z| < €}, z jedynym punktem osobliwym w z = 0
to mozemy okresli¢ pewne pole wektorowe na sferze M = D /0D, powstajacej przez
Sciagniecie brzegu dysku do punktu. To pole zadaje si¢ wzorem X = f(z,2)V (z),
gdzie f(z, z) jest funkcja zerujaca si¢ na 0D a poza tym dodatnia. Wtedy X ma w
M dwa punkty osobliwe: z = 0, z indeksem m = ordoV, i [0D], z indeksem 2 — m.

Po tym wstepie przejdzmy do przypadku holomorficznych pol wektorowych w
c2.

Niech A C (C?,0) bedzie kietkiem krzywej analitycznej zadanej réwaniem G(z, y)
= 0. Rozwazmy (zespolone) hamiltonowskie pole wektorowe
_96G0 9GO
Oy dx Oz Oy’
To pole mozna traktowaé jako holomorficzne pole wektorowe, z zespolonym czasem
na krzywych fazowych (ktére sa powierzchniami Riemanna). Oczywiscie jest to
réwniez rzeczywiste pole wektorowe w R%.

Xa

Cuwiczenie. Pokazaé, ze rzeczywiste pole X¢ jest réwniez hamiltonowskie z Re G
jako funkcja Hamiltona, ale wzgledem struktury symplektycznej zadanej przy po-
mocy formy dRexz AdRey — dImx AdImy.

Poniewaz funkcja G jest calka pierwsza dla pola Xq, to to pole jest styczne do
krzywej A. Zatem mamy pole wektorowe

Y = Xg|,4.
Jesli 0 jest izolowanym punktem osobliwym A, to i pole X ma osobliwo$é¢ w tym
punkcie.
Rozwazmy przeksztalcenie normalizacji N : A= A Jesli A= A + ...+ Ay
sklada sie z nieprzywiedInych sktadowych A;, to A=A . UA, (roztaczna suma),

gdzie kazde :4; jest dyskiem izomorficznym z D. Niech N; = N|7 ip; = Nj_l(()).
J

Mozemy ‘cofnaé’ pole Y z A do A: dostaniemy pole wektorowe

Y = N*Y = ((N,)"'Y)o N
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na gtadkiej rozmaitoéci z punktami osobliwymi p;. Zatem mozemy okresli¢ indeksy
ip,Y .

Okazuje sig, ze te indeksy (lub ich suma) sa zwiazane z pewnymi klasycznymi
niezmiennikami krzywe;j.

1.2. Lemat (Milnor [Mil], Lins-Neto [Lins]). Jesli A = A; jest nieprzywiedina,
to

im? = Ho (G)7

gdzie po(G) jest liczbg Milnora funkeji G w punkcie 0.
Jesli A=Ay +...+ A, to

Zipj? = ZNO(AJ') + QZ(Ai “Aj)os

i<j
gdzie (A;-Aj)o oznacza indeks przeciecia w 0 skladowych A; i Aj. (W szczegdlnosci,

jesli 0 jest prostym punktem podwéjnym A = A1+ A;, to ip1)~/+ip2)~/ = 2.) Ponadto,
liczba Milnora calego zbioru A wynosi

/,Lo(A) = 250 —k + 1.

Dowdd. Niech A bedzie nieprzywiedlna. Liczba Milnora po(G) = po(A) réwna sig
pierwszej liczbie Bettiego nastepujacej rozmaitosci z brzegiem: A, = B,N{G = z},
gdzie B, jest kula wokél 0 o malym promieniu p za$ z jest mata niekrytyczna
warto$cia G (twierdzenie Milnora). Pole wektorowe X¢|4. nie znika i jego indeks
wzdhuz brzegu 0A, wynosi iplff. Rozwazmy rozmaitos¢ M = A,/0A, i pole wek-
torowe Z = f - Xg on M takie, ze f > 0w A, \ 0A, i f =0 na 0A,. Wiemy, ze
oA, Z =2~ iplf/. Wzér Poincarégo-Hopfa méwi, ze x(M) = 2 — po(G) réwna sig
DigZ.

Dowéd wzoru na po(G) w przypadku k sktadowych przebiega analogicznie. Tylko
tutaj rozmaito$é A, ma brzeg skladajacy sie z k okregéw i indeks pola X¢|a.
wzdtuz kazdego z nich wynosi odpowiednio ip].f/. Po Sciggnieciu tych okregéw do
punktéw dostaje sie rozmaitoéé M bez brzegu genusu g(M) = 3 (uo(A) — k + 1)
1 odpowiednie pole wektorowe Z = fX¢ a k punktami osobliwymi o indeksach
2— z‘pﬁ;. Zatem 2 — (po(A) =k +1) =x(M) =>(2 —ip,Y) =2k — >4, Y.

Niech C,0) — (4;,0), z — (z(2),y(2)) bedzie lokalng parametryzacja (norma-
lizacja) kietka A;. Zalézmy takze, ze wspélrzedne x,y sa tak wybrane, ze A; nie
lezy w prostej z = 0. Wtedy dostajemy

(BTG, ()96
T\ ay ' tpit T M=o oy 4

Jesli G = Gi...Gy, gdzie G, definiuja A;, to ord.— (%)_1%—5\,43. =

ord,—g (aa(;j g—;) la; + 2igjordezoGila; = po(A4;) +32,4;(Ai - Aj)o. To dowo-

dzi érodkowego wzoru w lemacie. [




12
Wielkosé

1 .S
(1.3) 0 == izzpjy
J

bedziemy nazywaé liczbg punktéw podwdjnych A ukrytych w 0.

W ksiazce J.-P. Serre’a [Ser| mozna znalezé algebraiczna definicje liczby punk-
tow podwdjnych. W istocie, obie definicje sa zgodne. W literaturze niezmiennik
0o jest tez nazywany §-niezmiennikiem osobliwosci lub wirtualng liczbg punktow
podwajnych.

1.4. Lemat. Liczba ¢ réwna sie liczbie prostych punktow podwdjnych dla typo-
wego zaburzenia N’ przeksztalcenia normalizacji N : Ay U ... U A, — C2.

Dowdd. Jesli w dysku E po zaburzeniu pozostaja tylko przeciwobrazy prostych
punktéow podwdjnych, to liczba takich przeciwobrazow réwna sie sumie indekséw
pola Y’ i = (N')* X |Zj' Ale ta suma to indeks pola ¥’ wzdluz 0A;. Ten ostatni
indeks réwna si¢ indeksowi pola Y| T WD

Sumujac to wszystko po j, dostaj]e sie podwojong liczbe punktéw podwdjnych
zaburzenia. [J

1.5. Uwaga. Nasz dow6d Lematu 1.2 jest inny (i by¢ moze prostszy) od dowodéw
podanych w [Lins] i [Mil].

Nasza definicja liczby §p jest w istocie topologiczna. Zauwazmy, ze mozna ja
okresli¢ jako sume indeksow hamiltonowskiego pola wektorowego X wzdtuz petli
K; = A, N 0B, w skladowych A;. Milnor pytal w [Mil, Remark 10.9] czy liczba do
réwna si¢ minimalnej liczbie puntéw podwéjnych sumy S = |J D; immersyjnych
(ale niekoniecznie holomorficznych) dyskéw D; w B, z brzegami K, tj. liczbie
gordyjskiej splotu K = UK.

Hipoteza Milnora zostala udowodniona przez P. Kronheimera i T. Mrowke w
[KM1]. Ich dowdd opiera sie na innym ich twierdzeniu:

dla dowolnej (rzeczywistej) powierzchni ¥ (genusu g(X)) w K3 powierzchni
X (. HY(X) = 0 i wigzka Kx trywialna) reprezentujgcej te samq 2-wymiarowq
klase homologii co gladka zepolona krzywa C C X zachodzi nieréwnos$é

29(¥)-2>%-¥=29(C) -2

Niektorzy autorzy (patrz [Rul, Ru2]) nazywaja powyzsza nieréwnosé¢ hipote-
za Thoma. W istocie hipoteza Thoma dotyczy nieréwnosci g(X) > ¢(C) dla po-
wierzchnii w CP? (ktéra nie jest K3). Hipoteza Thoma zstata udowodniona réwniez
przez Kronheimera i Mrowke w [KM2]. Ponadto, dowody w [KM1] i [KM2] uzy-
waja innych niezmiannikéw: niezmiennikéw Donaldsona przestrzeni moduli instan-
tonowych rozwiagzan réwnan Yanga-Millsa (w [KM1]) i niezmiennikéw Seiberga—
Wittena (dyskretnej) przestrzeni moduli monopolowych rozwiazan réwnan Yanga—
Millsa-Higgsa (w [KM2]).

Jedli udaloby sie znalezé pole wektorowe X na X takie, ze X|x = Xg|x 2
indeksami w punktach podwdjnych réwnymi odpowiednim indeksom przeciecia, to
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mozna byloby podaé¢ nowy dowdd hipotezy Milnora. Jak dotad nie udato nam sie
znalezé takiego pola.

Odnotujmy jeszcze interpretacje nastepujacego Lematu Teissiera (patrz [Plo]):
(1.6) (G,0G/0y)o = po(G) + (G, x)o — 1,

w terminach hamiltonowskiego pola wektorowego. W (1.6) funkcja G jest nieprzy-
wiedlna i (F, H), oznacza indeks przeciecia w 0 krzywych F'=01i H = 0.

Istotnie, mamy & = 0G/Jy dla pierwszej sktadowej uktadu Hamiltona. Uzywajac
normalizacji © = ¢(z), y = ¥(2), z € (C,0), dostajemy

()] %«o(z),w(z)).

Przypomnijmy, ze 1o(G) jest krotnodcia w z = 0 prawej strony ostatniej réwnosci.
Zatem wynosi ona ordog—g(w(z),w(z)) minus ordgy’. Ale ordog—g(w(z),w(z)) =
(G,0G/0y)o, ordgy’ =ordgp — 1 i ordop = (G, x)o.

Teraz wykorzystamy hamiltonowskie pole wektorowe do wyliczenia liczby Milno-
ra osobliwosci nieprzywiedlnej krzywej w terminach tzw. par charakterystycznych.
Lokalnie krzywa A mozna zada¢ w postaci parametrycznej

n

r=2" y=cmz™+ cmp12™ T +.

ey

jest to rozwiniecie Puiseux; przy tym mozna zalozyé, ze n < m i ntm. To rozwi-
niecie mozna przedstawi¢ w nastepujace]j (topologicznie zaaranzowanej) formie

y = x™/m [dl + ... 4 gme/mne [dz AL LN 10 NS H
(1.7)
— (dlxvl/” +) + (dgx”/” +) +.+ (drx”"/" +) )
Tutaj mi = vy > 1, n; > 1, n =ng...np, vj = MiN2...Ny + MaN3 ... Ny +
...+ minjq1 ..., oraz nwd(m;,n;) = nwd(v;,n;) = 1. Ponadto, d; # 0 i kropki
oznaczaja potegi /P1Pi w j-ym skladniku. Pary (ny,m1), (na,ms), ..., (n.,m,)
nazywaja sie parami charakterystycznymi.

1.8. Stwierdzenie.([Mil]) Liczba Milnora osobliwosci (1.7) wyraza sie wzorem

wo(A) = (v1 —1)(n1—Dng...np+ (va—1)(ne—)ng...n.+...+ (v, — 1)(n,. —1).

Dowdd. Wzér (1.7) definiuje jedng galaz y = f+(z) wielowartosciowego rozwia-

zania réwnania F(z,y) = 0. Pozostale galezie przyjmuja postaé y = fe(z) =
(1 [dlxvl/” +...+( [dgx”?/" + ...+ [drxvr/" +.. ] .. ]] , gdzie (3 przyjmuje
p1 wartosci, (o przyjmuje py wartosci, itd. Mamy ¢* = (1,...,1). Funkcje F' mozna

przedstawi¢ w postaci F' = [, (y — fc(2)).
Réwnanie Hamiltona w A ma postaé & = Fy, czyli
= (n+..)z "N OF/Oy)lo = (—1/n+..) -2 ] (v = fe(@))le-
¢#C*

W ostatnim iloczynie mamy: (n; — 1)ng...n, czynnikéw z asymptotyka z"*/" ~

21 ..., (n, — 1) czynnikéw z asymptotyks z"/™ ~ z'r. Zatem 2 = 2® dla a =
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po(A) = —n+14vi(n1—1)na...np+va(na—1)ns...n.+...4v.(n,.—1). Poniewaz
n—1=(n;—Dng...np. + (n2 — Dng...n. + ... + (n, — 1), dostajemy zadana
formute. 0O

2. KRZYWE ALGEBRAICZNNE

Zastosujemy teraz hamiltonowskie pole wektorowe X g w przypadku gdy F(z,y)
jest wielomianem definujacym afiniczna krzywa Co w C? (i rzutowa krzywa C w
CP?).

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy C' jest ogdlna gladka krzywa stopnia d.
Wtedy C jest gladka w C? i pole wektorowe ¥ = Xp|c, nie ma skoficzonych
punktéw osobliwych. Ale Y ma bieguny w punktach przeciecia C' z prosta Lo, w

d
nieskonczonodci. Jesli F' = [] (y — ujz) +lot, to Lo NC = {(1:u;:0)}
j=1
i mozemy zalozy¢, ze s to rézne punkty. Kazda lokalna gataz y = u;z + l.ot. w
nieskonczonosci jest parametryzowana przez z = % Wtedy

j=1,...,d

5= —22 H(y —uiz) + Lot | |ymue = ¢ 227+ Lot
i
Stad wynika, ze suma indekséw pola Y w nieskonczonosci wynosi d- (3 —d). Zatem
wzér Poincarégo—Hopfa daje nam znana formule dolgczania x(C) = d(3 — d), lub

9(0) = S (d—1)(d~2).

Tu mozna jeszcze cos dodaé. Latwo policzyé, ze w zwyklym cuspie ukrywa sie
tylko jeden punkt podwoéjny. Zatem mozna policzy¢ genus krzywej z osobliwosciami
najprostszego typu, cuspy i zwykle punkty podwdjne. Jest to genus normalizacji
krzywej. Wynosi on

1
g(C) = i(d — 1)(d — 2) — #cuspéw — #p.podwijnych.

Jest to znany wzor Pliickera.

Rozwazmy teraz przypadek afinicznych krzywych wymiernych z jednym miej-
scem w nieskonczonosci. Te krzywe bedziemy definiowaé za pomoca parametryzacji

Niz=), y=v(),

gdzie ¢ = tP+l.0.t. 1 = t?+l.0.t. s wielomianami stopni p i ¢ odpowiednio. Mozna
dokonywaé tutaj pewnych zamian: parametru ¢ — At 4+ p i zmiennych fazowych.
Twierdzenie Junga—van der Kulka moéwi, ze te ostatnie sa ztozeniami przeksztalcen
elementarnych postaci (z,y + P(z)), (z + Q(y),y) i przeksztalcefr liniowych (w
istocie jednokladnosci). Latwo widaé, ze pozostaja dwie mozliwosci uproszczenia
postaci krzywej: albo mozna ja wyprostowacé, tj. x = t, y = 0, albo mamy

(2.1) p<q q/p¢L.
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Krzywa Cp ma pewna liczbg punktéw podwéjnych, by¢ moze ukrytych w punk-
tach osobliwych. Do policzenia tej liczby uzyjemy pola Y = N*Y i rozwiniecia w
szereg Puiseux w nieskonczonosci:

y = z/P [dl N atac |:d2 Y L Ll Y M S P H
(2.2)
— (dlxvl/P +.. ) + (dzx“’z/f’ +.. ) +.+ (drx”r/P +.. ) ,

gdzie p; > 1, p=pi1...p, i nwd(vj,p;) = nwd(g;,p;) = 1.

Ze wzoru Poincarégo—Hopfa wynika, ze liczba punktéw podwéjnych Cy réowna
sie 1 — %20017 7 drugiej strony indeks pola hamiltonowskiego w nieskonczonosci
liczy sie analogicznie jak w dowodzie Stwierdzenia 1.8. Stad wynika nastepujace

2.3. Stwierdzenie. W terminach (2.2) liczba punktéw podwdjnych krzywej Cy
wWYNosi

1
0= D) Z(Uj —1(pj — Dpj1---Dr

2.4. Wniosek. Typowa krzywa Co spelniajgca (2.2) posiada maksymalng liczbe
punktéw podwdjinych, réwng

[(p—1)(¢—1) = (" -1)],

N | =

5max =

gdzie p' = nwd(p,q) = p2...p;.

Dowadd. Trzeba zatozyé, ze vo = q — 1, i skorzysta¢ z ostatniego stwierdzenia.
O

2.5. Uwaga. Mozna dowies¢ Stwierdzenia 2.3 bezposrednio, liczac liczbe punk-
tow podwdjnych blisko nieskonczonosci. Wezmy nastepujaca parametryzacje Cy w

nieskoficzonosci z = 7P, y=719+c;77 1 +..., T — oo. Réwnania z(7’) = z(7),
y(7') = y(7) na punkt podwéjny daja 7/ = i1, ¢ = e>™/P j=1,....,p—11i
(2.6) (91— )77 4 ¢y (¢F7D — )79t =0

Poszukujemy rozwiazan 7(¢) réwnania (2.6), ktére uciekaja do nieskonczonosci,
gdy wspdlezynniki ¢, = ¢i(e) zaleza od parametru € i € — 0. Takich rozwiazan nie
ma gdy (79 # 1. Gdy ¢1(0) # 0, to takze wszystkie punkty podwdjne pozostaja
skoficzone (nawet gdy (/9 = 1).

Ale gdy j = jip1 (tj. (97 = ¥ = 1) i ¢;(0) = 0 réwnanie (2.6) mozna
rozwigzaé asymptotycznie dla 7 — oco. To jest tak samo jakby rozwiazywaé od-
powiednie réwnanie algebraiczne. W ten sposéb dostaje sie dokladnie 2max — 26
rozwiazan, gdzie § i dpax S8 zdefinowane powyzej.

Pozostaje znalezé liczbe dax, czyli liczbe punktéw podwéjnych dla pewnej spe-
cjalnej typowej krzywej (z ¢; # 0). Ta krzywa jest nastepujaca: ¢ = P,y = (¢t —1)7.
Jedli t,t sa przeciwobrazami punktu podwdjnego, to lezg one w réwnych odlegto-
$ciach od punktu 0 i od punktu 1 w C. Stad wynika, Ze t' = i Ze sa one punktami
przeciecia si¢ p — 1 promieni wychodzacych z 0 w kierunkach %, j=1...p—1,
i ¢ — 1 promieni wychodzacych z 1 w kierunkach g—’qr, k =1,...q — 1. Dokladnie
p’ — 1 par sposrdd tych promieni sg réwnolegte.
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Nastepny wynik to stynne twierdzenia Abhyankar-Moha—Suzuki [AM], [Suz],
ktoére doczekalo si¢ wielu dowodéw. My podajemy topologiczny dowdd pochodzacy
z pracy [Zol].

2.7. Twierdzenie AMS. Jesli krzywa Cy spelnia (2.2), to posiada co najmniej

3o —D(a = 1) =1, p' = awd(p, @), p1 = p/V', @1 = ¢/p', punktéw podwdj-
nych. Stgd wynika, Ze kazdg gladkq krzywg mozna wyprostowad.

Dowdd. Nie da si¢ udowodnié¢ tego twierdzenia korzystajac ze Stwierdzenia 2.3.
A to dlatego, ze nie mamy kontroli nad wykladnikami v;. Taka kontrole uzyskuje
sie dzieki tzw. pierwiaskom przybliZonym. Jest to nastepujace przedstawienie

Fro =y
F2 = Flpl—Glzypl—J?ql—i-...
Fy = FP_G
(2.8) £ o~ Be_C
F’r+1 = th -G,
i F = FT-+1.

Aby je skomentowaé¢ wprowadZmy nastepujaca quasi-jednorodna gradacje az:/g(x)
= p, agé(y) = q. Wtedy wielomiany G; — z%,Gs, ..., G, maja &Eé mniejszy niz
dAeE(Ffj) = gp1 ...p; odpowiednio. Ponadto, jesli m; = deg Fjj|c, to deg G,|c =
m;p; > mj41; oczywiscie, m; = ¢. To oznacza, ze wyrazy wiodace w Ffj lciwGle
redukujg sie w Fj11|c. W [Zol] przedstawienie (2.8) uzyskuje sie przez eliminacje
zmiennej ¢ z réwnan x = (t), y = ¢ (t), ale my nie bedziemy zatrzymywacé sie nad
tym zagadnieniem.

Przy wyliczaniu indeksu pola Y w nieskoficzonoci wykorzystuje sie przedsta-
wienie F' w postaci iloczynu

F@ylo—pwy = J[ =),
¢=(C1,--,Cr)
gdzie kazde (; przyjmuje p; wartosci i ¥(t) = 9¢«(¢). Wtedy dla lokalnej zmienne;
z = 1/t mamy 2 = const - zp“%—l; ~ const - 2P [T (y — ¢(t)) oraz inY =
¢#C*

p+1+ ZC e ordse (c+ — 9¢). Dlatego chcemy znalezé przyblizone rozwiniecia

funkeji ¢ (¢).
Drugie réwnanie w (2.8) przepisujemy w postaci

(2.9) Yy = Gi(p(t), y) + Iy,

gdzie F3|C = O(t™2). Rozwiazujemy je metoda kolejnych przyblizeni. W pierwszym
przyblizeniu kladziemy y = 0 w G i Fp = 0. Dostajemy p; rozwigzan postaci y =
C1t"™ +. ... Ustalamy (; i znajdujemy kolejne przyblizenie podstawiajac to ostatnie
rozwiazanie w miejsce y w G1 i dalej trzymajac Fy = 0. Powtarzamy te procedure
tyle razy az zaczna sie¢ ustala¢ wyrazy z potegami ¢ rzedéw < mo — (p1 — 1)my,
czyli rzedéw poréwnywalnych z rzedami wyrazéw pochodzacych od Fs; zauwazmy,
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ze (P14 O(tm2))1 /P = ¢t (14 O(¢™2~P1™)), Oczywicie te wyrazy, ktore
ustalilismy, zaleza tylko od (.

W trzecim réwnaniu w (2.8), czyli Fy = (Go((t), y) + F3)/P2, najpierw kltadzie-
my w miejsce y szereg znaleziony przy rozwiazywaniu (2.9) i F3 = 0. Dostaniemy
= 52 (t™ 4 ...), gdzie 52 numeruje galtezie. Tutaj wspotczynniki moga zalezeé
od (3, ale potega mo nie zalezy od mq; to wynika z faktu ze w rozwinieciu Puiseux
kolejne potegi w istotnych wyrazach rozwiniecia (wyréznionych w (2.2)) nie zaleza
od wyboru galezi. Teraz kontynuujemy poszukiwanie dalszych wyrazow rozwiniecia
y, przy ustalonych (7 i (2. Oczywiscie stosujemy metode kolejnych przyblizen. W
ten sposéb zafiksujemy z potegami ¢ rzedéw < ms — (p2 — 1)ma — (p1 — 1)my.

Powtarzajac te procedure r — 2 razy dostajemy przedstawienie p; ...p, galezi
funkcji algebraicznej y = 1)¢(t) zadanej rownaniem F(p(t),y) = 0 w postaci

Ve(t) = GIt™ +... 4G [tm27(p171)m1 R 43[tm3*(172*1)m2*(?1*1)m1
b G om ),

gdzie wyrazy oznaczone kropkami przed ¢; nie zaleza od (..., (. (ale zaleza od
C1y.--5Ci—1). Teraz mozna wyliczy¢ indeks pola Y w nieskoniczonoséci. Wynosi on

iV =p+1—[mi(pr = 1) +ma(pz— 1) +...+mp(p — )] <p+1—gq(p1 — 1)
Stad i ze wzoru Poincarégo—Hopfa znajdujemy 6 = %(1 fioo?) > %(plql —-p1—q1)-

O

2.10. Uwaga. Powyzszy dowdéd mozna zaadoptowaé do przypadku krzywych
nad dowolnym cialem. Trzeba tylko zalozyé¢, ze charakterystyka ciala nie dzieli
jednego ze stopni p lub ¢ (jak w [AM)]). Po szczegdly odsylamy czytelnika do [Zol].

Na zakoriczenie chcielibySmy zwrédcié uwage na prace [BZ1], [BZ2], [BZ3], w
ktoérych zastosowaliémy metode Poincarégo—Hopfa do klasyfikacji afinicznych krzy-
wych wymiernych Cy z x(Cp) = 0. Ale o tym napiszemy przy innej okazji.
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ALGEBRAIC CURVES AND THE POINCARE-HOPF FORMULA

Summary. Using the Poincaré—Hopf formula to a Hamiltonian vector field associa-
ted with an algebraic curve, we calculate invariants of the singularities of this curve.
As an application we present a proof of the Abhyankar—-Moh—Suzuki theorem.
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