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Twierdzenie (Twierdzenie Weierstrassa)

Niech f: [a; b] — R bedzie funkcja ciagta. Wtedy f mozna
Jednostajnie aproksymowac wielomianami, tj. P([a; b]; R) jest gesty
w C([a; b], R).

Maciej Zielinski Aproksymacja odwzorowan w sfery odwzorowaniami regulous



Twierdzenie (Twierdzenie Weierstrassa)

Niech f: [a; b] — R bedzie funkcja ciagta. Wtedy f mozna
Jednostajnie aproksymowac wielomianami, tj. P([a; b]; R) jest gesty
w C([a; b], R).

V.

Twierdzenie (Stone-Weierstrass)

Niech X C R" bedzie zbiorem zwartym. Wtedy kazde
odwzorowanie ciagte f: X — R™ mozna jednostajnie
aproksymowac odwzorowaniami wielomianowymi.

A\
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Od teraz X bedzie zwartym algebraicznym podzbiorem R"(=
zwartg quasi-rzutowa rzeczywista rozmaitoscia algebraiczng). Czy
mozna uzyska¢ podobne ,twierdzenie o gestosci” dla f: X — Y
gdzie Y jest tez zbiorem algebraicznym?
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Od teraz X bedzie zwartym algebraicznym podzbiorem R"(=
zwartg quasi-rzutowa rzeczywista rozmaitoscia algebraiczng). Czy
mozna uzyska¢ podobne ,twierdzenie o gestosci” dla f: X — Y
gdzie Y jest tez zbiorem algebraicznym? Co dla Y = SP?

o Nie zawsze istnieja niestate odwzorowania wielomianowe
X =Y, np. S" — S™, gdzie 2l =n>m.
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Od teraz X bedzie zwartym algebraicznym podzbiorem R"(=
zwartg quasi-rzutowa rzeczywista rozmaitoscia algebraiczng). Czy
mozna uzyska¢ podobne ,twierdzenie o gestosci” dla f: X — Y
gdzie Y jest tez zbiorem algebraicznym? Co dla Y = SP?
o Nie zawsze istnieja niestate odwzorowania wielomianowe
X =Y, np. S" — S™, gdzie 2l =n>m.
e Bardziej naturalne s3 odwzorowania regularne R(X, SP). Moze
R(X,SP) jest gesty w C(X,SP)?
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Od teraz X bedzie zwartym algebraicznym podzbiorem R"(=
zwartg quasi-rzutowa rzeczywista rozmaitoscia algebraiczng). Czy
mozna uzyska¢ podobne ,twierdzenie o gestosci” dla f: X — Y
gdzie Y jest tez zbiorem algebraicznym? Co dla Y = SP?
o Nie zawsze istnieja niestate odwzorowania wielomianowe
X =Y, np. S" — S™, gdzie 2l =n>m.
e Bardziej naturalne s3 odwzorowania regularne R(X, SP). Moze
R(X,SP) jest gesty w C(X,SP)?
@ Tak jest gdy dim X < dim Y - zaraz do tego wrécimy.
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Od teraz X bedzie zwartym algebraicznym podzbiorem R"(=
zwartg quasi-rzutowa rzeczywista rozmaitoscia algebraiczng). Czy
mozna uzyska¢ podobne ,twierdzenie o gestosci” dla f: X — Y
gdzie Y jest tez zbiorem algebraicznym? Co dla Y = SP?

o Nie zawsze istnieja niestate odwzorowania wielomianowe
X =Y, np. S" — S™, gdzie 2l =n>m.

e Bardziej naturalne s3 odwzorowania regularne R(X, SP). Moze
R(X,SP) jest gesty w C(X,SP)?

@ Tak jest gdy dim X < dim Y - zaraz do tego wrécimy.

@ W ogdlnosci czesto mamy przeszkody natury topologicznej -
nie kazda klasa homotopii odwzorowan [X, SP] moze by¢
reprezentowana przez odwzorowanie regularne.
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Regulous maps

Powiemy, ze ciagte odwzorowanie f: X — Y jest regulous <=
istnieje skonczony rozktad S zbioru X na roztaczne Zariski lokalnie
domkniete podzbiory, takie ze f|s jest regularne dla kazdego

S € S. Oznaczmy zbiér wszystkich takich odwzorowan X — Y
przez R%(X; Y).
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Regulous maps

Powiemy, ze ciagte odwzorowanie f: X — Y jest regulous <=
istnieje skonczony rozktad S zbioru X na roztaczne Zariski lokalnie
domkniete podzbiory, takie ze f|s jest regularne dla kazdego

S € S. Oznaczmy zbiér wszystkich takich odwzorowan X — Y
przez R%(X; Y).

f: R? — R dana przez:

X3
F(x) = 2iyZ gdy x # (0,0),
0, gdy x = (0,0)
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Twierdzenie (Kucharz, Kurdyka, 2013)

Niech X bedzie zwartym rzeczywistym zbiorem algebraicznym
wymiaru p > 1. Wtedy kazde ciagte odwzorowanie X — SP jest
homotopijne z pewnym odwzorowaniem regulous.
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Twierdzenie (Kucharz, Kurdyka, 2013)

Niech X bedzie zwartym rzeczywistym zbiorem algebraicznym
wymiaru p > 1. Wtedy kazde ciagte odwzorowanie X — SP jest
homotopijne z pewnym odwzorowaniem regulous.

\

Twierdzenie (Kucharz, 2015)

Jesli dodatkowo X jest nieosobliwy to R°(X,SP) jest gesty w
C(X,SP).
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Wyniki

Twierdzenie (Kucharz, Kurdyka, 2013)

Niech X bedzie zwartym rzeczywistym zbiorem algebraicznym
wymiaru p > 1. Wtedy kazde ciagte odwzorowanie X — SP jest
homotopijne z pewnym odwzorowaniem regulous.

Twierdzenie (Kucharz, 2015)

Jesli dodatkowo X jest nieosobliwy to R°(X,SP) jest gesty w
C(X,SP).

Twierdzenie (Z., 2017)

Niech X bedzie zwartym rzeczywistym zbiorem algebraicznym
wymiaru p > 1. Wtedy R%(X,SP) jest gesty w C(X,SP).
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Kohomologie algebraiczne

X - zwarty nieosobliwy algebraiczny. Klase kohomologii w
H*(X;Z/2) nazwiemy algebraiczng jesli jest dualna w sensie
Poincaré do klasy homologii w H,.(X;Z/2) reprezentowanej przez
zbidr algebraiczny.
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Kohomologie algebraiczne

Definicja

X - zwarty nieosobliwy algebraiczny. Klase kohomologii w
H*(X;Z/2) nazwiemy algebraiczng jesli jest dualna w sensie
Poincaré do klasy homologii w H,.(X;Z/2) reprezentowanej przez
zbidr algebraiczny.

| \

Fakt
Zbior H;‘,g(X ; ZL]2) wszystkich algebraicznych klas kohomologii jest
podpierscieniem H*(X;Z/2). Ponadto jesli f: X — Y jest

odwzorowaniem regularnym, to f*(Hy,(Y;Z/2)) C H;,(X;Z/2).

v
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Lemat

Niech A C X Zariski domkniety. Niech f: X — P"(R)
odwzorowanie ciagte, ktérego zaciesnienie f|a: A — P"(R) jest
regularne. Zatézmy ponadto, ze

F*(H'(P"(R); Z/2)) C Hyy(X;Z/2).

Wtedy mozna znalezé regularne g: X — P"(R) dowolnie blisko f
takie, ze g|a = f|a (kazde otoczenie f w C(X,P"(R)) zawiera
takie odwzorowanie).

Uwaga

Nalezy rozwazy¢ pullback wigzki tautologicznej na P"(R) przez f.
Warunek zapewnia mu strukture wiazki algebraicznej.
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Niech f € C(X,SP), chcemy znalez¢ blisko odwzorowanie regulous.
Oznaczmy zbiér punktéw osobliwych X przez ¥.
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Niech f € C(X,SP), chcemy znalez¢ blisko odwzorowanie regulous.
Oznaczmy zbiér punktéw osobliwych X przez ¥.
e Zastepujac f restrykcja gtadkiego (tj. C°°) odwzorowania fy,
mamy fo(X) C SP, poniewaz dimX < p.
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Niech f € C(X,SP), chcemy znalez¢ blisko odwzorowanie regulous.
Oznaczmy zbiér punktéw osobliwych X przez ¥.

e Zastepujac f restrykcja gtadkiego (tj. C°°) odwzorowania fy,
mamy fo(X) C SP, poniewaz dimX < p.
@ To pozwala aproksymowa¢ fy|x odwzorowaniami regularnymi

przy pomocy projekcji stereograficznej i tw. Weierstrassa.
(Prosty przypadek wspomniany wczesniej).
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Niech f € C(X,SP), chcemy znalez¢ blisko odwzorowanie regulous.
Oznaczmy zbiér punktéw osobliwych X przez ¥.

e Zastepujac f restrykcja gtadkiego (tj. C°°) odwzorowania fy,
mamy fo(X) C SP, poniewaz dimX < p.

@ To pozwala aproksymowa¢ fy|x odwzorowaniami regularnymi
przy pomocy projekcji stereograficznej i tw. Weierstrassa.
(Prosty przypadek wspomniany wczesniej).

o Mozemy zatozyé, ze f jest zacieSnieniem odwzorowania
gtadkiego i f|x jest regularne.
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Niech f € C(X,SP), chcemy znalez¢ blisko odwzorowanie regulous.
Oznaczmy zbiér punktéw osobliwych X przez ¥.

e Zastepujac f restrykcja gtadkiego (tj. C°°) odwzorowania fy,
mamy fo(X) C SP, poniewaz dimX < p.

@ To pozwala aproksymowa¢ fy|x odwzorowaniami regularnymi
przy pomocy projekcji stereograficznej i tw. Weierstrassa.
(Prosty przypadek wspomniany wczesniej).

o Mozemy zatozyé, ze f jest zacieSnieniem odwzorowania
gtadkiego i f|x jest regularne.

o Ustalmy sp € SP\ f(X) - wartos¢ regularng f|x\5.
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Chcemy uzyé lematu - potrzebny jest zbiér nieosobliwy. Rozwigzmy
osobliwoéci X - istnieje skonczone ztozenie rozdmuchan 7: Y — X
nad ¥ takie, ze Y jest nieosobliwe. Niech F = (f o w)~1(sp)
(zauwazmy, ze ten zbidr jest skoniczony) i rozwazmy diagram:

B(Ya F) —_g—_> B(Spvs())

d |

% for SP

d H

X _f SP

Chcemy zastapi¢ g odwzorowaniem regularnym H zgodnym z f.

Maciej Zielinski Aproksymacja odwzorowan w sfery odwzorowaniami regulous



B(Y,F) —£— B(SP, )

oo | |
x .o

Niech D = 0=}(F) i E = 77Y(s0). Wtedy D i E sa nieosobliwymi
algebraicznymi hiperpowierzchniami w Y i SP. Stosujac lemat do
odwzorowania D — E indukowanego przez g, mozemy zastapi¢ g
przez dowolnie bliskie regularne r: D — E. Da sie tak zrobi¢, bo

E = PP~Y(R) c PP(R) = B(SP, o)

i g jest transwersalne do E.
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Coz L= (mo0)"1(X)? Rozwazmy regularne odwzorowanie
h: Y — B(SP,SO) dane przez (T‘T—I(Sp\{so}))il o (f‘):)

Zbiory E i L sa roztaczne, wiec istnieje gtadkie

G: B(Y,F) — B(SP,sp) zgodne z r i h. Jedli G jest wystarczajaco
blisko g, mamy g* = G™ i stosujac lemat do G zA=DUL
dostajemy regularne odwzorowanie H: B(Y, F) — B(SP, s).
Pozostaje ,,zej$¢ z nim na dét”.

B(Y,F) —— B(SP, s)

d |

y A s
g H
x . e
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Maciej Zielinski

H(y) = {

f(x)=

sp, for y € F,
T(H(o™!(y))), for y ¢ F,

. {f(x), for x € I,
H(r~1(x)), for x ¢ ¥,
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T(H(o™(y))), for y ¢ F,

2\ | f(x) forxe X,
g | fl) = {I:I(Wl(x)), for x ¢ X,

Ul Tl Fl(y):{so' fory € F,

Pozostaje sprawdzi¢, ze fjest regulous. tatwo zobaczy¢, ze
zacieénienia do ¥, f1(s,), i X \ (Z U f~1(s,)) sa regularne, co
konczy dowdd.
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o Co z przypadkiem dim X > p?
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o Co z przypadkiem dim X > p?

e Budowa geometrii w tej klasie (rozmaitosci, snopy, itd.).
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