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Wstepne uwagi

@ Rzeczywista rozmaito$¢ algebraiczna = algebraiczny podzbidr
Rn

e Gp(F") = Grassmannian p-wymiarowych podprzestrzeni
(F-)wektorowych F" - rzeczywista rozmaito$¢ algebraiczna.

o F=R,C lub H (przy tym ostatnim trzeba uwazad)

o R(X,Gp(F")) — C(X,Gp(F")) - przestrzen odwzorowan
regularnych (topologia zwarto-otwarta).
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Pewne twierdzenie

Twierdzenie (Bochnak-Kucharz)

Niech X bedzie zwarta rzeczywista rozmaitosciag algebraiczng i
niech i: R(X,Gp(F")) — C(X,Gp(F")) bedzie odwzorowaniem
inkluzji. Wtedy dla kazdego f € R(X,Gp(F")) indukowane
odwzorowanie iy : T(R(X,Gp(F")), f) — m(C(X, Gp(F")), f)
Jjest injektywne dla k = 0 i jest izomorfizmem grup dla k > 1.
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Pewne twierdzenie

Twierdzenie (Bochnak-Kucharz)

Niech X bedzie zwarta rzeczywista rozmaitosciag algebraiczng i
niech i: R(X,Gp(F")) — C(X,Gp(F")) bedzie odwzorowaniem
inkluzji. Wtedy dla kazdego f € R(X,Gp(F")) indukowane
odwzorowanie iy : T(R(X,Gp(F")), f) — m(C(X, Gp(F")), f)
Jjest injektywne dla k = 0 i jest izomorfizmem grup dla k > 1.

Prawie mamy staba réwnowazno$¢ homotopijng. Brakuje ,tylko”
surjektywnosci dla k = 0 <= kazde odwzorowanie ciagte jest
homotopijne z regularnym.
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Stratyfikacje

Stratyfikacja X nazywamy rozbicie X na skonczong liczbe) Zariski
lokalnie domknietych podrozmaitosci.
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Stratyfikacje

Definicja

Stratyfikacja X nazywamy rozbicie X na skonczong liczbe) Zariski
lokalnie domknietych podrozmaitosci.

Odwzorowanie f: X — Y nazywamy S-regularnym jesli f jest
ciagte (w zwyktej topologii) i istnieje taka stratyfikacja S X, ze f|s
jest regularne dla kazdego S € S.

Jesli nie chcemy precyzowaé S to powiemy, ze f jest
stratyfikowane-regularne.

Zbidér wszystkich takich odwzorowan miedzy X i Y oznaczamy
RO(X, Y).
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Troche inne twierdzenie

Twierdzenie

Niech X bedzie zwarta rzeczywistg rozmaitoscia algebraiczng i
niech i: R%(X, Gp(F™)) — C(X,Gp(F")) bedzie odwzorowaniem
inkluzji. Wtedy dla kazdego f € R%(X,G,(F")) indukowane
odwzorowanie i : Tk(R2(X, Gp(F")), f) — mx(C(X, Gp(F")), f)
Jest injektywne dla k = 0 i jest izomorfizmem grup dla k > 1.
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Troche inne twierdzenie

Twierdzenie

Niech X bedzie zwarta rzeczywistg rozmaitoscia algebraiczng i
niech i: R%(X, Gp(F™)) — C(X,Gp(F")) bedzie odwzorowaniem
inkluzji. Wtedy dla kazdego f € R%(X,G,(F")) indukowane
odwzorowanie i : Tk(R2(X, Gp(F")), f) — mx(C(X, Gp(F")), f)
Jest injektywne dla k = 0 i jest izomorfizmem grup dla k > 1.

Oczywiscie surjektywnos¢ dostajemy z poprzedniego twierdzenia -
mamy R(X,Gp(F")) — ROX,Gp(F")) — C(X,Gp(F™)).
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Dowdd - poczatek

Czego tak wtasciwie potrzebujemy? Dla rozgrzewki surjektywno$é:
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Dowdd - poczatek

Czego tak wtasciwie potrzebujemy? Dla rozgrzewki surjektywno$é:
o Musimy pokaza¢, ze jezeli ¢: S¥ — C(X, G,(F")) jest ciagte
to mamy zachowujaca punkt bazowy homotopie z pewnym
$: 85 = RO(X, G,(E")).
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o Musimy pokaza¢, ze jezeli ¢: S¥ — C(X, G,(F")) jest ciagte
to mamy zachowujaca punkt bazowy homotopie z pewnym
$: Sk = RO(X, G,(E")).
@ Oczywiscie mozemy mysle¢ o ¢ jako o odwzorowaniu
X x Sk — G,(F") - chcemy tak naprawde aproksymowaé
takie odwzorowania.
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Dowdd - poczatek

Czego tak wtasciwie potrzebujemy? Dla rozgrzewki surjektywno$é:

o Musimy pokaza¢, ze jezeli ¢: S¥ — C(X, G,(F")) jest ciagte
to mamy zachowujaca punkt bazowy homotopie z pewnym
3: Sk = RO(X, G,(F")).

@ Oczywiscie mozemy mysle¢ o ¢ jako o odwzorowaniu
X x Sk — G,(F") - chcemy tak naprawde aproksymowaé
takie odwzorowania.

e G,(IF") ma otoczenie tubularne w pewnym RN - wystarczy
wiec, ze znajdziemy ¢ odpowiednio blisko ¢ i zretraktujemy:

H(x, t) = r((1 = £)$(x) + t(x)).
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Niech Y C X bedzie Zariski domknieta podrozmaitoscia i K
zwartym podzbiorem X zawierajgcym Y. Dla kazdej ciggtej funkcji
f: K — R, takiej, ze zaciesnienie f|y jest regularne i dla kazdego
e > 0 istnieje funkcja regularna F: X — R taka, ze |F — f||lk <e i
Fly =fly.
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Niech Y C X bedzie Zariski domknieta podrozmaitoscia i K
zwartym podzbiorem X zawierajagcym Y. Dla kazdej ciagtej funkcji
f: K — R, takiej, ze zaciesnienie f|y jest regularne i dla kazdego
e > 0 istnieje funkcja regularna F: X — R taka, ze |F — f||lk <e i
Fly =fly.

Dowod.

@ Redukujemy do przypadku gdzie f|x =0i Y =XNH,
H = {xo = 0} - hiperptaszczyzna
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Niech Y C X bedzie Zariski domknieta podrozmaitoscia i K
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Dowod.

@ Redukujemy do przypadku gdzie f|x =0i Y =XNH,
H = {xo = 0} - hiperptaszczyzna

o f przedtuza sie przez 0 do K U H, a z tw. Tietzego do R".
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e > 0 istnieje funkcja regularna F: X — R taka, ze |F — f||lk <e i
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Niech Y C X bedzie Zariski domknieta podrozmaitoscia i K
zwartym podzbiorem X zawierajagcym Y. Dla kazdej ciagtej funkcji
f: K — R, takiej, ze zaciesnienie f|y jest regularne i dla kazdego
e > 0 istnieje funkcja regularna F: X — R taka, ze |F — f||lk <e i
Fly =fly.

Dowdéd.
@ Redukujemy do przypadku gdzie f|x =0i Y =XNH,
H = {xo = 0} - hiperptaszczyzna

o f przedtuza sie przez 0 do K U H, a z tw. Tietzego do R".

@ Przyblizamy gtadka funkcja g znikajaca na H.

@ Mozemy zapisa¢ g(x) = xop(X) i zastosowa¢ twierdzenie
Weierstrassa do p.
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Aproksymacja |l

Niech Y C X bedzie Zariski domknieta podrozmaitoscia i K
zwartym podzbiorem X zawierajagcym Y. Dla kazdej ciagtej funkcji
f: K — R, takiej, Zze zaciesnienie f|y jest s-regularne i dla kazdego
€ > 0 istnieje funkcja s-regularna F: X — R taka, ze

||F— f||K <eg iF|y: f|y.
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Aproksymacja |l

Niech Y C X bedzie Zariski domknieta podrozmaitoscia i K
zwartym podzbiorem X zawierajagcym Y. Dla kazdej ciagtej funkcji
f: K — R, takiej, Zze zaciesnienie f|y jest s-regularne i dla kazdego
€ > 0 istnieje funkcja s-regularna F: X — R taka, ze

||F— f||K <eg iF|y: f|y.

Fakt (Kolldr-Nowak)

Niech B C A C X beda Zariski domknietymi podrozmaitosciami.
Jesli f: A — R jest s-regularna i regularna na A\ B to istnieje
s-regularne przedtuzenie F: X — R z F|p = f, ktére jest regularne
na X \ B.
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Niech X bedzie zwarta rzeczywistg rozmaitoscia algebraiczng ze
stratyfikacja S, a F: X x SK — G,(F") odwzorowaniem ciggtym.
Przypuscmy, ze istnieje takie yo € S¥, ze odwzorowanie

Fyo = Flxx{yo} jest (S x {yo})-regularne. Wtedy w dowolnym
otoczeniu F w C(X x S¥,G,(F")) istnieje odwzorowanie G takie,
ze Gy, = Fy, i G, jest (S x {y})-regularne dla kazdego y w Sk.

Dzielimy S¥ na dwie domkniete pétsfery przecinajace sie
réwnikiem, a nastepnie aproksymujemy na kazdej z osobna w taki
sposéb, aby odwzorowania zgodzity sie na réwniku. O
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Wiazki wektorowe

o "= X x F” - trywialna F-wigzka wektorowa na X
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Wiazki wektorowe

o "= X x F” - trywialna F-wigzka wektorowa na X
® v ="pn=1{(x,v) € Gp(F") x F": v € x} - tautologiczna
[F-wigzka wektorowa na G,(F")
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Wiazki wektorowe

o "= X x F” - trywialna F-wigzka wektorowa na X
® v ="pn=1{(x,v) € Gp(F") x F": v € x} - tautologiczna
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o Jedli f: X — Y ciagte to
*(v) = {(x,(y,v)) € X x Gp(F") : y = f(x)} - topologiczna
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Wiazki wektorowe
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F-wiazka wektorowa

o Jedli £ C &" - wigzka rangi p na zwartej przestrzeni X to
mamy odwzorowanie klasyfikujace X 3 x — &, € G,(F")
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Wiazki wektorowe
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Wiazki wektorowe

o "= X x F” - trywialna F-wigzka wektorowa na X

® v ="pn=1{(x,v) € Gp(F") x F": v € x} - tautologiczna
[F-wigzka wektorowa na G,(F")

o Jedli f: X — Y ciagte to
*(v) = {(x,(y,v)) € X x Gp(F") : y = f(x)} - topologiczna
F-wiazka wektorowa

o Jedli £ C &" - wigzka rangi p na zwartej przestrzeni X to
mamy odwzorowanie klasyfikujace X 3 x — &, € G,(F")

o {klasy homotopii odwzorowan z X w G,(F")} < {podwigzki
e" rangi p}

o Jesli X jest rzeczywista rozmaitoscia algebraiczna, a
odwzorowanie klasyfikujace jest regularne to wigzka jest
algebraiczna.
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Wiazki stratyfikowane

Subwiazke £ C " nad rzeczywistg rozmaitoscig algebraiczng X
nazwiemy S-algebraiczna, jedli dla pewnej stratyfikacji S £|s jest
algebraiczna dla kazdego S € S.
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Wiazki stratyfikowane

Subwiazke £ C " nad rzeczywistg rozmaitoscig algebraiczng X
nazwiemy S-algebraiczna, jedli dla pewnej stratyfikacji S £|s jest
algebraiczna dla kazdego S € S.

@ Podobnie dla sekcji i morfizméw wigzek.
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Wiazki stratyfikowane

Subwiazke £ C " nad rzeczywistg rozmaitoscig algebraiczng X
nazwiemy S-algebraiczna, jedli dla pewnej stratyfikacji S £|s jest
algebraiczna dla kazdego S € S.

@ Podobnie dla sekcji i morfizméw wigzek.

@ Lemat o aproksymacji przenosi sie na sekcje takich wigzek.
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Wiazki stratyfikowane

Subwiazke £ C " nad rzeczywistg rozmaitoscig algebraiczng X
nazwiemy S-algebraiczna, jedli dla pewnej stratyfikacji S £|s jest
algebraiczna dla kazdego S € S.

@ Podobnie dla sekcji i morfizméw wigzek.
@ Lemat o aproksymacji przenosi sie na sekcje takich wigzek.

@ Mamy tez charakteryzacje przez odwzorowania klasyfikujace.
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Niech X i Y beda rzeczywistymi rozmaitosciami algebraicznymi, a
Yo C Y Zariski domknieta podrozmaitoscia zawarta w sciggalnym,
zwartym zbiorze K. Zatézmy dodatkowo, ze X jest zwarta. Niech
F: X x K — Gp(F") bedzie ciagtym odwzorowaniem, ktdrego
zaciesnienie Fy, = F|xxy, jest S x Yy-regularne. Wtedy w kazdym
otoczeniu F w C(X x K,Gp(FF")) istnieje odwzorowanie G, takie
ze Gy, = Fy,, i G, jest (S x {y})-regularne dla kazdego y € K.

@ K jest Sciagalny, wiec wszystkie wiazki s3 na nim
topologicznie izomorficzne.
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Niech X i Y beda rzeczywistymi rozmaitosciami algebraicznymi, a
Yo C Y Zariski domknieta podrozmaitoscia zawarta w sciggalnym,
zwartym zbiorze K. Zatézmy dodatkowo, ze X jest zwarta. Niech
F: X x K — Gp(F") bedzie ciagtym odwzorowaniem, ktdrego
zaciesnienie Fy, = F|xxy, jest S x Yy-regularne. Wtedy w kazdym
otoczeniu F w C(X x K,Gp(FF")) istnieje odwzorowanie G, takie
ze Gy, = Fy,, i G, jest (S x {y})-regularne dla kazdego y € K.

@ K jest Sciagalny, wiec wszystkie wiazki s3 na nim
topologicznie izomorficzne.

o W szczegblnosci mozemy rozwazy¢ izomorfizm (f*v)|x z
(F*9)|k. gdzie f(x,y) = F(x, y0).
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Niech X i Y beda rzeczywistymi rozmaitosciami algebraicznymi, a
Yo C Y Zariski domknieta podrozmaitoscia zawarta w sciggalnym,
zwartym zbiorze K. Zatézmy dodatkowo, ze X jest zwarta. Niech
F: X x K — Gp(F") bedzie ciagtym odwzorowaniem, ktdrego
zaciesnienie Fy, = F|xxy, jest S x Yy-regularne. Wtedy w kazdym
otoczeniu F w C(X x K,Gp(FF")) istnieje odwzorowanie G, takie
ze Gy, = Fy,, i G, jest (S x {y})-regularne dla kazdego y € K.

@ K jest Sciagalny, wiec wszystkie wiazki s3 na nim
topologicznie izomorficzne.

o W szczegblnosci mozemy rozwazy¢ izomorfizm (f*v)|x z
(F*v)|k, gdzie f(x,y) = F(x, y0). Taki izomorfizm daje
sekcje Hom(F*v, {*v)|xxk, ktorej zaciesnienie jest
(S X Yp)-regularne na Yp.
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Niech X i Y beda rzeczywistymi rozmaitosciami algebraicznymi, a
Yo C Y Zariski domknieta podrozmaitoscia zawarta w sciggalnym,
zwartym zbiorze K. Zatézmy dodatkowo, ze X jest zwarta. Niech
F: X x K — Gp(F") bedzie ciagtym odwzorowaniem, ktdrego
zaciesnienie Fy, = F|xxy, jest S x Yy-regularne. Wtedy w kazdym
otoczeniu F w C(X x K,Gp(FF")) istnieje odwzorowanie G, takie
ze Gy, = Fy,, i G, jest (S x {y})-regularne dla kazdego y € K.

@ K jest Sciagalny, wiec wszystkie wiazki s3 na nim
topologicznie izomorficzne.

o W szczegblnosci mozemy rozwazy¢ izomorfizm (f*v)|x z
(F*v)|k, gdzie f(x,y) = F(x, y0). Taki izomorfizm daje
sekcje Hom(F*v, {*v)|xxk, ktorej zaciesnienie jest
(S X Yp)-regularne na Yp.
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Lemat

Niech X i Y beda rzeczywistymi rozmaitosciami algebraicznymi, a
Yo C Y Zariski domknieta podrozmaitoscia zawarta w sciggalnym,
zwartym zbiorze K. Zatézmy dodatkowo, ze X jest zwarta. Niech
F: X x K — Gp(F") bedzie ciagtym odwzorowaniem, ktdrego
zaciesnienie Fy, = F|xxy, jest S x Yy-regularne. Wtedy w kazdym
otoczeniu F w C(X x K,Gp(FF")) istnieje odwzorowanie G, takie
ze Gy, = Fy,, i G, jest (S x {y})-regularne dla kazdego y € K.

Dowad.
e Taki izomorfizm daje sekcje Hom(F*~y, {*v)|xxk, ktorej
zacie$nienie jest (S x Yp)-regularne na Yp.
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Lemat

Niech X i Y beda rzeczywistymi rozmaitosciami algebraicznymi, a
Yo C Y Zariski domknieta podrozmaitoscia zawarta w sciggalnym,
zwartym zbiorze K. Zatézmy dodatkowo, ze X jest zwarta. Niech
F: X x K — Gp(F") bedzie ciagtym odwzorowaniem, ktdrego
zaciesnienie Fy, = F|xxy, jest S x Yy-regularne. Wtedy w kazdym
otoczeniu F w C(X x K,Gp(FF")) istnieje odwzorowanie G, takie
ze Gy, = Fy,, i G, jest (S x {y})-regularne dla kazdego y € K.

Dowad.
e Taki izomorfizm daje sekcje Hom(F*~y, {*v)|xxk, ktorej
zacie$nienie jest (S x Yp)-regularne na Yp.
@ Ostatecznie traktujac F*v jako subwiazke €" i uzywajac
lematu mozemy dostac ,dobra” sekcje s € I'(Hom(f*~, "))
przy pomocy ktérej definiujemy G(x,y) = s(x, y)(f*¥(x,y))-

Ol
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Injektywnosé

Twierdzenie

Niech i: RO(X,G,(F")) — C(X,G,(F")) bedzie odwzorowaniem
inkluzji. Wtedy dla kazdego f € R°(X, Gp(F")) indukowane
odwzorowanie i, : Tk(R2(X, Gp(F")), f) — mx(C(X, Gp(F")), f)
Jest injektywne dla k > 0.
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Injektywnosé

Twierdzenie

Niech i: R%(X,G,(F")) — C(X,G,(F")) bedzie odwzorowaniem
inkluzji. Wtedy dla kazdego f € RY%(X,Gp(F")) indukowane
odwzorowanie i, : Tk(R2(X, Gp(F")), f) — mx(C(X, Gp(F")), f)
Jest injektywne dla k > 0.

: \
N

Dowéd

Niech [¢] € mx(R°(X,G,(F"))) bedzie, takie ze i.([¢]) = 0. To
oznacza, ze ¢: X x SK — G,(F") przedtuza sie do odwzorowania
ciagtego ®: X x Dk — G,(F™).

|

Maciej Zielinski Homotopijne...



Injektywnosé

Twierdzenie

Niech i: R%(X,G,(F")) — C(X,G,(F")) bedzie odwzorowaniem
inkluzji. Wtedy dla kazdego f € RY%(X,Gp(F")) indukowane
odwzorowanie i, : Tk(R2(X, Gp(F")), f) — mx(C(X, Gp(F")), f)
Jest injektywne dla k > 0.

: \
N

Dowod

Niech [¢] € wk(RO(X, Gp(F™))) bedzie, takie ze i.([¢]) = 0. To
oznacza, ze ¢: X x SK — G,(F") przedtuza sie do odwzorowania
ciagtego ®: X x Dkt — G,(F"). Lemat daje nam bliskie
odwzorowanie ®: X x Dk+1 — G,(F"), takie ze ®, jest
stratyfikowane-regularne dla kazdego y € SK.
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Injektywnosé

Twierdzenie

Niech i: R%(X,G,(F")) — C(X,G,(F")) bedzie odwzorowaniem
inkluzji. Wtedy dla kazdego f € RY%(X,Gp(F")) indukowane
odwzorowanie i, : Tk(R2(X, Gp(F")), f) — mx(C(X, Gp(F")), f)
Jest injektywne dla k > 0.

: \
N

Dowdd

Niech [¢] € wk(RO(X, Gp(F™))) bedzie, takie ze i.([¢]) = 0. To
oznacza, ze ¢: X x SK — G,(F") przedtuza sie do odwzorowania
ciagtego ®: X x Dkt — G,(F"). Lemat daje nam bliskie
odwzorowanie ®: X x Dk+1 — G,(F"), takie ze ®, jest
stratyfikowane-regularne dla kazdego y € SK. Wystarczy pokaza¢,
ze ®|gk jest homotopijne z ¢

|

Maciej Zielinski Homotopijne...



Injektywnosé

Twierdzenie

Niech i: R%(X,G,(F")) — C(X,G,(F")) bedzie odwzorowaniem
inkluzji. Wtedy dla kazdego f € RY%(X,Gp(F")) indukowane
odwzorowanie i, : Tk(R2(X, Gp(F")), f) — mx(C(X, Gp(F")), f)
Jest injektywne dla k > 0.

Niech [¢] € wk(RO(X, Gp(F™))) bedzie, takie ze i.([¢]) = 0. To
oznacza, ze ¢: X x SK — G,(F") przedtuza sie do odwzorowania
ciagtego ®: X x Dkt — G,(F"). Lemat daje nam bliskie
odwzorowanie ®: X x ]DD"JF:l — G,(F"), takie ze ®, jest
stratyfikowane-regularne dla kazdego y € SK. Wystarczy pokaza¢,
ze ®|gk jest homotopijne z ¢

przez odwzorowania stratyfikowane-regularne. []

Maciej Zielinski Homotopijne...



