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Oznaczenia

k - ciato charakterystyki zero

N - zbiér nieujemnych liczb catkowitych
N - zbiér dodatnich liczb catkowitych
Q. - zbiér dodatnich liczb wymiernych
n - ustalona liczba naturalna > 3

k[X] = k[x1, .-, xn]
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@ zastosowania w biologii populacyjnej, fizyce laserowej i fizyce plazmy

@ procedura Lagutinskiego stowarzyszania rézniczkowania
faktoryzowalnego z dowolnym rézniczkowaniem

@ powiazanie z teorig niezmiennikéw (dla dowolnej spdjnej grupy
algebraicznej G C Gl,(k) istnieje rézniczkowanie d takie, ze
kIX]¢ = k[X]9)
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Rézniczkowania

Jezeli R jest k-algebra przemienng, to k-liniowe odwzorowanie d : R — R
nazywamy rézniczkowaniem algebry R, jesli dla wszystkich a, b € R

d(ab) = ad(b) + d(a)b.

Zbiér RY = ker d nazywamy pierscieniem statych rézniczkowania d. J

Woéwczas k C R? i nietrywialng staty rézniczkowania d nazywamy element
zbioru RY \ k.

v

Jedli f1, ..., fp € k[X], to istnieje doktadnie jedno rézniczkowanie
d : k[X] — k[X] takie, ze d(x1) = f1,...,d(xn) = o
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Przyktady

@ Przyktad 1. Czternasty problem Hilberta.
Niech L bedzie ciatem takim, ze k C L C k(X).

Problem (1900, Hilbert): Czy pierscien L N k[X] jest skonczenie
generowany nad k? J

1958, Nagata: nie.

1993, Derksen: ten kontrprzyktfad jest postaci k[X]9 dla n = 32.

1994, Roberts, Deveney, Finston: kontrprzykfad dla n = 7.

1998, Freudenburg: dla n = 6.

1999, Daigle, Freudenburg: dla n = 5.

2005, Kuroda: dla n = 4.

1988, Nagata, Nowicki: k[X]9 jest skofczenie generowane nad k dla n < 3.
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Przyktady

@ Przyktad 2. Rézniczkowania Jouanolou.

Niechs,ne€N, s>2 n>3

d:Clxi,...,xn] = C[x1,...,xn]

d(xi) = Xis+1

1979, Jouanolou: jedli n =3, to C[xi,...,x,|¢ = C.

2000, Maciejewski, Moulin Ollagnier, Nowicki, Strelcyn: jesli n jest
liczba pierwsza > 3, to C[xy, ..., x,|¢ = C.

2003, Zotadek: jesli n > 3, to C[xy, ..., x,]¢ = C.
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Sformutowanie problemu

Rézniczkowanie d : k[X] — k[X] nazywamy faktoryzowalnym, jesli
d(x;) = x;f;, gdzie wielomiany f; s3 stopnia 1dlai=1,...,n.

Rézniczkowanie d : k[X] — k[X] nazywamy faktoryzowalnym cyklicznym,
jesli d(X,') = X,'(A,'X,'_l + B;Xi+1), gdzie A;,Bie kdlai=1,...,n
(przyjmujemy konwencje, ze x,+1 = X1 0raz xg = Xp).

Cel: wyznaczy¢ k[X]?. J
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Sformutowanie problemu

Rézniczkowanie d : k[X] — k[X] nazywamy rézniczkowaniem
Lotki-Volterry z parametrami Cy, ..., C, € k, jesli

d(x;) = xi(xi—1 — Cixi41)

dlai=1,...,n (w cyklicznym sensie).
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Rozwigzania

e J. Moulin Ollagnier, A. Nowicki (1999): dla n = 3 i dowolnych
parametréw C;

o P. Hegediis (2012): dla dowolnego n, ale wszystkich C; réwnych 1
e J. Z. (2013): dla n = 4 i parametréw C;
o P. Hegedlis, J. Z. (2015): dla dowolnego n i dowolnych parametréw C;
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Dalsze oznaczenia

Oznaczmy przez k[X](m) sktadowa jednorodna k[X] stopnia m. J
Niech k[X]E’m) = k[X](m) N k[X]9. J
Poniewaz d jest rézniczkowaniem jednorodnym, zachodzi

KXY = @50 KIXIE J
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Gtéwne twierdzenia

Jedli C; = 1 dla wszystkich 7, to d nazywamy rézniczkowaniem Volterry. J

Twierdzenie (Hegediis)

Pierscien statych rézniczkowania Volterry n zmiennych jest skonczenie
generowany nad k o [(n+ 2)/2] generatorach. W kazdym przypadku jest
pierscieniem wielomiandw.

Twierdzenie (Hegedis oraz Z.)

Pierscien statych rézniczkowania Lotki-Volterry n > 4 zmiennych jest
skonczenie generowany nad k o co najwyzej 3 generatorach, jesli istnieje i
takie, ze C; # 1. W kazdym przypadku jest pierscieniem wielomiandw.
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Niech f = Y (IT}21 G)xi = xi+ Coe+ G Cxs+ ...+ GGy -+ Cn,lxn.J

Rozwazmy niepuste podzbiory A C Z, liczb catkowitych mod n zamkniete
na i +— i+ 2. Jesli n jest nieparzyste, to A = Z,, jesli n jest parzyste, to
mamy ponadto podzbiory £ = {2i | i < n/2} oraz O ={2i —1|i < n/2}.
Dla danego A definiujemy wielomian g4, jesli C; € Q4 dla wszystkich

i€ Aoraz [[;c4 Ci = 1. W tym przypadku istnieja wyznaczone
jednoznacznie wzglednie pierwsze 6; € N dla i € A takie, ze 01 = Cib;.
Niech wéwczas g4 = [[;ca X"
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Generatory

Twierdzenie (Hegediis oraz Z.)
Niech n > 4 oraz niech istnieje i takie, ze C; # 1. Wdwczas liczba
generatoréw pierscienia statych rézniczkowania Lotki-Volterry jest réwna:
e 0, jesli [1 C; # 1 oraz zadne z g4 nie jest zdefiniowane;
@ 3, jesli n jest parzyste oraz ge i go Ss3 zdefiniowane;
@ 2, jesli n jest nieparzyste oraz gz, jest zdefiniowane, albo n jest
parzyste oraz [[ C; = 1, ale tylko jedno z g¢ i go jest zdefiniowane;
@ 1 w pozostatych przypadkach.

Generatorami sg w kazdym przypadku te wielomiany g, ktére sa
zdefiniowane wraz z f, o ile [[ C; = 1.
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Przyktadowe lematy

Niech C, # 1. Rozwazmy standardowy porzadek leksykograficzny.
Przypusémy, ze h jest kontrprzyktadem do twierdzenia o najmniejszym
jednomianie wiodgcym. Niech m; = []7_; xi*" bedzie tym jednomianem
wiodacym. Niech M(h) oznacza zbiér jednomianéw pojawiajacych sie w h
z niezerowym wspotczynnikiem.

Lemat (Hegediis oraz Z.)

Przypusémy, ze m = [[7_; x" jest jednomianem oraz r jest dodatnig liczba
catkowita o nastepujacych wifasnosciach:

Q V= an;
Q@ i_i=agi1dlal<i<r;
Q ni=Gioni2dal<i<r-1;
Q 12r # Cor—272r-2.
Woéwczas m ¢ M(h).
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Przyktadowe lematy

Lemat (Hegediis oraz Z.)
Przypusémy, ze m = [}, x" jest jednomianem oraz r < n/2 jest
dodatnia liczba catkowita o nastepujacych wiasnosciach:

Q v»=ap (lub G, =0);

Q@ nji—1=agi—1dlal<i<r,

Q ni=apdlal<i<r.
Wtedy istnieje nieujemna liczba catkowita (B,,—1 taka, ze
C2r_1("ygr_1 = ,82r_1) = Y2r+1 Oraz m = m(er/er_l)ﬁh—l € M(h) W
szczegdlnosci istniejg nieujemne liczby catkowite (35;_, takie, ze
Coi—1(@2i—1 — fy;_1) = aair1 dla1 < i< n/2.
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Przyktadowe lematy

Lemat (Hegediis oraz Z.)

Przypusémy, ze C, # 0 oraz m = [ x." € M(h) jest takie, ze vn = aup,
Y1 = a1 oraz vp = ap = Chan. Wtedy | = v1 — Ch—17vn—1 jest nieujemna
liczbg catkowita oraz m' = m(x,/x1)! € M(h). W szczegélnosci

a1 — Cp_10n—1 jest nieujemna liczba catkowita.

Lemat (Hegediis oraz Z.)

Niech h, g € k[X]9, gdzie g jest jednomianem. Jesli jednomian wiodacy
wielomianu h jest réwny my = xfg dla k > 0, to G;Cy - - - C, jest k-tym
pierwiastkiem z jedynki, w szczegdlnosci wszystkie C; # 0. Jesli ponadto
n>4 to(GG---C,=1.
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generatory dla rézniczkowania Volterry

Niech n > 3.
Dla 1 < k < n/2 definiujemy

k
fi= > IIx

n<..<ix j=1
|is—i¢|>1

(w cyklicznym sensie, czyli nie dopuszczamy jednoczesnosci i; = 1 oraz
ik = n).

Jesli n jest nieparzyste, to niech g = xyx2 - - - xp,. Jesli n jest parzyste, to
niech f, /o = x1X3 - Xp—1 Oraz g = XxpXx4 * + * Xp.

Jedli d jest rézniczkowaniem Volterry n zmiennych, to k[X]9 jest
generowane przez zbiér {1, o, ..., fin/2), &}
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