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@ zastosowania uktadéw Lotki-Volterry w biologii populacyjnej, fizyce
laserowej i fizyce plazmy

@ procedura Lagutinskiego stowarzyszania rézniczkowania
faktoryzowalnego z dowolnym rézniczkowaniem

@ powiazanie z teorig niezmiennikéw (dla dowolnej spdjnej grupy
algebraicznej G C Gl,(k) istnieje rézniczkowanie d takie, ze
kX1 = k[X]9)
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Oznaczenia

k - ciato charakterystyki zero

N - zbiér nieujemnych liczb catkowitych
N - zbiér dodatnich liczb catkowitych
Q. - zbiér dodatnich liczb wymiernych
n - ustalona liczba naturalna > 3

k[X] = k[x1, .-, xn]
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Rézniczkowania

Jezeli R jest k-algebra przemienng, to k-liniowe odwzorowanie d : R — R
nazywamy rézniczkowaniem algebry R, jesli dla wszystkich a, b € R

d(ab) = ad(b) + d(a)b.

Zbiér RY = ker d nazywamy pierscieniem statych rézniczkowania d. J

Woéwczas k C R? i nietrywialng staty rézniczkowania d nazywamy element
zbioru RY \ k.

v

Jedli f1, ..., fp € k[X], to istnieje doktadnie jedno rézniczkowanie
d : k[X] — k[X] takie, ze d(x1) = f1,...,d(xn) = o
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Przyktady

@ Czternasty problem Hilberta
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Przyktady

@ Czternasty problem Hilberta

@ Rézniczkowania Jouanolou
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Sformutowanie problemu

Niech Ci,..., C, € k. Przez reszte referatu R = k[x1,...,x,), a
d : R — R jest rézniczkowaniem zadanym nastepujaco

d(x;) = xi(xi—1 — Cixi+1)

dlai=1,...,n (przyjmujemy konwencje, ze xp+1 = X1 Oraz xp = Xp).

Cel: wyznaczyé RY. J
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Rozwigzania czeSciowe

@ J. Moulin Ollagnier, A. Nowicki (1999): dla n = 3 i dowolnych
parametréw C;

o P. Hegediis (2012): dla dowolnego n, ale wszystkich C; réwnych 1
e J. Z. (2012): dla n = 4 i dowolnych parametréw C;
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Niech C; =1 dla wszystkich i (wtedy d nazywamy rézniczkowaniem
Volterry). Niech Dy, oznacza grupe dihedralng dla n wierzchotkéw. Dla
f € RY oraz 0 € D>, mamy f? € R?, to znaczy, pierécied RY jest

D> ,-niezmienniczy.

Jesli n jest parzyste, to niech G < Dy, oznacza stabilizator zbioru
{1,3,5,...,n—1}. Jedli n jest nieparzyste, to niech G = Dy,,.

Whiosek (Hegediis)

State rézniczkowania d sa G-niezmiennicze, to znaczy, R C R®.
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Wielomiany istotne

Wielomian g € R nazywamy istotnym, gdy jest jednorodny i niepodzielny
przez zadna ze zmiennych xi, ..., Xp.

Kazdy niezerowy, jednorodny wielomian f € R ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci f = X“g, gdzie X jest jednomianem
monicznym, a wielomian g jest istotny.
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Wielomiany Darboux

Moéwimy, ze niezerowy wielomian f jest wielomianem Darboux
rézniczkowania § : R — R, jesli §(f) = Af dla pewnego A € R. Bedziemy
nazywaé A kofaktorem f.

Lemat (Ossowski & Z.)

Niech n = 4. Jesli g € R jest istotnym wielomianem Darboux, to jego
kofaktor jest forma liniowa o wspétczynnikach w N.

Lemat (Ossowski & Z.)

Niech n = 4. Jezeli d(f) = 0 oraz f = X“g, gdzie g jest istotny, to
d(X*) =0 oraz d(g) = 0.
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Dalsze oznaczenia

Oznaczmy przez R, sktadow jednorodna R stopnia m. J
; d _ d

Niech R(m) = Rm N RE. J

Poniewaz d jest rézniczkowaniem jednorodnym, zachodzi

R® = @0 Rl

Niech ¢ € R oraz 1 < g < n. Wtedy dla kazdego podzbioru

{i,..., iy C{1,..., n} oznaczamy przez pi-ia} sume jednomianéw z
p, ktore zaleza tylko od zmiennych x;, ..., x;,, innymi sfowy,
olitmig} —

(PIXJ-:O dla jg{ig,...rig} "
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Obciecia wielomianéw n zmiennych

Lemat (Ossowski & Z.)
Jesli A C {1,...,n}, to dla wszystkich ¢ € Rdm) zachodzi d(¢™)” = 0.

Lemat (Ossowski & Z.)

Niech ¢ € Ry oraz A= {i,i+ 1} C {1,...,n}. Jezeli d(¢*)* =0, to

©” = a(x; + Cixi11)™ dla pewnego a € k.

Lemat (Ossowski & Z.)

Niech n > 4, ¢ € Ry oraz i € {1,...,n}. Niech C; ¢ Q4 oraz
A={ii+1,i+2}. Jedli d(0") =0, to

p" € k[xi + Cixip1 + G Cipaxiya].

J. Zielinski (UMK) State rézniczkowan Lotki-Volterry 9 stycznia 2013 12 /19



Obciecia wielomianéw n zmiennych

Przez nosnik elementu o = (a1, ..., ) € N” rozumiemy zbidr
supp(a) = {i : @j # 0}, ponadto |a| = a1 + ...+ ap.

Lemat

| \

Niech n > 3 oraz m > 1. Jesli ¢ € R(m) to

gO:a(Xl—i-C1X2+C1C2X3+...-|—C1. . n1Xn +bea

gdzie ostatnia suma przebiega po wszystkich |«| = m takich, ze
#supp(a) > 3 albo #supp(a) = 2 i te dwa niezerowe wykfadniki sa przy
niesgsiadujacych zmiennych (w cyklicznym sensie), natomiast a, b, € k dla
wszystkich o.. Ponadto, jesli Cy...C, # 1, to a= 0.

v
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Obciecia wielomianéw n zmiennych

Niechn >4, ¢ € Ry, i € {1,...,n} oraz A= {i,i+1,i+2}. Niech
CeQyoraz G = g, gdzie p,q € N oraz nwd(p, q) = 1. Jesli
d(¢™)A =0, to p* € k[x; + Cixiy1 + CiCipaxiga, X7 xFol-
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Obciecia wielomianéw czterech zmiennych

Zaktadamy odtad, ze n = 4. J

RY zawiera nietrywialna jednomianowa stata wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi co najmniej jeden z warunkéw:

(1) C1,G€Qporaz Gz =1,
(2) C2, C4 & @+ oraz C2C4 =1,
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Obciecia wielomianéw czterech zmiennych

Rozwazmy trzy zdania logiczne:

51 - C1C2C3C4:1.

S C1,C3€Q+ and C1C3=1.

S3 C2, G e Q+ and GG = 1.

W przypadku zdania s, niech G = g, gdzie p, g € N oraz nwd(p, q) = 1.
W przypadku s3 niech C; = , gdzie r, t € Ny oraz nwd(r,t) = 1.

Oznaczmy przez —s; negacje zdania s;. J

Niech ¢ € (.. Jesli —s,, to o123} € kx + Cuxo + CLCoxg] oraz
90{3’4’1} € k[X3 + Gsxq + G C4X1].
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Gtéwne twierdzenie

Niech R = k[x1, x2, x3,xa], a d : R — R bedzie rézniczkowaniem postaci

4 0
d=> xi(xic1 — Cixit1) 75—
i=1 %

gdzie (1, G, G3, C4 € k. Przy oznaczeniach s1,s,s3,p,q,r,t
wprowadzonych powyzej, zachodzi nastepujace twierdzenie.
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Gtéwne twierdzenie

Twierdzenie

Pierscien statych rézniczkowania d jest zawsze skonczenie generowany nad
k z co najwyzej trzema generatorami. W kazdym przypadku jest to
pierscien wielomiandw, dokfadniej:

(1) jesli sy A —=sp A =s3, to RY = k[x; + Cixo + C1 Coxz + C1 G Caxal,

(2) jesli sy A =sp A —s3, to RY = k,

(3) jesli —s1 A =sp A s3, to RY = k[xbxf],

(4) jesli =s1 A sp A —s3, to RY = k[x{x5],

(5) jesli sy A\ —sp A s3, to Re = k[Xl + Cixo + CLGoxz + G G Caxg, X2tX£],
(6) jesli sy N\ sp A —s3, to Re = k[Xl + Cixo + CLGoxz + G G Caxg, Xfxg],
(7) jesli s, A s3, to RY = k[Xl + Cixo + CLCoxz + G G Caxg, XfX:f, thxﬂ.J
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Istnienie nietrywialnych wielomianowych statych

Whiosek

Jezeli n = 4, to RY zawiera nietrywialng wielomianowa stata wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi co najmniej jeden z warunkéw:

(1) GGGG =1,
(2) G,Ge Q. oraz GG =1,
(3) G, G eQy oraz GGy =1.

J. Zielinski (UMK) State rézniczkowan Lotki-Volterry 9 stycznia 2013 19 /19



