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TWIERDZENIE ZAKSA
O PODPIERSCIENIACH DEDEKINDA
PIERSCIENTA WIELOMIANOW

Janusz Zielinski (Torun)

WSTEP

Niech k bedzie cialem nieskoriczonym i niech k[z1,...,z,] bedzie pierdcieniem
wielomianéw n zmiennych nad k. W niniejszej pracy udowodnimy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie. Niech k C R C k[xy,...,2,]. Jesli R jest pierscieniem Dede-
kinda, to jest pierscieniem wielomiandw jednej zmienney.

Twierdzenie to po raz pierwszy pojawilo sie w pracy Zaksa [7]. Inny jego dowdd
podatl Eakin (patrz [3]). Praypomnijmy ([1], [2]), ze pierécieniem Dedekinda nazy-
wamy kazdy pierscien bez wlasciwych dzielnikéw zera, ktéry jest noetherowski,
normalny (czyli catkowicie domknigty w swoim ciele utamkéw) 1 jego wymiar Krulla
wynosi 1 (czyli niezerowe idealy pierwsze w tym pierscieniu sa maksymalne). Odno-
tujmy, ze w dowodzie nie wykorzystujemy nigdzie zalozenia o noetherowskosci. Ele-
mentarnymi przyktadami pierscieni Dedekinda sg dziedziny idealéw gtéwnych (na
przyklad pierscien liczb catkowitych Z oraz pierscien wielomianéw k[x]). W takim
przypadku analogiczne twierdzenie znane bylo wczesniej (patrz [4]). Twierdzenie
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Zaksa jest prawdziwe takze dla ciat skoficzonych, jednak wéwczas dowéd (patrz [7])
jest nieco inny. Przypadek cial nieskonczonych ma liczne zastosowania. Wynika z
niego miedzy innymi, ze pierScien stalych niezerowego rézniczkowania pierscienia
wielomianéw dwo6ch zmiennych nad cialem charakterystyki zero jest izomorficzny
z pierdcieniem wielomianéw jednej zmiennej. Zostalo to udowodnione w pracy [6].
Inne twierdzenia, ktére wynikaja z twierdzenia Zaksa, znalez¢ mozna w [5]. Dowdd
ktéry prezentujemy, oparty jest w znacznej mierze na oryginalnej pracy Zaksa [7].
Calkowicie nowy jest tylko lemat 1.

LEMATY POMOCNICZE

W ponizszych dwéch lematach niech k bedzie dowolnym cialem i niech k[z] bedzie
pierscieniem wielomianéw jednej zmiennej nad k. Jesli R jest pierScieniem bez
wlasciwych dzielnikéw zera, to przez Ry oznaczamy cialo utamkéw pierscienia R.

Lemat 1. Niech R C klx] bedzie podpierscieniem zawierajgcym ciato k. Jesli
Ry = k (w) dla pewnego wielomianu w € R, to R = k[w].

Dowéd. Oczywiscie klw] C R. Wystarczy zatem pokazaé inkluzje odwrotna.
Zalézmy, ze istnieje f € R \ k[w]. Przez n oznaczmy stopienn wielomianu w.
Pokazemy, ze w pierscieniu R istnieje wielomian g, ktéry nie nalezy do k[w], a jego
stopien nie jest krotnoscia liczby n. Jesli stopienn wielomianu f nie jest podzielny
przez n, to przyjmujemy g = f. Jesli deg f = mn dla pewnego naturalnego
m, to odejmujac od wielomianu f wielomian w™ pomnozony przez odpowiedni
wspélczynnik z ciala k otrzymujemy pewien wielomian f; € R stopnia nizszego
od mn. Gdyby wielomian f; nalezal do pierscienia k[w], to do pierscienia tego
musiatby tez naleze¢ wielomian f. Zatem f; € R~ k[w]. Jedli deg fi nie jest
podzielne przez n, to przyjmujemy g = f1. Jesli deg f jest krotnoscia liczby n,
to analogicznie jak powyzej znajdujemy wielomian fo. W wyniku tej rekuren-
cyjnej procedury otrzymujemy ciag (f.) wielomianéw, ktére nie naleza do k[w],
o malejacych stopniach. Poniewaz kazdy wielomian stopnia nizszego od 1 nalezy
do k[w] (bowiem k C k[w]), zatem ta procedura musi sie zakonczyé¢ na pewnym
wielomianie fs. Wéwczas deg fs nie jest krotnoscia liczby n i przyjmujemy g = f,.
Poniewaz Ry = k (w), wiec istnieja takie wielomiany F' oraz G jednej zmiennej o
wspolczynnikach w ciele k, ze zachodzi rownosé

9 _ F(w)
1 G(w)
Zatem ¢ - G(w) = F(w). Otrzymujemy sprzeczno$é, bo stopiei prawej strony

ostatniej réwnosci jest podzielny przez n, a stopien lewej strony nie. [J

Lemat 2. Niech R bedzie takim pierscieniem, ze k C R C k[x]. Jesli Ry N
klz] = R, to istnieje u € R takie, ze R = k[u] .
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Dowéd. Jedli dla kazdego r» € R zachodzi nieréwnosé¢ deg, r < 1, to R C k,
a w konsekwencji R = k i wéwczas R = k[l]. Zalézmy wiec, ze w pierdcieniu R
istnieje wielomian dodatniego stopnia. Niech u(z) € R bedzie wielomianem, ktéry
jest najnizszego dodatniego stopnia w pierscieniu R. Oczywiscie taki wielomian nie
jest wyznaczony jednoznacznie, wybieramy jeden z wielomianéw o danej wlasnosci.
Oznaczmy stopienl wybranego wielomianu u(z) przez m. Rozwazmy pierscieri wielo-
mianéw Ry[z], gdzie z jest nowa zmienng niezalezng nad k(z). Pokazemy, ze wielo-
mian u(z) — u(x) jest nierozkladalny w Ro[z]. Zalézmy, ze jest on rozkladalny.
Niech

(1) u(z) —u(z) = pi(z, 2) - pa(w, 2),

gdzie py(z, 2), p2(z, 2) € Ry[z].

Piszemy przy wielomianach p; oraz ps; zmienna x z przyczyn technicznych.
Formalnie przy tym rozkladzie rozwaza si¢ je jako wielomiany zmiennej z. Jed-
nak wspétezynniki tych wielomianéw naleza do Ry, czyli sa funkcjami wymiernymi
zmiennej x. Uwzglednienie tej zmiennej bedzie przydatne w dowodzie. Bedziemy
zmierzali do tego, by zmienna x wystepowala w p; oraz ps w postaci wielomianowej,
na razie nie jest to jeszcze zagwarantowane. Wspdlczynnik przy najwyzszej potedze
zmiennej z z lewej strony réwnosci (1) jest elementem ciala k. Mozemy wiec bez
zmniejszenia ogoélnosci rozumowania zalozy¢, ze réwniez wspélczynniki przy na-
jwyzszej potedze zmiennej z w wielomianach p; oraz ps naleza do ciala k (mozemy
zawsze jeden z tych wielomianéw pomnozy¢, a drugi podzieli¢ przez odpowiedni ele-
ment z ciala Ry). Pokazemy, ze przy tym zalozeniu wielomiany p; (z, z) oraz ps(z, z)
naleza do pierscienia k[z, z]. Rozwazmy réwnosé (1) w pierscieniu k(x)[z]. Niech
r = deg, p1 oraz s = deg, pa. Niech h,(z) € k[z] bedzie naj mniejszym wspdlnym
mianownikiem wspélczynnikéw wielomianu p; € Rglz] oraz fs(x) € k[x] bedzie
najmniejszym wspélnym mianownikiem wspélezynnikéw wielomianu ps € Ry[z].
Zatem mozemy zapisaé:

2) piz,z) = hrlx) (ho(@) + ha(@)z + ... + chu(@)2")
) pa(@2) = S (ole) + Ale)z + o+ i),

gdzie ho, ..., h., fo,..., fs € k[z], nwd(ho,...,h,) = 1, nwd(fo,..., fs) = 1 oraz
¢,d € k. Wéwcezas

he (@) fs(2) (u(z) = w(z)) = (ho(2) + ... + chr(2)2") (fo() + ... + dfs(2)2°).

Poniewaz obydwa czynniki wystepujace po prawej stronie tej réwnosci sa wielomia-
nami pierwotnymi (to znaczy wspdtczynniki kazdego z nich sa wzglednie pierwsze),
wiec z lematu Gaussa wynika, ze ich iloczyn jest wielomianem pierwotnym. Zatem
wielomian wystepujacy po lewej stronie tej réwnosci jest wielomianem pierwot-
nym. W szczegdlnosci h,. (), fs(x) € k, z réwnosci (2) i (3) wynika wiec, ze p1(z, 2),
pa(x, 2) € k[z, z]. Dowiedlidmy tym samym, ze wspélczynniki wielomianéw pq, ps €
Ry[z] naleza do k[z], a w konsekwencji do Ry Nk[z] = R. Bedziemy teraz chwilowo
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rozwazaé pp oraz ps jako wielomiany w pierécieniu k[, z]. Niech (i1,71), (i2,72)
beda odpowiednio stopniami tych wielomianéw w porzadku leksykograficznym.
Rozumiemy przez to, ze rozwazamy wszystkie pary wykladnikéow przy wszystkich
jednomianach (o niezerowym wspétczynniku) z danego wielomianu i porzadkujemy
je liniowo leksykograficznie. Zatem i; jest najwyzszym wykladnikiem przy zmien-
nej  w wielomianie p1, a j; jest najwyzszym wyktadnikiem przy zmiennej z w
tych jednomianach wielomianu p;, w ktérych x wystepuje w potedze ;. Wowczas
stopient iloczynu p; (z, 2) - pa(x, 2) wynosi (i1 +1i2, j1 +j2). Ale stopien tego iloczynu
jest réwny stopniowi wielomianu u(z)—u(x), czyli wynosi (m,0). Zatem j; = 0 oraz
jo = 0. Zbadamy teraz, jaki wielomian zmiennej x stoi w wielomianie p; przy z°.
Wielomian p;(z, z) ma stopieni (i1, 0), wiec wystepuje w nim jednomian a;, x* dla
pewnego niezerowego a;, € k. 7 wartosci tego stopnia wynika tez, ze szukany
wspétezynnik przy 20 réwny jest a;, ™ + ...+ ayx + ag. Poniewaz dowiedli$my, ze
wspolczynniki wielomianu p; naleza do R, wiec uzyskujemy, ze do R nalezy pewien
wielomian o stopniu (ze wzgledu na zmienna x) réwnym ;. Poniewaz i; > 0,
19 = 0 oraz i; +1is = m, wiec z minimalnosci liczby m wynika, ze i1 = 0 lub i; = m.
W tym drugim przypadku iz = 0, zatem stopieri jednego z wielomianéw p1 (z, 2),
p2(x, z) wynosi (0,0). Stad jeden z tych wielomanéw nalezy do ciata k. To dowodzi
nierozktadalnosci wielomianu u(z) — u(x) w pierscieniu Rg[z]. Poniewaz element z
jest pierwiastkiem nierozkladalnego nad Ry wielomianu u(z) — u(x), wiec zachodzi
réwnos$é [Ro(x) : Ro] = m, gdzie lewa strona oznacza stopieni odpowiedniego roz-
szerzenia cial. Oczywiscie Ro(z) = k(z), bo k C R C k[z], zatem [k(z) : Ry] = m.
Element x jest réwniez pierwiastkiem wielomianu u(y) — u(z) € k(u)[y], wiec
réwniez zachodzi nieréwnosé [k(x) : k(u)] < m, przy czym w sposéb analogiczny
jak powyzej skorzystaliSmy z tego, ze (k(u))(z) = k(x). Poniewaz u € R, wigc
u € Ry. Zatem zachodza inkluzje k(u) C Rg C k(x) oraz wynikajaca z nich
rownoscé
(@) : k(w)] = (6() : Ro] - [Ro : k(u)].

Uzyskujemy z niej nieréwno$é m > m - [Ry : k(u)]. Stad 1 > [Rp : k(u)], bo m
jest dodatnie. Zatem [Rg : k(u)] = 1, gdyz stopienl rozszerzenia cial jest zawsze
dodatni. Stad Rg = k(u) i z lematu 1 wynika, ze R = k[u]. O

Zaktadamy odtad, ze k jest cialem nieskonczonym. Dowdd nastepnego lematu
jest oparty na dowodzie lematu 1 z pracy [7]. Zaks dowodzi, ze stopienl transcen-
dencji ciala ulamkéw pierscienia R nad cialem k wynosi 1. Z ponizszego lematu
tez mozna to latwo wywnioskowaé, jednak ta stabsza teza lematu 3 wystarcza do
dowodu gléwnego twierdzenia.

Lemat 3. Niech R bedzie takim pierscieniem, zZe k C R C k[z1,...,xy]. Jesli
wymiar Krulla pierscienia R wynosi 1, to R jest podpierscieniem pierscienia wielo-
mianow jednej zmiennej.

Dowdd. Niech m bedzie najmniejsza liczba naturalna taka, ze R jest pod-
pierécieniem pierécienia wielomianéw m zmiennych k[yi, ..., ym]. JeSli m =1, to
teza lematu jest spelniona. Niech wiec m > 1. Pokazemy, ze to zalozenie prowadzi
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do sprzecznosci. Niech a bedzie dowolnym elementem ciata k. Rozwazmy homo-
morfizm

fo: R— k[y1,- -, Ym)

okreslony wzorem fo(r) = r(y1, ..., Ym—-1,a) dlar(y1,...,ym) € R. Poniewaz jadro
homomorfizmu jest idealem pierwszym, a wymiar Krulla pierscienia R wynosi 1,
wiec albo ker f, = 0, albo ker f, jest idealem maksymalnym w R. Pierwszy przy-
padek nie moze zaj$é, bo wéwczas R zanurzaloby si¢ w pierscieft k[y1, ..., Ym—1),
co byloby sprzeczne z minimalnoscia liczby m. Zatem zachodzi drugi przypadek.
Pierscien ilorazowy R/ Xker f, jest wiec cialem. Jest on izomorficzny z obrazem
zbioru R przy homomorfizmie f,. Zatem kazdy niezerowy element w obrazie jest
odwracalny. Jedynymi odwracalnymi elementami w pierscieniu k[yi, ..., Ym—1] sa
elementy z ciata k. Otrzymujemy wiec, ze dla dowolnych r € R i a € k zachodzi
7(Y1,. .., Ym—1,a) € k. Poniewaz m jest minimalne i wigksze od 1, wiec nie moze
zachodzié¢ inkluzja R C k[y.,]. Istnieje zatem r € R \ k[y,,]. Niech

r= bi Uty = (Z blym") TERRERY T

gdzie wszystkie elementy b;, . ;  naleza do k. Nie moga wszystkie elementy postaci
Zbil...imyif{” by¢ wielomianami zerowymi, bo wowczas r = 0 wbrew temu, ze
r & k[ym]. Co wigcej, nie moze sig zdazy¢ tak, by tylko element > bg. i, yim byt
niezerowy, bo wtedy r = > bo._0i,, Y € k[ym). Zatem istnieja liczby catkowite
J1s--+5Jm—1 nie wszystkie réwne zeru takie, ze wielomian ijl---jm—limy;i’;zl jest
rézny od zera. Oznaczmy ten wielomian przez b(y,,). Poniewaz jest on niezerowy,
wiec ma tylko skoriczona liczbe pierwiastkéw. Cialo k jest nieskoiiczone, wiec ist-
nieje takie a € k, ze b(a) # 0. Zatem r(y1,...,Ym—1,a) ¢ k, bo przy tej ewaluacji
przy jednomianie y{l oyl stoi tézny od zera wspdtezynnik z ciata k. Jest to
sprzeczne z warunkiem otrzymanym uprzednio, co dowodzi, ze m = 1. O

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu gléwnego twierdzenia.

DOWOD TWIERDZENIA ZAKSA

Na mocy lematu 3 mozemy zatozy¢, ze R C k[x]. Niech S = Ry N k[z]. Wéwczas
S jest pierscieniem, bo jest przekrojem pierscieni. Poniewaz zachodza inkluzje
R C Ry oraz R C klx], wiec R C S. Zatem Ry C Sy. Ponadto S C Ry oraz
Ry jest cialem, wiec zachodzi réwniez inkluzja Sy C Ry i ostatecznie Sy = Ry.
Poniewaz cialo k jest zawarte zaréwno w pierscieniu k[x] jak i w ciele Ry, wiec
mamy nastepujace zawierania

kCS Cklz].

Ponadto z réwnosci Syg = Ry wynika, ze S = Sy N k[z]. Z lematu 2 otrzymujemy
wiee, ze S = k[v] dla pewnego v € S. Zatem R C k[v] oraz Ry = So = k(v). W
szczegllnosci v = £ dla pewnych 7, s € R. Otrzymujemy stad réwnos¢ vs —r = 0.
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Poniewaz s € R C k[v], wiec s = f(v), gdzie f jest wielomianem jednej zmiennej
o wspolczynnikach w ciele k. Wowczas element v jest pierwiastkiem wielomianu
- f(x) —r € R[z]. Jest to wielomian unormowany nad R, bo wspélczynnik
przy najwyzszej potedze zmiennej x nalezy do ciala k, zatem w pierscieniu R jest
odwracalny. Zatem v jest elementem catkowitym nad R. Poniewaz v nalezy do Ry,
a pierscien R jest normalny, wiec v nalezy do R. Stad R = k[v]. O
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ZAKS THEOREM ON A DEDEKIND SUBRINGS
OF THE POLYNOMIAL RINGS

Summary. In this note we give a proof of a theorem of Zaks concerning Dedekind
subrings of polynomial rings over an infinite field.
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