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Zbiory konstruowalne

A C R" jest konstruowalny, gdy spetniony jest ktérys z dwoch
réwnowaznych warunkéw:

@ A nalezy do podalgebry Boole’a w P(R") generowanej przez
zbiory algebraiczne,

@ A jest skonczona suma zbioréw Zariski lokalnie domknietych.
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Zbiory konstruowalne

A C R" jest konstruowalny, gdy spetniony jest ktérys z dwoch
réwnowaznych warunkéw:

@ A nalezy do podalgebry Boole’a w P(R") generowanej przez
zbiory algebraiczne,

@ A jest skonczona suma zbioréw Zariski lokalnie domknietych.

Stratyfikacja S zbioru konstruowalnego A, to skonczone rozbicie A
na parami roztaczone podzbiory Zariski lokalnie domkniete.
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Konwencja

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:
e V, W - (afiniczne) rzeczywiste zbiory algebraiczne,
o A, B - zbiory konstruowalne,
@ jesli AC V to A oznacza domkniecie w topologii Zariskiego,
o FtoR, C, lub H.
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Odwzorowania regulous

Ciagte odwzorowanie f: A — W jest regulous <= istnieje taka
stratyfikacja S zbioru A, ze VS € S f|s: S — W jest regularne.
Zbiér wszystkich takich odwzorowan oznaczamy przez R°(A, W)
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Odwzorowania regulous

Ciagte odwzorowanie f: A — W jest regulous <= istnieje taka
stratyfikacja S zbioru A, ze VS € S f|s: S — W jest regularne.
Zbiér wszystkich takich odwzorowan oznaczamy przez R°(A, W)

Obserwacja

Ztozenie odwzorowan regulous jest regulous.
Przeciwobraz zbioru konstruowalnego przez odwzorowanie regulous
Jjest konstruowalny.
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Odwzorowania regulous

Ciagte odwzorowanie f: A — W jest regulous <= istnieje taka
stratyfikacja S zbioru A, ze VS € S f|s: S — W jest regularne.
Zbiér wszystkich takich odwzorowan oznaczamy przez R°(A, W)

Obserwacja

Ztozenie odwzorowan regulous jest regulous.
Przeciwobraz zbioru konstruowalnego przez odwzorowanie regulous
Jjest konstruowalny.

Wprowadzone przez Fichou, Huismana, Mangolte i Monniera
[FHMM]J, przy innej definicji - f regulous na R" jesli jest ciagta i
regularna na zbiorze Zariski gestym.

Maciej Zielinski Wiazki wektorowe regulous



Odwzorowania regulous

Ciagte odwzorowanie f: A — W jest regulous <= istnieje taka
stratyfikacja S zbioru A, ze VS € S f|s: S — W jest regularne.
Zbiér wszystkich takich odwzorowan oznaczamy przez R°(A, W)

Obserwacja

Ztozenie odwzorowan regulous jest regulous.
Przeciwobraz zbioru konstruowalnego przez odwzorowanie regulous
Jjest konstruowalny.

Wprowadzone przez Fichou, Huismana, Mangolte i Monniera
[FHMM]J, przy innej definicji - f regulous na R" jesli jest ciagta i
regularna na zbiorze Zariski gestym.Nasza definicja postawiona
przez Kucharza i Kurdyke [KK].
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Lemat o rozktadzie

Niech A C V bedzie domkniety (w topologi Euklidesowej) i niech
W =A. Wtedy W™ C AC W.
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Topologia konstruowalna

Propozycja

Zbiér
F ={AC V : A jest domkniety}

Jjest rodzing zbioréw domknietych pewnej topologii na V', ktéra
bedziemy nazywac topologia konstruowalna.
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Topologia konstruowalna

Propozycja

Zbiér
F ={AC V : A jest domkniety}

Jjest rodzing zbioréw domknietych pewnej topologii na V', ktéra
bedziemy nazywac topologia konstruowalna.

Propozycja

Jesli VO A1 DA D ... DA, D ... jest zstepujaca rodzing

domknietych zbioréw konstruowalnych, to zbiory Ak stabilizuja sie
dla k >> 0.
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Propozycja

Niech A C V bedzie domkniety. Wtedy A jest zbiorem zer pewnej
funkcji regulous f: V — R.
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Propozycja

Niech A C V bedzie domkniety. Wtedy A jest zbiorem zer pewnej
funkcji regulous f: V — R.

\

Lemat (" Nieréwno$¢ tojasiewicza™)

Jesli A C R" jest lokalnie domknietym zbiorem semialgebraicznym,
af: A—Rig: A\ Z(f) — sa semialgebraiczne ciagte to dla

N >> 0 funkcja fNg przedtuza sie w sposéb ciagty przez 0.
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Przedtuzanie funkcji regulous

Twierdzenie (Kolldr, Nowak 2015)

Niech V. Cc W i f: V — R bedzie funkcja regulous. Wtedy f
przedtuza sie do funkgcji regulous F: W — R.
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Przedtuzanie funkcji regulous

Twierdzenie (Kolldr, Nowak 2015)

Niech V. Cc W i f: V — R bedzie funkcja regulous. Wtedy f
przedtuza sie do funkgcji regulous F: W — R.

| \

Uwaga

Zbiory algebraiczne mozna tu zastapi¢ domknietymi
konstruowalnymi (lemat o rozkfadzie).

\
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Rozmaitosci regulous

Ustalmy domkniety zbiér konstruowalny A. Przyporzadkowanie
RY : top(A) > U — R(U) := R°(U,R)

okresla snop pierscieni w topologii konstruowalnej.

Definicja

Przestrzen lokalnie upierécieniona (X, R%) izomorficzna z (A, RQ)
dla pewnego domknietego zbioru konstruowalnego nazywamy
afiniczng rozmaitoscia regulous.

Przestrzen lokalnie upierscieniona (X, R%) nazwiemy rozmaitoscia
regulous jesli ma ona skorniczone pokrycie otwarte Uy, . .., Uy, takie
ze (Ui, R%|u,) jest afiniczng rozmaitoscia regulous.
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Wiazki wektorowe

F-wiazka wektorowa nazywamy taka trjke (E, p, B), ze:
@ Witbkna morfizmu p: E — B s3 przestrzeniami
F-wektorowymi.
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Wiazki wektorowe

F-wiazka wektorowa nazywamy taka trjke (E, p, B), ze:
@ Witbkna morfizmu p: E — B s3 przestrzeniami
F-wektorowymi.

@ Kazdy punkt B ma otoczenie U, takie ze istnieje nastepujacy
diagram, gdzie goérna strzatka indukuje izomorfizmy F-liniowe
witbkien, jest przemienny:

UxFr —=— p (V)

o

U id_U> U
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e Sekcja F-wiazki & = (E, p, B) na zbiorze C C B nazywamy
morfizm s: C — E, taki ze pos = idc.

@ & jest generowana przez sekcje globalne jesli istnieja takie
sekcje s1,...,s,: B — E, ze dla kazdego x € B mamy
p~1(x) = spang(s1, ..., sn).

o Jesli € jest podwiazka wiazki trywialnej e" = B x F", to
odwzorowaniem klasyfikujacym dla xi, nazywamy
odwzorowanie f: B — G(F") zdefiniowane przez

() = pL(x).
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Rozwazmy dla F-wiazki £ o bazie X nastepujace warunki:
@ Dla pewnego n, istnigje injektywny morfizm & — &".
@ Dla pewnego n, istnieje surjektywny morfizm " — €.
© ¢ jest generowana przez sekcje globalne.
© Dla pewnego n, istnieje F-wigzka 7, taka ze £ & ~ &".

@ Dla pewnego n, istnieje morfizm f: X — G(F") takie, ze
fry(F") =~ €.

Twierdzenie

Jesli dziatamy w kategorii afinicznych rzeczywistych rozmaitosci
algebraicznych wszystkie z powyzszych warunkdéw sa réwnowazne z:

@ Przestrzer totalna E(&) jest afiniczna rzeczywista rozmaitoscia
algebraiczna.

Maciej Zielinski Wiazki wektorowe regulous



Jesdli (X, Rx) jest afiniczna rzeczywista rozmiatoscia algebraiczna,
a & wiazka spetniajaca warunki poprzedniego twierdzenia to I'(X, &)
jest skonczenie generowanym projektywnym R x (X)-modutem.
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Jesdli (X, Rx) jest afiniczna rzeczywista rozmiatoscia algebraiczna,
a & wiazka spetniajaca warunki poprzedniego twierdzenia to I'(X, &)
jest skonczenie generowanym projektywnym R x (X)-modutem.

Twierdzenie

Przyporzadkowanie £ — T (X, &) zadaje réwnowaznos¢ kategorii
algebraicznych wigzek wektorowych na X z kategorig skoriczenie
generowanych projektywnych R x(X)-modutéw.
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Twierdzenie (Serre, 1955)

Niech (X, Ox) bedzie afiniczna rozmaitoscia algebraiczna nad
ciatem algebraicznie domknietym, a F lokalnie wolnym snopem
Ox-moduféw statej skoriczonej rangi.

Wtedy F jest generowany prze sekcje globralne, a F — T'(X,F)
zadaje réownowaznosc¢ kategorii lokalnie wolnych snopdéw
Ox-moduféw stafej skoriczonej rangi z kategoria skonczenie
generowanych projektywnych Ox(X)-moduféw.
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Twierdzenie (Serre, 1955)

Niech (X, Ox) bedzie afiniczna rozmaitoscia algebraiczna nad
ciatem algebraicznie domknietym, a F lokalnie wolnym snopem
Ox-moduféw statej skoriczonej rangi.

Wtedy F jest generowany prze sekcje globralne, a F — T'(X,F)
zadaje réownowaznosc¢ kategorii lokalnie wolnych snopdéw
Ox-moduféw stafej skoriczonej rangi z kategoria skonczenie
generowanych projektywnych Ox(X)-moduféw.

\

Twierdzenie (Swan, 1962)

Podobnie dla X zwartej przestrzeni Hausdorffa i pierscienia funkcji
ciagtych C(X,R).
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Twierdzenie

Kazda wigzka wektorowa regulous nad afiniczna rozmaitoscia
regulous (X, R%) jest generowana przez sekcje globalne i ma
wszystkie wtasnosci z twierdzenia o wiazkach algebraicznych.
Podobnie, funktor sekcji globalnych zadaje réwnowaznos¢ kategorii
wigzek wektorowych regulous na X i skonczenie generowanych
projektywnych R% (X)-modutéw.
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