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Wiadomosci wstepne

Osobliwos¢ krzywej

Moéwimy, ze fp : (C",0) — (C,0) jest osobliwoscia izolowana,
jezeli fy jest kietkiem funkcji holomorficznej takim, ze istnieje
funkcja fp : U — C, bedaca reprezentantem tego kietka fy,
okreslona w otwartym otoczeniu U punktu 0 € C" spetniajgca
warunki:

@ 7(0) =0,

@ Vi (0) =0,

Q Vi(z)#£0daze U\ {0}
W powyzszej definicji przyjmujemy, ze Vf := (%, o %). w
dalszym ciggu przez osobliwo$¢ bedziemy rozumiec
osobliwos¢ izolowana.
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Wiadomosci wstepne

Deformacja osobliwosci

Deformacja osobliwosci fy nazywamy kietek funkgji
holomorficznej f = f(s,z) : (C x C",0) — (C, 0) taki, ze

o f(O,Z) = fO(Z),

Q f(s,0) =0.

Deformacje f(s, z) osobliwosci f traktujemy jako rodzing (fs)
kietkow, fs(z) := f(s, 2).
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Wiadomosci wstepne

Liczba Milnora

Poniewaz fy jest izolowang osobliwoscia, fs ma tylko izolowane
osobliwosci blisko 0, dla wystarczajgco matych s. Zatem dla
wystarczajgco matych s mozemy zdefiniowac liczbe s

ps = p(fs) = dime Op/(Vis)

zwang liczbg Milnora, gdzie O, jest pierscieniem kietkow
funkcji holomorficznych okreslonych w otoczeniu 0, natomiast
(Vfs) jest ideatem w O, generowanym przez Vfs.
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Wiadomosci wstepne

Skok liczby Milnora

Poniewaz liczba Milnora jest pétciagta z géry w topologii
Zariskiego w rodzinie osobliwosci, zatem istnieje otoczenie S
punktu O takie, ze

@ us=const.dlase S\ {0},

Q po>psdlase S.
Statg réznice ug — ps (dla s # 0) nazywamy skokiem liczby
Milnora deformacji (f5) i oznaczamy A((fs)). Najmniejsza

niezerowa warto$¢ wsréd skokéw deformacji osobliwosci f,
nazywana jest skokiem liczby Milnora fy i oznaczana A(fy).
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Wiadomosci wstepne

Skok liczby Milnora

Poniewaz liczba Milnora jest pétciagta z géry w topologii
Zariskiego w rodzinie osobliwosci, zatem istnieje otoczenie S
punktu O takie, ze

@ us=const.dlase S\ {0},

Q po>psdlase S.
Statg réznice ug — ps (dla s # 0) nazywamy skokiem liczby
Milnora deformacji (f5) i oznaczamy A((fs)). Najmniejsza
niezerowa wartos¢ wsrdd skokéw deformacji osobliwosci f;
nazywana jest skokiem liczby Milnora fy i oznaczana A(fy).
Sabir Gusein-Zade, ktoéry udowodnit istnienie osobliwosci f; dla
ktérej A(f) > 1.
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Wiadomosci wstepne

Gtéwne zagadnienie pracy

Bede bada¢ osobliwosci krzywych tzn. f : (C2,0) — (C,0).
Gtéwnym tematem pracy jest skok liczb Milnora
quasijednorodnych i semi-quasijednorodnych osobliwosci w
klasie deformaciji liniowych f, tzn. deformacji postaci

fs = fy + sg, gdzie g jest holomorficzng funkcjg okreslong w
otoczeniu 0 taka, ze g(0) = 0. Najmniejsza niezerowa wartos¢
wléréd skokéw deformaciji liniowych osobliwosci fy oznaczamy
A"(fo).

Jako narzedzie do badania tych skokéw uzywac bede
diagramoéw Enriquesa oraz wyniku M. Alberich-Carraminfiany
i J.Roé ktorzy podali warunek konieczny i wystarczajacy, na to
aby dwa diagramy Enriquesa byty liniowo przylegte.
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Wiadomosci wstepne

Dotychczasowe wyniki dotyczgce skokéw Milnora

W mojej pracy doktorskiej uzyskatam nastepujacy rezultat dla
osobliwosci jednorodnych i semi-jednorodnych:

Twierdzenie

Dla dowolnej jednorodnej(semi-jednorodnej) osobliwosci f,
(n > 2) skok liczby Milnora dla deformacji liniowych jest rowny

linggny ) N—2, n>3
)\(fo)—{1, n_o -
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Diagramy Enriquesa

Diagram Enriquesa

Dowolnej osobliwosci izolowanej przypisujemy jej diagram
Enriquesa z wagami (D, v) odzwierciedlajacy etapy
rozwigzania tej osobliwosci. Jest to graf (drzewo) skonczony z
dwoma rodzajami krawedzi i wagami wierzchotkow.

Figure: Diagram Enriquesa osobliwosci g(x, y) = x® — y°.
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Za pomocg aksjomatéw mozna wprowadzi¢ pojecie
abstrakcyjnych diagramow Enriquesa jako drzewo wraz z
relacjg najblizszosci pomiedzy wierzchotkami.
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Za pomocg aksjomatéw mozna wprowadzi¢ pojecie
abstrakcyjnych diagramow Enriquesa jako drzewo wraz z
relacjg najblizszosci pomiedzy wierzchotkami.

Kazdy diagram Enriquesa osobliwosci krzywej jest
abstrakcyjnym diagramem Enriquesa.
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Liczby nad wierzchotkami, to ich wagi.
v(S)=2,v(R)=1,v(T)=1,v(U) =1

Pomiedzy wierzchotki okreslona zostata relacja najblizszosci.
R—-ST—-RT—-SU—-T

Figure: Abstrakcyjny diagram Enriquesa
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Rodzaje wierzchotkdéw nazywamy réznie ze wzgledu na relacje
najblizszosci.

-

KORZEN

Figure: Abstrakcyjny diagram Enriquesa

Aleksandra Zakrzewska Skoki liczb Milnora osobliwosci quasijednorodnych



Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Rodzaje wierzchotkdéw nazywamy réznie ze wzgledu na relacje

rownowaznosci.

/— .}:1, WIERZCHOLKI SWOBODNE

Figure: Abstrakcyjny diagram Enriquesa
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Rodzaje wierzchotkdéw nazywamy réznie ze wzgledu na relacje

rownowaznosci.

[ ] S .A-II— WIERZCHOLEK SATELITARNY

Figure: Abstrakcyjny diagram Enriquesa
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Diagramy Enriquesa

Diagramy zgodne i liczba Milnora diagramu

Zgodnym diagramem Enriquesa nazywamy diagram dla
ktérego spetniona jest nierownosc¢ P € D

v(P)> )" Q).

Q—P
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Diagramy Enriquesa

Typy diagramow i diagramy minimalne

Dwa diagramy Enriquesa nazywamy rownowaznymi, gdy
roznig sie co najwyzej wierzchotkami swobodnymi krotnosci 1.
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Diagramy Enriquesa

Typy diagramow i diagramy minimalne

Dwa diagramy Enriquesa nazywamy rownowaznymi, gdy
roznig sie co najwyzej wierzchotkami swobodnymi krotnosci 1.
Klase abstrakcji powyzszej rownowaznosci nazywamy typem i
oznaczamy [(D,v)].
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Diagramy Enriquesa

Typy diagramow i diagramy minimalne

Definicja

Dwa diagramy Enriquesa nazywamy rownowaznymi, gdy
roznig sie co najwyzej wierzchotkami swobodnymi krotnosci 1.
Klase abstrakcji powyzszej rownowaznosci nazywamy typem i
oznaczamy [(D,v)].

Definicja
Zgodny diagram Enriquesa (D, v) nazywamy minimalnym,
gay:

@ nie ma wierzchotkéw swobodnych krotnosci 0,

@ nie ma wierzchotkéw swobodnych krotonosci 1, poza
takimi, do ktorych najblizszy jest jakis wierzchotek
satelitarny.
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Diagramy Enriquesa

Przyktad

Zdefiniujmy diagramy (D, v), (D', ") nastepujaco:

2
/ .P
017- L%
Figure: Diagramy (D,v) i (D', v").

Wéwwczas [(D, v)] = [(D', ).
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Diagramy Enriquesa

Minimalne diagramy abstrakcyjne a diagramy
Enriquesa osobliwosci

Twierdzenie

@ Niech (D, v) bedzie zgodnym diagramem Enriquesa.
Istnieje doktadnie jeden minimalny diagram w klasie
[(D, v)]-

@ Dla kazdego zgodnego diagramu (D, v) istnieje osobliwos¢
fo o diagramie Enriquesa (D, vy,) taka, Ze
(Dr,v,) € (D, v)].

Zatem istnieje bijekcja miedzy minimalnymi diagramami
Enriquesa a diagramami Enriquesa osobliwosci.
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Diagramy Enriquesa

Diagramy zgodne i liczba Milnora diagramu

Definicja
Dla zgodnego diagramu Enriquesa (D, v) definiujemy liczbe
Milnora diagramu (D, v) przez

w(D,v)) =Y v(P)w(P) = 1) +1~r,

PeD

gazie
r=> <V(P) -y I/(Q)) :
PeD Q—P

Liczba r jest liczbg gatezi diagramu Enriquesa osobliwosci
krzywey.
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Diagramy Enriquesa

Przyktad

Figure: Diagram Enriquesa osobliwosci g(x, y) = x® — y°.
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Diagramy Enriquesa

Przyktad

Figure: Minimalny diagram Enriquesa osobliwosci g(x, y) = x3 — y°.

r=1

wg)=3-2+2-1+1—-r=8
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Diagramy Enriquesa

Liniowa przylegto$¢ diagramow

M. Alberich-Carramifana i J.Roé w swojej pracy podali
warunek konieczny i wystarczajacy, aby dwa typy diagramoéw
Enriquesa byty liniowo przylegte:
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Diagramy Enriquesa

Liniowa przylegto$¢ diagramow

M. Alberich-Carramifana i J.Roé w swojej pracy podali
warunek konieczny i wystarczajacy, aby dwa typy diagramoéw
Enriquesa byty liniowo przylegte:

Definicja

Niech [(D,v)] i [(5, v)| beda typami diagramow Enriquesa.
[(5, v)] jest liniowo przylegty do [(D, v)] gdy istnieje zgodny
diagram Enriquesa (D', ') € [(D, )] taki, ze

(Dlﬂ V,) > (Dmim Vmin)’ gdZie (Dmin’ Vmin) jeSt minimalnym
diagramem typu [(D, v)].
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Diagramy Enriquesa

Liniowa przylegto$¢ diagramow

Niech [(D, v)] i [(D,7)] beda typami zgodnych diagraméw
Enriquesa. Nastepujace warunki sg rownowazne:

o [(5, v)] jest liniowo przylegty do [(D, v)].

@ Dla dowolnej osobliwosci fy, ktdrej diagram Enriquesa
nalezy do [(D, v)], istnieje liniowa deformacja (f)
osobliwosci fy taka, ze diagram Enriquesa generycznego
elementu fs nalezy do [(D, v)].

© Istnieje osobliwosc fy, ktdrej diagram Enriquesa nalezy do
[(D,v)] i liniowa deformacja (fs) osobliwosci fy taka, ze
diagram Enriquesa generycznego elementu fs nalezy do

[(D, v)]-
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Diagramy Enriquesa

Witasnosci

@ Aby sprawazi¢ czy jedna osobliwos¢ jest liniowg
deformacjg drugiej wystarczy poréwnac ich diagramy
Enriquesa.

© Liniowa przylegtos¢ zalezy tylko od topologicznego typu
osobliwosci.

@ )\n(fy) jest niezmienikiem topologicznym.
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Gtéwne wyniki

Osobliwos¢ quasijednorodna

Moéwimy, ze osobliwo$é fo(x, y) = 3 ey @i X'y’ jest
osobliwoscia quasijednorodna, jezeli istniejg wagi

wy, wy, € Ni D € N takie, ze dla kazdych (i, ) € supp(fy)
zachodzi iwy + jw, = D, gdzie supp(fy) = {(i,j) € N: a;; # 0}.
Bez zmniejszenia ogélnosci, mozemy zatozy¢, ze fy jest
postaci:

fo(x,y) = XY (P + Xy ),

k,le {01}, p<q.k+I+p=>2,

gdzie dla kazdego niezerowego wyrazu ~; ;x'y/ spetniona jest
rownosc¢ iwy + jw, = D. Dodatkowo zat6zmy, ze p # q, gdyz w
przeciwnym przypadku mieliby$my do czynienia z osobliwoscig
jednorodna.
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Gtéwne wyniki

Osobliwos¢ quasijednorodna

Jezeli k = | = 0 to diagram Enriquesa osobliwosci
quasijednorodnej wyglada nastepujgco:

Figure: Diagram Enriques osobliwosci f, gsy k = / = 0.

Liczba d to NWD(p, q).

Aleksandra Zakrzewska
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Gtéwne wyniki

Osobliwos¢ quasijednorodna

Aby otrzymac diagram Enriquesa dowolnej osobliwosci
quasijednorodnej, nalezy dodac¢ krawedzie odpowiadajgce
czynnikom x i y w rozktadzie f.
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Gtéwne wyniki

Osobliwos¢ quasijednorodna

Aby otrzymac diagram Enriquesa dowolnej osobliwosci
quasijednorodnej, nalezy dodac¢ krawedzie odpowiadajgce
czynnikom x i y w rozktadzie f.

Te nowe krawedzi wychodzg albo z korzenia (gdy / = 1) albo z
ostatniego swobodnego wierzchotka sposréd Ry, ..., R; (gdy

k = 1). Oczywiscie nalezy wowczas zmieni¢ odpowiednio wagi
wierzchotkéw.
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Gtéwne wyniki

Osobliwos¢ quasijednorodna

Figure: Diagram Enriques osobliwo$ci quasijednorodnej, gdy / = 1.
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Gtéwne wyniki

Osobliwos¢ quasijednorodna

.R1 . .T2

Figure: Diagram Enriques osobliwosci quasijednorodnej, gdy k = 1i
pAq.

Aleksandra Zakrzewska Skoki liczb Milnora osobliwosci quasijednorodnych



Gtéwne wyniki

Osobliwos¢ quasijednorodna

w
© NN
VAR

Figure: Diagram Enriques osobliwosci quasijednorodnej, gdy k = 1i
plq.
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Gtéwne wyniki

Rodzina Q},

Dla ustalonego d, t € N, dt > 1 diagramy z poprzednich
slajdow tworza rodzine QY.

Dla dowolnego diagramu (D, v) z Q}, istnieje osobliwo$¢
quasijednorodna taka, ze d = NWD(p, q) i (D, v) jest tego
samego typu co diagram tej osobliwosci. Z drugiej strony dla
dowolnej osobliwosci quasijednorodnej jej istnieje diagram
(D,v) € Q! tego samego typu co diagram tej osobliwosci.

W szczegdblnym przypadku dla t = 1 zbior og, reprezentuje
osobliwosci jednorodne. Natomiast dla d = 1 nierozktadane
(pod warunkiem, ze ominiemy czynnik x<y/).
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Gtéwne wyniki

Liczba wp

Dla dowolnego (D, v) € Q}, definiujemy wp jako liczbe
wierzchotkow do ktérych R; jest najblizszy.
Jesli fy jest osobliwoscig quasijednorodna, wtedy

0, gdy p=gq
wp=4q 1, gdy p#qiplq .
2, gdy pfq

Aleksandra Zakrzewska Skoki liczb Milnora osobliwosci quasijednorodnych



Gtéwne wyniki

Oszacowanie z gory liczby Milnora

Twierdzenie

Niechd,t e N, dt >1i(D,v) € Qg. Istnieje minimalny diagram
Enriquesa (E, \) ¢ [(D,v)] taki, Zze [(D, v)] jest liniowo przylegty
do [(E,\)] i
M((D7y))_1a gdyd:1
D,v)) —1, gdy d=2,wp =0
E.N) = 1(( '
1((E, ) w((D, v)) — wp, gdy d=2wp+#0
u((D,v))—(d—-2+wp), gdy d >3
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Gtéwne wyniki

Oszacowanie z dotu liczby Milnora

Twierdzenie

Niechd,t e N, dt > 1i(D,v) € Q.. Jedli (D, 7) ¢ [(D,v)] jest
dowolnym diagramem Enriquesa takim, ze [(D, v)] jest liniowo
przylegty do (D, 7)], to

MEEg,V;§_1’ gdyd:1

~ u((D,v)) —1, gdy d=2,wp=0

w(DP) <3 (D, v)) - wo, ody d =2 wp£0 °
u((D,)) — (d — 2+ wp), gdy d >3
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Gtéwne wyniki

Wz6r na skok liczby Milnora

Twierdzenie

Dla dowolnej osobliwosci quasijednorodnej fy skok liczby
Milnora dla deformacji liniowych wynosi:

1, gdy d =1
(g = 1, gdy d=2,wp =0
0 Wp, gdy d=2,wp #0 >

d—2+WD,0, gdy d >3

gazie

k +p, gdy p#qiplq ,
NWD(p,q), gdy p/q

a (D, vr,) jest diagramem Enriquesa 0sobliwosci f.

{ k+l+p, gdy p=gq
d=

Aleksandra Zakrzewska Skoki liczb Milnora osobliwosci quasijednorodnych



Gtéwne wyniki

Wz6r na skok liczby Milnora

Niech fy bedzie osobliwoscig quasijednorodng, wowczas
@ Jeslip = q tzn. fy is jest osobliwoscig jednorodng:

)\’i”(f)— 1, if kK+/1+p=2
T\ k+l+p-—2, if k+l+p>3 "
Q Jeslip +# qip|q to:

ey J 1 if p+k<2
A (fO)_{p+k—1, if p+k>3 "

Q Jeslip+#qip/qto:
A(f) = NWD(p, q)-
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Gtéwne wyniki

Osobliwosci semi-quasijednorodne

Osobliwoscig semi-quasijednorodna nazywamy osobliwosé
postaci: fy = fy + g, gdzie f; jest osobliwo$cig quasijednorodna
ze wzgledu na (wy, wy) i ord(w, w,)9 > ordw, w,)f-

Dla dowolnej osobliwosci semi-quasijednorodnej fy

NP(f) = (£

Aleksandra Zakrzewska Skoki liczb Milnora osobliwosci quasijednorodnych



Gtéwne wyniki

Dziekuje za uwage!
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Gtéwne wyniki
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Gtéwne wyniki
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