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Wiadomosci wstepne

Osobliwos¢ krzywe;

Méwimy, ze fy : (C",0) — (C,0) jest osobliwoécia izolowana,
jezeli fy jest kietkiem funkcji holomorficznej takim, ze istnieje
funkcja fy : U — C, bedaca reprezentantem tego kietka fy,

okreslona w otwartym otoczeniu U punktu 0 € C" spetniajaca
warunki:

@ 7(0) =0,
Q@ V#(0) =0,
Q@ Vi(z)£0dlaze U\ {0}
W powyzszej definicji przyjmujemy, ze Vf := (g—zfl, cee g;).

dalszym ciggu przez osobliwos$¢ bedziemy rozumieé¢ osobliwos¢
izolowana.
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Wiadomosci wstepne

Deformacja osobliwosci

Deformacja osobliwosci fy nazywamy kietek funkcji
holomorficznej f = f(s,z) : (C x C",0) — (C,0) taki, ze

@ £(0,2) = fo(2),

Q f(s,0)=0.
Deformacje f(s, z) osobliwosci fy traktujemy jako rodzine (fs)
kietkow, fs(z) := f(s, 2).
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Wiadomosci wstepne

Liczba Milnora

Poniewaz fy jest izolowana osobliwoscia, s ma tylko izolowane
osobliwosci blisko 0, dla wystarczajgco matych s. Zatem dla
wystarczajaco matych s mozemy zdefiniowac liczbe 15

s == p(fs) = dime O, /(V£)

zwang liczba Milnora, gdzie O, jest pierscieniem kietkéw funkeji
holomorficznych okreslonych w otoczeniu 0, natomiast (V£) jest
ideatem w O, generowanym przez Vf.
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Wiadomosci wstepne

Skok liczby Milnora

Poniewaz liczba Milnora jest pétciagta z géry w topologii Zariskiego
w rodzinie osobliwosci, zatem istnieje otoczenie S punktu 0 takie,
ze

Q us = const. dlas e S\ {0},

Q o> pusdlases.
Stata réznice pg — ps (dla s # 0) nazywamy skokiem liczby
Milnora deformacji (f5) i oznaczamy A((f)). Najmniejsza
niezerowa warto$¢ wsréd skokéw deformacji osobliwosci fy
nazywana jest skokiem liczby Milnora fy i oznaczana A(fy).
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Wiadomosci wstepne

Dotychczasowe wyniki dotyczace skokéw Milnora

Bede bada¢ osobliwosci krzywych tzn. f : (C2,0) — (C,0).
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Wiadomosci wstepne

Dotychczasowe wyniki dotyczace skokéw Milnora

Bede bada¢ osobliwosci krzywych tzn. f : (C2,0) — (C,0).
Pierwszy rezultat dotyczacy skokéw liczb Milnora uzyskat Sabir
Gusein-Zade, ktéry udowodnit istnienie osobliwosci fy dla ktérej
A(fo) > 1. Ten problem byt réwiez rozwazany przez:

o A. Bodin ktéry policzyt \"¥(fy) dla dogodnych osobliwosci f,,
ktérych diagram Newtona jest zredukowany do jednego
segmentu i dla niezdegenerowanych deformacji,

e J. Walewska uogélnita wynik Bodina dla niedogodnych
osobliwosci,

@ S. Brzostowski, T. Krasinski i J. Walewska wyliczyli wszystkie
mozliwe liczby Milnora dla niezdegenrowanych deformacji
osobliwosci jednorodnych,

e dla osobliwosci fj'(x,y) = x" + y" (n > 2) udwodnili oni

réwniez w swojej pracy, ze A(fo) = [5].
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Wiadomosci wstepne

Gtéwne zagadnienie pracy

Gtéwnym tematem pracy jest skok liczb Milnora jednorodnych i
semi-jednorodnych osobliwosci w klasie deformacji liniowych fy
tzn. deformacji postaci fs = fy + sg, gdzie g jest holomorficzna
funkcja okreslong w otoczeniu 0 taka, ze g(0) = 0. Najmniejsza
niezerowa warto$¢ wsréd skokéw deformacji liniowych osobliwosci fy
oznaczamy \'"(fy).

Jako narzedzie do badania tych skokéw uzywa¢ bede diagraméw
Enriquesa oraz wyniku M. Alberich-Carraminfiany i J.Roé ktérzy
podali warunek konieczny i wystarczajacy, na to aby dwa diagramy
Enriquesa byty liniowo przylegte.
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Diagramy Enriquesa

Diagram Enriquesa

Dowolnej osobliwosci izolowanej przypisujemy jej diagram
Enriquesa z wagami (D, v) odzwierciedlajacy etapy rozwiazania tej
osobliwosci. Jest to graf skofczony z dwoma rodzajami krawedzi i
wagami wierzchotkéw.

Rysunek: Diagram Enriquesa osobliwosci g(x,y) = x> — y3.
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Za pomoca aksjomatéw mozna wprowadzi¢ pojecie
abstrakcyjnych diagraméw Enriquesa jako drzewo wraz z relacja
najblizszosci pomiedzy wierzchotkami.
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Za pomoca aksjomatéw mozna wprowadzi¢ pojecie
abstrakcyjnych diagraméw Enriquesa jako drzewo wraz z relacja
najblizszosci pomiedzy wierzchotkami.

Kazdy diagram Enriquesa osobliwosci krzywej jest abstrakcyjnym
diagramem Enriquesa.
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Liczby nad wierzchotkami, to ich krotnosci.
v(S)=2,v(R)=1v(T)=1,v(U)=1

Pomiedzy wierzchotki okreslona zostata relacja najblizszosci.
R—-ST—->RT—->SU—T

Rysunek: Abstrakcyjny diagram Enriquesa
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Rodzaje wierzchotkéw nazywamy réznie ze wzgledu na relacje
réwnowaznosci.

2
K 1
*u
KORZEN

Rysunek: Abstrakcyjny diagram Enriquesa
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Rodzaje wierzchotkéw nazywamy réznie ze wzgledu na relacje
réwnowaznosci.

/ .]k WIERZCHOLKI SWOBODNE

Rysunek: Abstrakcyjny diagram Enriquesa
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Diagramy Enriquesa

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Rodzaje wierzchotkéw nazywamy réznie ze wzgledu na relacje

réwnowaznos$ci.
1
/ .R
.% [ ] WIERZCHOLEK SATELITARNY

4

cH

Rysunek: Abstrakcyjny diagram Enriquesa
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Diagramy Enriquesa

Diagramy zgodne i liczba Milnora diagramu

Zgodnym diagramem Enriquesa nazywamy diagram dla ktdrego
spetniona jest nieréwnos¢ P € D

v(P) > Z v(Q).

Q—P
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Diagramy Enriquesa

Diagramy zgodne i liczba Milnora diagramu

Dla zgodnego diagramu Enriquesa (D, v) definiujemy liczbe
Milnora diagramu (D, v) przez

w(D,v)) =D v(P)w(P)~1)+1~r,

PeD

gdzie

r= Z (I/(P)— Z I/(Q)) .

PeD Q—P

Liczba r jest liczba gatezi diagramu Enriquesa osobliwosci krzywey.
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Diagramy Enriquesa

Typy diagraméw i diagramy minimalne

Dwa diagramy Enriquesa nazywamy réwnowaznymi, gdy réznia sie
co najwyzej wierzchotkami swobodnymi krotnosci 1.
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Diagramy Enriquesa

Typy diagraméw i diagramy minimalne

Dwa diagramy Enriquesa nazywamy réwnowaznymi, gdy réznia sie
co najwyzej wierzchotkami swobodnymi krotnosci 1.

Klase abstrakcji powyzszej réwnowaznosci nazywamy typem |
oznaczamy [(D,v)].
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Diagramy Enriquesa

Typy diagraméw i diagramy minimalne

Definicja

Dwa diagramy Enriquesa nazywamy réwnowaznymi, gdy réznia sie
co najwyzej wierzchotkami swobodnymi krotnosci 1.

Klase abstrakcji powyzszej réwnowaznosci nazywamy typem |
oznaczamy [(D,v)].

Definicja

Zgodny diagram Enriquesa (D, v) nazywamy minimalnym, gdy nie
ma wierzchotkéw swobodnych krotnosci 1.
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Diagramy Enriquesa

Przyktad 1

Rysunek: Diagram Enriquesa osobliwosci g(x,y) = x3 — y5.
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Diagramy Enriquesa

Przyktad 1

Rysunek: Minimalny diagram Enriquesa osobliwosci g(x,y) = x3 — y5.

r=1
u(g)=3-242-1+1—-r=38
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Diagramy Enriquesa

Przyktad 2

Rysunek: Diagram Enriquesa osobliwosci
h(x,y) = (x* = y*)(x2 + y2) (¢ = y) (o + y)(x* = y2).
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Diagramy Enriquesa

Przyktad 2

Rysunek: Minimalny diagram Enriquesa osobliwosci
h(x,y) = (x* = y*)(x® + y*) (S = y) (x> + y)(x* = ).

r=>5
uwh)y=9-84+5-44+3-2+3.2-1+1—-r=120
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Diagramy Enriquesa

Liniowa przylegtos¢ diagraméw

W swojej pracy M. Alberich-Carramifiana i J.Roé podali warunek
konieczny i wystarczajacy, aby dwa diagramy Enriquesa osobliwosci
byty liniowo przylegte.
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Diagramy Enriquesa

Liniowa przylegtos¢ diagraméw

W swojej pracy M. Alberich-Carramifiana i J.Roé podali warunek
konieczny i wystarczajacy, aby dwa diagramy Enriquesa osobliwosci
byty liniowo przylegte.

Niech [(D,v)] i [(D,7)] beda typami diagraméw Enriquesa. [(D, )]
Jest liniowo przylegty do [(D,v)] gdy istnieje zgodny diagram
(D',vV") € [(D,D)] taki, ze (D',v") > (D,v).
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Diagramy Enriquesa

Liniowa przylegtos¢ diagraméw

W swojej pracy M. Alberich-Carramifiana i J.Roé podali warunek

konieczny i wystarczajacy, aby dwa diagramy Enriquesa osobliwosci
byty liniowo przylegte.

Niech [(D,v)] i [(D,7)] beda typami diagraméw Enriquesa. [(D, )]
Jest liniowo przylegty do [(D,v)] gdy istnieje zgodny diagram
(D',vV") € [(D,D)] taki, ze (D',v") > (D,v).

Twierdzenie

Niech [(D,v)] i [(D,7)] beda typami diagraméw Enriquesa
reprezentujacymi osobliwosci f i fy. [(D, V)] jest liniowo przylegty
do [(D,v)] wtedy i tylko wtedy, gdy f jest liniowa deformacja fy.

Aleksandra Zakrzewska
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Gtéwne wyniki

Osobliwo$¢ x™ + y"

Twierdzenie

Niech n € N, n > 2 i [(Dp,vy)] bedzie typem minimalnego
diagramu odpowiadajacego osobliwosci fy'(x,y) := x" + y". Istnieje
minimalny diagram Enriquesa (D, v) taki, ze [(Dy,vy)] jest liniowo
przylegty do [(D,v)] i

(D, v) :{ y
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Gtéwne wyniki

Twierdzenie

Niech fi'(x,y) .= x"+ y" (n > 3). Okreslmy liniowa deformacje f;
osobliwosci fy wzorem :

fly) = 4 BOoY)+s(xty)"T, ¢ N
S f(x,y) +s(x+ey)™ !, ne2N ’

gdzie e" = —1.

Wowczas liczba Milnora f; jest rowna p(fs) = (n —1)? — (n — 2).
Natomiast minimalny diagram Enriquesa osobliwosci fs jest
diagramem (D, v) z poprzedniego twierdzenia.
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Gtéwne wyniki

Osobliwo$¢ x™ + y"

Rysunek: Diagram Enriquesa osobliwosci fy'(x,y) = x" + y".
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Gtéwne wyniki

Osobliwo$¢ x™ + y"

Rysunek: Diagram Enriquesa osobliwosci fy'(x,y) = x" + y".

Rysunek: Minimalny diagram Enriquesa osobliwosci fy'(x, y) = x" + y".
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Gtéwne wyniki

Osobliwo$¢ x™ + y"

n—1
®s
1
0W1
n—3—razy
) 1
® Wn—3

Rysunek: Diagram (D,v) dla n > 4.
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Gtéwne wyniki

Rysunek: Diagram (D, v) dla n = 3.
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Gtéwne wyniki

Skok liczby Milnora

Dla osobliwosci fy'(x,y) := x" + y" (n > 3) skok liczby Milnora dla
deformacji liniowych daje sie oszacowaé przez

)\Iin(fbn) <n-—2
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Gtéwne wyniki

Osobliwosci jednorodne

Kazda osobliwo$¢ jednorodna jest postaci
fo(x,y) = aox”—i—alx”_ly—i—. . .+a,,,1xy”_1+a,,y”, ag,...,ap € C.

Zatem jej diagram Enriquesa jest taki sam jak dla osobliwosci
fo(x,y) =x"+y".

Twierdzenie

Dla dowolnej jednorodnej osobliwosci fy (n > 2) skok liczby Milnora
dla deformacji liniowych daje sie oszacowa¢ przez

ling £n -
A (f(’)g{l, n=2
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Gtéwne wyniki

Osobliwosci semi-jednorodne

Osobliwoscia semi-jednorodng nazywamy osobliwo$¢ postaci

fo = fy + g, gdzie f; jest jednorodna osobliwosci i ordg > ordfy. W
tym przypadku réwniez diagram osobliwo$ci semi-jednorodnej jest
taki sam jak diagram osobliwosci jednorodnej. :

Twierdzenie

Dla dowolnej semi-jednorodnej osobliwosci fy (n > 2) skok liczby
Milnora dla deformacji liniowych daje sie oszacowac przez

linf gn -
A (fo)<{L -
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Gtéwne wyniki

Hipoteza

Hipoteza

Dla osobliwosci f'(x, y) := x" + y" (n > 2) skok liczby Milnora dla
deformacji liniowych jest réwny

)\Iin(fbn) _ { . - i
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Gtéwne wyniki

Dziekuje za uwage!
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Gtéwne wyniki
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Gtéwne wyniki
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