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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Osobliwo±¢ krzywej

Mówimy, »e f0 : (Cn, 0)→ (C, 0) jest osobliwo±ci¡ izolowan¡,

je»eli f0 jest kieªkiem funkcji holomor�cznej takim, »e istnieje

funkcja f̂0 : U → C, b¦d¡ca reprezentantem tego kieªka f0,
okre±lona w otwartym otoczeniu U punktu 0 ∈ Cn speªniaj¡ca

warunki:

1 f̂0(0) = 0,

2 ∇f̂0(0) = 0,

3 ∇f̂0(z) 6= 0 dla z ∈ U \ {0}.
W powy»szej de�nicji przyjmujemy, »e ∇f :=

(
∂f
∂z1
, . . . , ∂f∂zn

)
. W

dalszym ci¡gu przez osobliwo±¢ b¦dziemy rozumie¢ osobliwo±¢

izolowan¡.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Deformacja osobliwo±ci

Deformacj¡ osobliwo±ci f0 nazywamy kieªek funkcji

holomor�cznej f = f (s, z) : (C× Cn, 0)→ (C, 0) taki, »e
1 f (0, z) = f0(z),

2 f (s, 0) = 0.

Deformacj¦ f (s, z) osobliwo±ci f0 traktujemy jako rodzin¦ (fs)
kieªków, fs(z) := f (s, z).
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Liczba Milnora

Poniewa» f0 jest izolowan¡ osobliwo±ci¡, fs ma tylko izolowane

osobliwo±ci blisko 0, dla wystarczaj¡co maªych s. Zatem dla

wystarczaj¡co maªych s mo»emy zde�niowa¢ liczb¦ µs

µs := µ(fs) = dimCOn/(∇fs)

zwan¡ liczb¡ Milnora, gdzie On jest pier±cieniem kieªków funkcji

holomor�cznych okre±lonych w otoczeniu 0, natomiast (∇fs) jest
ideaªem w On generowanym przez ∇fs .
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Skok liczby Milnora

Poniewa» liczba Milnora jest póªci¡gªa z góry w topologii Zariskiego

w rodzinie osobliwo±ci, zatem istnieje otoczenie S punktu 0 takie,

»e

1 µs = const. dla s ∈ S \ {0},
2 µ0 ­ µs dla s ∈ S .

Staª¡ ró»nic¦ µ0 − µs (dla s 6= 0) nazywamy skokiem liczby

Milnora deformacji (fs) i oznaczamy λ((fs)). Najmniejsza

niezerowa warto±¢ w±ród skoków deformacji osobliwo±ci f0
nazywana jest skokiem liczby Milnora f0 i oznaczana λ(f0).
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Dotychczasowe wyniki dotycz¡ce skoków Milnora

B¦d¦ bada¢ osobliwo±ci krzywych tzn. f0 :
(
C2, 0

)
→ (C, 0).

Pierwszy rezultat dotycz¡cy skoków liczb Milnora uzyskaª Sabir

Gusein-Zade, który udowodniª istnienie osobliwo±ci f0 dla której

λ(f0) > 1. Ten problem byª rówie» rozwa»any przez:

A. Bodin który policzyª λnd(f0) dla dogodnych osobliwo±ci f0,
których diagram Newtona jest zredukowany do jednego

segmentu i dla niezdegenerowanych deformacji,

J. Walewska uogólniªa wynik Bodina dla niedogodnych

osobliwo±ci,

S. Brzostowski, T. Krasi«ski i J. Walewska wyliczyli wszystkie

mo»liwe liczby Milnora dla niezdegenrowanych deformacji

osobliwo±ci jednorodnych,

dla osobliwo±ci f n0 (x , y) = xn + yn (n ­ 2) udwodnili oni

równie» w swojej pracy, »e λ(f0) =
[n
2

]
.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Gªówne zagadnienie pracy

Gªównym tematem pracy jest skok liczb Milnora jednorodnych i

semi-jednorodnych osobliwo±ci w klasie deformacji liniowych f0
tzn. deformacji postaci fs = f0 + sg , gdzie g jest holomor�czn¡

funkcj¡ okre±lon¡ w otoczeniu 0 tak¡, »e g(0) = 0. Najmniejsza

niezerowa warto±¢ w±ród skoków deformacji liniowych osobliwo±ci f0
oznaczamy λlin(f0).
Jako narz¦dzie do badania tych skoków u»ywa¢ b¦d¦ diagramów

Enriquesa oraz wyniku M. Alberich-Carraminñany i J.Roé którzy

podali warunek konieczny i wystarczaj¡cy, na to aby dwa diagramy

Enriquesa byªy liniowo przylegªe.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Diagram Enriquesa

Dowolnej osobliwo±ci izolowanej przypisujemy jej diagram

Enriquesa z wagami (D, ν) odzwierciedlaj¡cy etapy rozwi¡zania tej

osobliwo±ci. Jest to graf sko«czony z dwoma rodzajami kraw¦dzi i

wagami wierzchoªków.

•1R WIERZCHO�KI SWOBODNE

•2S •1T WIERCHO�EK SATELITARNY

•1U
KORZE�

Rysunek: Diagram Enriquesa osobliwo±ci g(x , y) = x2 − y3.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Za pomoc¡ aksjomatów mo»na wprowadzi¢ poj¦cie

abstrakcyjnych diagramów Enriquesa jako drzewo wraz z relacj¡

najbli»szo±ci pomi¦dzy wierzchoªkami.

Ka»dy diagram Enriquesa osobliwo±ci krzywej jest abstrakcyjnym

diagramem Enriquesa.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Liczby nad wierzchoªkami, to ich krotno±ci.

ν(S) = 2, ν(R) = 1, ν(T ) = 1, ν(U) = 1

Pomi¦dzy wierzchoªki okre±lona zostaªa relacja najbli»szo±ci.

R → S ,T → R,T → S ,U → T

•1R WIERZCHO�KI SWOBODNE

•2S •1T WIERCHO�EK SATELITARNY

•1U
KORZE�

Rysunek: Abstrakcyjny diagram Enriquesa
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Rodzaje wierzchoªków nazywamy ró»nie ze wzgl¦du na relacj¦

równowa»no±ci. test

test

test

•1R WIERZCHO�KI SWOBODNE

•2S •1T WIERCHO�EK SATELITARNY

•1U
KORZE�

Rysunek: Abstrakcyjny diagram Enriquesa
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Diagramy zgodne i liczba Milnora diagramu

De�nicja

Zgodnym diagramem Enriquesa nazywamy diagram dla którego

speªniona jest nierówno±¢ P ∈ D

ν(P) ­
∑
Q→P

ν(Q).
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Diagramy zgodne i liczba Milnora diagramu

De�nicja

Dla zgodnego diagramu Enriquesa (D, ν) de�niujemy liczb¦

Milnora diagramu (D, ν) przez

µ((D, ν)) =
∑
P∈D

ν(P)(ν(P)− 1) + 1− r ,

gdzie

r =
∑
P∈D

ν(P)− ∑
Q→P

ν(Q)

 .
Liczba r jest liczb¡ gaª¦zi diagramu Enriquesa osobliwo±ci krzywej.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Typy diagramów i diagramy minimalne

De�nicja

Dwa diagramy Enriquesa nazywamy równowa»nymi, gdy ró»ni¡ si¦

co najwy»ej wierzchoªkami swobodnymi krotno±ci 1.

Klas¦ abstrakcji powy»szej równowa»no±ci nazywamy typem i

oznaczamy [(D, ν)].

De�nicja

Zgodny diagram Enriquesa (D, ν) nazywamy minimalnym, gdy nie

ma wierzchoªków swobodnych krotno±ci 1.

Aleksandra Zakrzewska Skoki liczb Milnora jednorodnych osobliwo±ci



Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Typy diagramów i diagramy minimalne

De�nicja

Dwa diagramy Enriquesa nazywamy równowa»nymi, gdy ró»ni¡ si¦

co najwy»ej wierzchoªkami swobodnymi krotno±ci 1.

Klas¦ abstrakcji powy»szej równowa»no±ci nazywamy typem i

oznaczamy [(D, ν)].

De�nicja

Zgodny diagram Enriquesa (D, ν) nazywamy minimalnym, gdy nie

ma wierzchoªków swobodnych krotno±ci 1.

Aleksandra Zakrzewska Skoki liczb Milnora jednorodnych osobliwo±ci



Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Typy diagramów i diagramy minimalne

De�nicja

Dwa diagramy Enriquesa nazywamy równowa»nymi, gdy ró»ni¡ si¦

co najwy»ej wierzchoªkami swobodnymi krotno±ci 1.

Klas¦ abstrakcji powy»szej równowa»no±ci nazywamy typem i

oznaczamy [(D, ν)].

De�nicja

Zgodny diagram Enriquesa (D, ν) nazywamy minimalnym, gdy nie

ma wierzchoªków swobodnych krotno±ci 1.

Aleksandra Zakrzewska Skoki liczb Milnora jednorodnych osobliwo±ci



Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Przykªad 1

•2

•3 •1 •1

•1

Rysunek: Diagram Enriquesa osobliwo±ci g(x , y) = x3 − y5.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Przykªad 1

•2

•3 •1 •1

Rysunek: Minimalny diagram Enriquesa osobliwo±ci g(x , y) = x3 − y5.

r = 1

µ(g) = 3 · 2+ 2 · 1+ 1− r = 8
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Przykªad 2

•3 •1

•5 •2

•2 •1 •1

•9

•2 •1

•1 •1 •1

Rysunek: Diagram Enriquesa osobliwo±ci

h(x , y) = (x2 − y3)(x2 + y3)(x3 − y)(x3 + y)(x4 − y3).
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Przykªad 2

•3

•5 •2

•2 •1

•9

•2 •1

Rysunek: Minimalny diagram Enriquesa osobliwo±ci

h(x , y) = (x2 − y3)(x2 + y3)(x3 − y)(x3 + y)(x4 − y3).

r = 5

µ(h) = 9 · 8+ 5 · 4+ 3 · 2+ 3 · 2 · 1+ 1− r = 120
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Liniowa przylegªo±¢ diagramów

W swojej pracy M. Alberich-Carramiñana i J.Roé podali warunek

konieczny i wystarczaj¡cy, aby dwa diagramy Enriquesa osobliwo±ci

byªy liniowo przylegªe.

De�nicja

Niech [(D, ν)] i [(D̃, ν̃)] b¦d¡ typami diagramów Enriquesa. [(D̃, ν̃)]
jest liniowo przylegªy do [(D, ν)] gdy istnieje zgodny diagram

(D ′, ν ′) ∈ [(D̃, ν̃)] taki, »e (D ′, ν ′) ­ (D, ν).

.

Twierdzenie

Niech [(D, ν)] i [(D̃, ν̃)] b¦d¡ typami diagramów Enriquesa

reprezentuj¡cymi osobliwo±ci f i f0. [(D̃, ν̃)] jest liniowo przylegªy

do [(D, ν)] wtedy i tylko wtedy, gdy f jest liniow¡ deformacj¡ f0.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Osobliwo±¢ xn + y n

Twierdzenie

Niech n ∈ N, n ­ 2 i [(Dn, νn)] b¦dzie typem minimalnego

diagramu odpowiadaj¡cego osobliwo±ci f n0 (x , y) := xn + yn. Istnieje
minimalny diagram Enriquesa (D, ν) taki, »e [(Dn, νn)] jest liniowo
przylegªy do [(D, ν)] i

µ((D, ν)) =

{
(n − 1)2 − (n − 2), n ­ 3

1, n = 2
.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Twierdzenie

Niech f n0 (x , y) := xn + yn (n ­ 3). Okre±lmy liniow¡ deformacj¦ fs
osobliwo±ci f0 wzorem :

fs(x , y) :=

{
f n0 (x , y) + s(x + y)n−1, n /∈ 2N
f n0 (x , y) + s(x + ey)n−1, n ∈ 2N ,

gdzie en = −1.
Wówczas liczba Milnora fs jest równa µ(fs) = (n − 1)2 − (n − 2).
Natomiast minimalny diagram Enriquesa osobliwo±ci fs jest

diagramem (D, ν) z poprzedniego twierdzenia.

Aleksandra Zakrzewska Skoki liczb Milnora jednorodnych osobliwo±ci



Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Osobliwo±¢ xn + y n

•1

•n

•1

.........

n−razy

Rysunek: Diagram Enriquesa osobliwo±ci f n
0
(x , y) = xn + yn.

•n

Rysunek: Minimalny diagram Enriquesa osobliwo±ci f n
0
(x , y) = xn + yn.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Osobliwo±¢ xn + y n

•2T

•n−1S

•1W1

•1Wn−3

.........
n−3−razy

Rysunek: Diagram (D, ν) dla n ­ 4.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

•2T

•2S

Rysunek: Diagram (D, ν) dla n = 3.
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Skok liczby Milnora

Wniosek

Dla osobliwo±ci f n0 (x , y) := xn + yn (n ­ 3) skok liczby Milnora dla

deformacji liniowych daje si¦ oszacowa¢ przez

λlin(f n0 ) ¬ n − 2
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Wiadomo±ci wst¦pne

Diagramy Enriquesa

Gªówne wyniki

Osobliwo±ci jednorodne

Ka»da osobliwo±¢ jednorodna jest postaci

f0(x , y) = a0x
n+a1x

n−1y+. . .+an−1xy
n−1+any

n, a0, . . . , an ∈ C.

Zatem jej diagram Enriquesa jest taki sam jak dla osobliwo±ci

f n0 (x , y) = xn + yn.

Twierdzenie

Dla dowolnej jednorodnej osobliwo±ci f0 (n ­ 2) skok liczby Milnora

dla deformacji liniowych daje si¦ oszacowa¢ przez

λlin(f n0 ) ¬
{

n − 2, n ­ 3

1, n = 2
.
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Osobliwo±ci semi-jednorodne

Osobliwo±ci¡ semi-jednorodn¡ nazywamy osobliwo±¢ postaci

f0 = f ′0 + g , gdzie f ′0 jest jednorodn¡ osobliwo±ci i ordg > ordf ′0 . W
tym przypadku równie» diagram osobliwo±ci semi-jednorodnej jest

taki sam jak diagram osobliwo±ci jednorodnej. :

Twierdzenie

Dla dowolnej semi-jednorodnej osobliwo±ci f0 (n ­ 2) skok liczby

Milnora dla deformacji liniowych daje si¦ oszacowa¢ przez

λlin(f n0 ) ¬
{

n − 2, n ­ 3

1, n = 2
.
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Hipoteza

Hipoteza

Dla osobliwo±ci f n0 (x , y) := xn + yn (n ­ 2) skok liczby Milnora dla

deformacji liniowych jest równy

λlin(f n0 ) =

{
n − 2, n ­ 3

1, n = 2
.
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦!
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