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ZASTOSOWANIE BAZ GROBNERA
W TEORII ODWZOROWAN WIELOMIANOWYCH

T.Winiarski (Krakéw)*

WSsTEP

Pojecie bazy standardowej, wraz z dowodem jej istnienia, pojawito sie
po raz pierwszy w stynnej pracy H.Hironaki [HH] o usuwaniu osobliwosci,
opublikowanej w 1964 roku. Hironaka podal réwniez algorytm dzielenia,
ktéry ma wiele ciekawych zastosowan zaréwno czysto teoretycznych, jak
réwniez w algebrze komputerowe;j.

Nieco pézniej, tzn. juz w 1965 roku B. Buchberger wprowadzil nowa
nazwe dla bazy standardowej - nazwal ja bazg Grobnera (p. [BB]). Dwadzies-
cia lat pézniej, w pracy [BB1 s.185] Buchberger napisal : ”...the author in-
troduced the name Grobner bases, because Prof. W.Grobner, the thesis
advisor of [BB] stimulated the research on the subject by asking how a mul-
tiplication table for the associative algebra, which is formed by the residue
ring modulo a polynomial ideal, can be constructed algorithmically, and
by presenting a first sketch of an algorithm ...” Wyjasniajac dalej napisat :
"In retrospect, it seems that the concept of Grébner bases under the name
standard bases appeared already one year earlier (1964) in Hironaka’s fa-

*Badania finansowane przez grant KBN Nr 2 1077 91 01
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mous paper [HH]. However, Hironaka only gave an inconstructible existence
proof for these bases, whereas in [BB], together with the concept of such
bases, we also presented an algorithm for constructing the bases and only
this algorithm allows an algorithmic solution to the various problems ... ”.

Obecnie w literaturze matematycznej uzywane sa dwie nazwy: baza stan-
dardowa oraz baza Grébnera. Poniewaz, w niniejszym opracowaniu, algo-
rytmy odgrywaja istotna role , uzywaé¢ bedziemy nazwy zaproponowanej
przez B. Buchbergera.

Poczawszy od 1965 roku (tzn. od pracy [BB] B.Buchbergera) rozpoczal sie
szybki rozwdj teorii baz Grobnera. Bardzo mocno udoskonalono algorytm,
powstaly i nadal powstaja coraz to lepsze programy komputerowe oraz od-
krywane sa dalsze mozliwosci zastosowania. W prezentowanym opracowaniu
przedstawimy jedynie kilka, niedawno odkrytych, zastosowan baz Grobnera
w teorii odwzorowan wielomianowych. Pierwsza praca z tego zakresu byla
praca A. van den Essena [AvdE] z 1986 roku.

§1. OZNACZENIE I UWAGI WSTEPNE.

1. Przez C,R,Q,Z,N oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio : cialo liczb ze-
spolonych, rzeczywistych, wymiernych, pierscien liczb catkowitych i zbior
liczb naturalnych (catkowitych nieujemnych). Przez k oznaczaé¢ bedziemy
dowolne cialo nieskoniczone. O pierscieniach zakladamy stale, ze sa pierscie-
niami przemiennymi z jedynka.

Dowolnemu a = (a1, ... ,a,) € N* odpowiada dokladnie jeden jednomian

X =X""... X, stopnia |a] =a1+ - +a,.
W powyzszej odpowiednio$ci dodawaniu w N odpowiada mnozenie jedno-

mianéw.! W szczegdlnosci podzbiér () # E C N* bedziemy utozsamiaé z
podzbiorem

(i) J(E) = {X"|a € E}
pierécienia k[X}, ..., X,]. Dla zbioru
(ii) E:=]J(a+N")
ack

zbidr J(E) jest  zbiorem  zlozonym ze  wszystkich je-
dnomianéw z idealu < J(F) > generowanego przez zbior J(F). Zauwazmy
jeszcze, ze uklad jednomianéw xo L xe” jest baza idealu < J(F) >
wtedy i tylko wtedy, gdy
(iii) E={J(@9 +N).

j=1
Jegli (iii), to uktad 2 = {a®,... ,a("} nazywaé bedziemy bazg E .

IFakt ten byl juz wykorzystywany przez G.Hermanna (p. [GH]) w latach trzydziestych.
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Wielomian P =) . ca X 0 wspélczynnikach ¢, nalezacych do ciata k
utozsamiamy z odwzorowaniem

Pp:N">a —c, €k,

dla ktérego co najwyzej skonczona iloé$¢ wartodci jest rézna od zera. Zbiér
wielomianéw o wspoélczynnikach z ciala k, wraz z naturalnymi dzialaniami
dodawania i mnozenia, jest pierscieniem. Pierscien ten oznaczamy przez
k[X1,...,X,] lub krétko przez k[X].

2. Niech < bedzie porzadkiem w N™ spelniajacym nastepujace dwa warunki

(%) Vae N\ {0}, 0<a;
(%) Va,B,yeN", (a<f=a+y<B+7).

Warunki (%), (»x) i nastepujace dwa sa réwnowazne

(#) Va,BeN", B#£0=a<a+j,
(82) Vo, B, eN", a<Be=a+y<f+7.

Przyjmujemy umowe:
a<f<—a<pf lub a=4.

Moéwiac o porzadku w N bedziemy mieli na mysli porzadek speliajacy
warunki (x), (%*).

Lemat 1. 1. Najmniejszym elementem zbioru
a+N":={a+v[yeN"}

jest . W szczegdlnosci, jesli X dzieli X8, to a < 3.

2. Kazdy silnie malejgcy cigg w N jest skonczony. W szczegdlnosci,
kazdy niepusty podzbior N ma element najmniejszy.

3. (Lemat Dicksona [LED]) Jesli ) # E C N™ | to istnieje doktadnie jeden
podzbicr A = {aW,... oM} C E, ktéry jest minimalng bazq E .
Dowdd. 1. jest natychmiastowa konsekwencja (ff) .

Niech a® > o > ... bedzie malejacym ciagiem w N”. Ciagowi temu
odpowiada wstepujacy ciag idealow

(1) (1) (1)
<X¥ ' >c<X* ,X¥ >cC...,

ktory jest skonczony, gdyz pierscien k[X;....,X,] jest noetherowski, co
konczy dowodd 2.

Dla wykazania 3 wystarczy udowodnié, ze jesli B = {81, ... 3} jest
baza E oraz 2 = {a™,... oM} baza minimalna, to % C B . Mozemy zalozy¢
ze B jest baza uproszczona tzn., ze

B¢ JBY +N "), dlai=1,...,s,
Jj#i
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gdyz w przeciwnym przypadku B\ {3()} tez jest baza. Gdyby istnialo

je{l,...,r} takie, ze oV ¢ B, to istnialoby i € {1,...,s} takie, ze aU) —

B =~ e N"\ {0}. Zatem istnialoby k # i takie, ze () —a®) = § € N*. Stad
a(j) :B(i) +’Y:Oé(k) +6+fyea(k) _i_N”?

co przeczy minimalnoéci bazy 21. 0O

3. Podamy teraz przyklady wazne dla dalszych zastosowan.
1. Porzadek leksykograficzny :

a<;pf<=3je{l,...,n} takie,ze ap=p8 gdy k<j oraz a; <p;.

2. Porzadek leksykograficzny z gradacijg :
a <y <= (iai < iﬂi) lub ((io‘i = iﬁi) oraz «a <;f).
i=1 i=1 i=1 i=1
3. Porzadek odwrotnie leksykograficzny z gradacjg :
a<g = (Zn: o < zn:ﬂz) lub ((zn: o = zn:ﬁi) oraz
dj e {11,:1 ,n} Z:;akie, ze ay :15;C dll;1 k>j oraz «a; > f3;).

4. Porzadek indukowany przez forme L.

Niech .
L= Z CiXi
i=1
bedzie forma liniowa o wspdlczynnikach ¢; >0, dlai=1,... n.

a<pfB<= Lla)<L(B) lub (L(a)=L(B) oraz «a<;pB).

W szczegdblnoscei, gdy L jest forma zerowa, to porzadek indukowany przez
L jest porzadkiem leksykograficznym. Jezeli L = > | X;, to indukowany
przez nia porzadek jest porzadkiem leksykograficznym z gradacja.

5. Porzadek wyznaczony przez macierz A. Niech

a1 ai12 e A1n

a1 a9292 . agn
A=

ap1  Gn2 ce- Opp

bedzie macierza o wyrazach rzeczywistych taka, 2Ze odwzorowanie
N" 3 o — Aa € N" jest bijektywne.?

?Dla celéw praktycznych uzywa sie jedynie macierzy o wyrazach z N .
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Mowimy, Ze a <a S w uporzgdkowaniu wyznaczonym przez macierz A,
jesli
Aa < AB w uporzgdkowaniu leksykograficznym.

Dla przyktadu zauwazmy, ze macierz jednostkowa wyznacza porzadek
leksykograficzny, za$ macierz

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

porzadek leksykograficzny z gradacja w N™.
Przyklady.

(07 2a O) <l (17 070) <l (17()’ 1)
(1707 O) <lg (07 270) <lg (11 07 1) )
(1,0,0) <x (1,0,1) <4 (0,2,0).

Przy ustalonym porzadku w N", dla niezerowego wielomianu P =
Yo CaX®, definiujemy :

deg(P) :=max{aa e N" | ¢, #0} (stopien P)
Ic(P) := Cdeg(P) (wspolczynnik wiodacy)
in(P) := le(P) X dee®) (forma poczatkowa) .

Dla niepustego podzbioru I C k[X] definiujemy
deg(I) = {deg(P) | P € I\ {0}}, in(I) :={in(P)| P € I\ {0}}.
Uwaga. Jezeli P,Q sa wielomianami niezerowymi, to
deg(PQ) = deg(P)deg(Q) oraz in(PQ)=in(P)in(Q).
Przyklad. Dla wielomianu
P =3XIX3+5X} X5 +7X{ X, +8X7
jest
(porzadek leksykograficzny) = deg(P) = (5,0), in(P)=8X7,

(porz. leksykograficzny z gradacja)== deg(P) = (3,3), in(P)=5X}X3
(porz. odwrotnie leksykograficzny) = deg(P) = (2,4), in(P)=3X?X;.

Przy uporzadkowaniu leksykograficznym mamy

(2,4) < (3,3) < (4,1) < (5.0).
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Dzieki wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci pomiedzy punktami o € N*
a jednomianami X%, porzadek leksykograficzny w N? daje nieréwnosci :

XiX3 < X3X3 < XX, < X7
Przy porzadku leksykograficznym z gradacja jest
XiX, < X7 < XPX5 < XPX3.
Leksykograficzne uporzadkowanie jednomianéw, zmiennych X, X5, jest
nastepujace :

1< Xo<X2< - < X1 < X1 Xo< X1 X2 < < X< XXy < X3X2<---
< X3 < X3Xy < X3X2 <o

§2. OPERACJA S(P,Q) 1 ALGORYTM DZIELENIA

1. Niech ”"<”bedzie porzadkiem w N™. Zacznijmy od prostej obserwacji.
Niech A= (A,...,\n), p= (g1, , ). Wtedy

Y=\ ) = (115 s vm) = (max{Ar, pa }, ... s max{An, tn })
jest najmniejszym elementem zbioru
A+NN(p+N?).
Niech P,Q € k[X3,...,X,]\ {0}. Niech
o = 1(deg(P), deg(Q)) — deg(P), = 7(deg(P), deg(Q)) — deg(Q)
i niech liczby a,b € k beda tak dobrane aby a - lc(P) =b-1¢(Q). Wielomian
S(P,Q) :=aX*P - bX"Q,

nazywamy S-wielomianem od P,Q .
Wielomian S(P,Q) jest wyznaczony jednoznacznie, z doktadnoscia do
czynnika stalego.

Przyklad. Ustalmy porzadek leksykograficzny w N2. Dla wielomianéw
P=1+X{Xs, Q=2X1Xo+3X}+4X7X5 € Q[X1,Xs];

deg(P) = (3,1), deg(Q) = (2,3), v=(3,3), a=(0,2), 3= (1,0),
S(P,Q)=2X3-P—3X,-Q=2X7 - 6X;{Xs—9X;.
Dla dowolnego podzbioru F C k[X], zbiér

< F>={Pek[X]|3Q1,...,Q1 € F;hy,...h € k[X]
takie,Ze P = h1Q1 + -+ thl}
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jest idealem pierscienia k[X].

Interesujacym nas przypadkiem jest podzbiér F = {Fy,..., F;} zlozony
ze skonczonej ilosci wielomianéw Fi,..., F;. Poniewaz kazdy ideal pierscie-
nia k[X] jest skonczenie generowany, zalozenie skoniczonosci zbioru F nie
zmniejsza ogdlnosci rozwazan.

2. Algorytm dzielenia. Niech F = {Fy,..., F;} bedzie ukladem [ wielo-
mianéw, n zmiennych Xi,...,X,, o wspolczynnikach z ciala k. Rozpocznie-
my od kilku obserwacji dotyczacych ideatu

<in(F) >=<in(Fy),...,in(F) > .
Ideal < in(F) > jest idealem jednorodnym.
Zauwazmy, ze

l
(P= > caX® €<in(F)>) < (ca #0 = a € | J(deg(F;) +N")).
aeNn i—1
Zatem zbidr

l

(i) | (deg(F3) +N™),

i=1
w pelni charakteryzuje ideal < in(F) > .

To wszystko ma sens przy zalozeniu, ze w N” zostat ustalony jakis porzadek.

Uwaga 1. Zmieniajac, w razie potrzeby, F; na ﬁFj mozemy zalozy¢, ze
le(Fj)=1dlaj=1,...,1.

Uwaga 2. Jezeli istnieje j # ¢ takie, ze
deg(F;) € (deg(F}) +N"),

to <in(F\{F}) >=<in(F) > .
Definicja 1. Méwimy, ze uklad F jest uproszczony, jesli
e(F)=1, dlaj=1,...,1,
deg(F;) € (deg(Fj) +N") = (i = 7).

*)

Uktad F nazywamy zredukowanym?® gdy jest on uproszczony oraz dla F; =
> e X< jest

aeN" o

1
(**) (a < deg(F};), € U (deg(F;) + N™)) = (c}, =0).

3To czy uklad jest zredukowany lub uproszczony zalezy od porzadku w N™ .
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Definicja 2. Wielomian

L= E Ca,pX P,
Q€N PEF

o wspdlczynnikach ¢, p € k, nazywamy dopuszczalng kombinacja dla F,
jezeli
deg(L) = max{deg(X“P) | co,p #0}.

Twierdzenie A. (Pierwsze twierdzenie o dzieleniu. ) Dla dowolnego Q €
k[X]\ {0} istniejg wielomiany L , Q takie, ze:
(a) jesliin(Q) ¢ <in(F)>,to L=0,Q=Q,
(b) jesliin(Q) € <in(F) >, to L jest dopuszczalng kombinacjg dla F takg,
ze in(L) =in(Q), oraz albo Q@ =0 albo in(Q) ¢ < in(F) > .

Dowdd. Podamy algorytm przy pomocy ktérego znajdujemy L , Q. Jesli
in(Q) ¢ <in(F) >,

to sprawa jest oczywista. Zaldézmy wigc, ze in(Q) € < in(F) > .
Opis algorytmu i dowdd jego skoriczonosci:

Krok 1:
a) Kladziemy Qo := Q,
b) Wybieramy takie j € {1,...,l}, aby deg(Qo) € (deg(F;) + N™). Mamy
teraz
deg(Qo) = deg(F;) + 3, gdziep e N",

¢) Kladziemy
. 1e(Qo) v p
Ly := Io( j)X F;.

Przy tak zdefiniowanym Ly jest : in(Lg) = in(Qo) . Teraz kladziemy
Q1 := Qo — Lo
d) Jesli @, = 0 lub in(Q,) ¢ < in(F) >, to L = Ly oraz Q = Q. Jesli

in(Q1) € < in(F) >, to powtarzamy Krok 1., tzn. konstruujemy L; dla Q
tak samo jak Ly dla Q. Potem kladziemy

Q2 =Q1— Ly

i powtarzamy postepowanie.

Krok 2:
Kontynuujac postepowanie indukcyjne przypusémy, ze Q. zostalo juz skon-
struowane. Wtedy, tak jak w kroku pierwszym, konstruujemy Ly, i kladziemy

Qi1 :=Qr — Ly
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Postepowanie koriczymy, gdy Qr = 0 lub Qi ¢ < in(F) >. Jedli tak jest,
to wystarczy przyjacé

e
|
—

j oraz Q = Qk .

<.
I
=)

Fakt, ze L jest dopuszczalna kombinacja dla F' jest prosty do zauwazenia.

Krok 3:
Dowodzimy skoriczonosci algorytmu. W tym celu zauwazmy, ze

deg(Qo) > deg(@Q1) > ... .

Zatem ciag deg(Q1),deg(Q2),... jest malejacym ciagiem w N", a wiec, na
mocy lematu 1, pkt 2, §1 musi by¢ skonczony. Zatem istnieje k € N takie,
ze albo Q=0 albo Qi ¢ <in(F) > .

Definicja. Wielomian Q nazywamy reszta z dzielenia Q przez Fi,...,F).

W pierwszym twierdzeniu o dzieleniu wielomiany L, Q nie sa wyznaczone
jednoznacznie. Niejednoznaczna jest konstrukcja wielomiandw Lg, L1, . .. , Lg.
Istotnym jest jedynie to, aby wielomian L byl dopuszczalna kombinacja dla
F taka, ze in(L) = in(Q). Fakt ten jest prosty do sprawdzenia.

W nastepnym twierdzeniu o dzieleniu uzyskamy jednoznacznosé, z doktad-
noscia do kolejnosci w jakiej wystepuja Fi,...,F,. Rozpoczniemy od oz-
naczen:

Ay =deg(Fy) + N, ... A; = (deg(F) + N\ [ JA;, dlai=2,...,1,

j<i
l
=1

Twierdzenie B. (O dzieleniu z jednoznacznoscig). Dla dowolnego Q € k[X]
istniejg Py,... , P 1 Q € k[X] takie, ze

(i) Q=PF +...+PF+0Q,

(ii) jesli Pi=) ciX® c,#£0=deg(F)+acA;, dai=1,..,1,

(iii) jesli Q= baX® to ba#0=a€cA.

Ponadto

(Q#0, Q #0) = deg(Q) < deg(Q),

) (Q 40, P # 0) = deg(P;) + deg(F) < deg(Q) .
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Warunki (i), (ii), (iii) wyznaczajg Py, ... , P, Q jednoznacznie*. Wielomian
Q nie zalezy od kolejnosci w jakiej wystepujg Fi,... , Fy.

Dowdd. Polega na konstrukcji algorytmu.

Jesli Q = 0, to kladac P, = ... = P, = Q = 0 otrzymujemy szukane
wielomiany. Jesli Q # 0, to rozpoczynamy algorytm.

Krok 1:

Dla @ # 0 mogga si¢ zdarzy¢ dwa przypadki:
19. deg(Q) € A. Wtedy ktadziemy

QW :=in(Q), PV =0, dla j=1,...,1

oraz
l ~
(*) QY =@~ FVF-QY.
j=1
20, Jie{l1,...,1} takie, ze deg(Q) € A;. Oznacza to, ze

3 8 € N" takie, ze deg(Q) = deg(F;) + .
Teraz ktadac

le(Q)

QW :=0,P" :=0dlaj#i,P" =

definiujemy Q) wzorem (*).

Jedli QM) =0, to P; = Pj(l) cdlaj=1,...,1, oraz Q = QM) sa szukanymi
wielomianami i "Krok 1”7 konczy algorytm.
Jesli QM +# 0, to przechodzimy do kroku nastepnego.

Krok 2:
Polega na powtérzeniu kroku 1 z Q = QU), tzn definiujemy Pj@) , dla

j=1,...,1, Q@ oraz Q® tak samo jak Pj(l), dla j=1,...,1, QW oraz Q'
w "Kroku 17.
Jesli Q® =0, to szukanymi wielomianami sa:
P=PY 1+ PP dlaj=1,..,1,
Q:=QW +Q®,
Natomiast jedli Q®® # 0, to przechodzimy do kroku nastepnego.

Krok k:

4Zaleza one jedynie od kolejnoéci w jakiej wystepuja wielomiany Fi,... , Fj.
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W kroku & — 1 otrzymalis$my wielomiany:
pEY ,PED QU1 orag Q1)

Zgodnie z poprzednia uwaga, "Krok k” wykonujemy gdy Q*~1) # 0, ponie-
waz Q=Y = 0 konczy procedure. Krok ten, podobnie jak ”Krok 27, jest
powtdrzeniem "Kroku 1”7 z Q = Q*~Y. Po przeprowadzeniu odpowiednich
rachunkéw otrzymamy wielomiany: P* ... ,Pl(k),@(k) oraz

!
QW) .— Q=1 _ ij(’“)pj — QW
j=1

Ciag deg(Q), deg(Q™M), deg(Q?),... jest silnie malejacy. Na mocy lematu
1, §1 jest on skoficzony. Zatem istnieje k € N takie, ze Q*) = 0. Mamy teraz

réwnosci: z " ~
QW =Q - ijl PUF; — QW
Q® =W -y PPE QY

*=1) .— k-2 _s_ pl-Dp  Fk-1)
Q Q > =1 b i —Q
0 =QU D — Y PME - QW)

Po dodaniu stronami otrzymamy, ze

P=PY 4+ P? 4 4 PY . dlaj=1,....1,
G=0W+0® +  +0o®

sa szukanymi wielomianami.
Dowdéd jednoznacznosci pominiemy, gdyz nie odgrywa ona istotnej roli w
dalszych rozwazaniach (szczegély mozna znalezé w [ML-J]).

Dla podania przyktadu wezmy n = 2 i porzadek leksykograficzny w N2 .
Przyklad. Dla

R=X}, F,=X{X2-X;, Q=X7X>

mamy
in(Fy) = X7, in(Fy) = X7 X, in(Q) = X7 Xz,
deg(Q) € Ay, deg(F) + (0,1) = deg(Q).

7 "kroku 17 mamy

QWY =0=Q, P =X,, P,=0Q" =0
Jesli natomiast

Fi=X7X,— X35, F, =X}, Q=X{ Xy,
to po dwdéch krokach otrzymamy:

P=X,P,=0Q=XX}.
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§3. BAzy GROBNERA

1. Przy ustalonym porzadku w N" | idealowi I pierScienia k[X;,...,X,]
odpowiada ideal jednorodny < in(I) > . Ideal ten jest generowany przez
skoniczony uktad jednomianéw. Jednomiany te sa formami poczatkowymi
wielomianéw z idealu I. Zatem istnieja wielomiany G,...,Gy nalezace do
ideatu I takie, ze

(%) <in(I) >=<in(Gy),...,in(Gg) > .

Definicja. Skonczony ukitad G = {G4,... Gy} wielomianéw idealu I nazy-
wamy jego baza Grobnera® | jesli zachodzi réwnosé (x).

Baze Grobnera G nazywamy uproszczona baza Grobnera, gdy uktad G
jest uproszczony®, natomiast zredukowana baza Grobnera, gdy uklad G jest
zredukowany.

Baza Grobnera zawsze istnieje, ale nie jest wyznaczona jednoznacznie.

Uproszczona baza Grobnera jest minimalna baza” i nie jest wyznaczona
jednoznacznie (z wyjatkiem bardzo szczegélnych przypadkéw.) Uwaga 2
(§2,2.) pozwala z bazy Grobnera otrzymaé uproszczona baze Grobnera.

Zredukowana baza Grobnera jest wyznaczona jednoznacznie.

Twierdzenie 1. Jezeli G = {G1,... ,Gy} jest bazg Grobnera ideatu I, to I =
<G1,... ,Gk > .

Dowdd. Inkluzja < Gy,...,Gy > C I jest oczywista. Dla wykazania inkluzji
przeciwnej wezmy dowolny wielomian @ € I. Dzielac Q przez Gi,...,Gi
otrzymamy:

Q=HG+...+ HiGrL+Q,

gdz~ie Hi,...,H:,Q sa wiel~omianami. Poniewaz Q € I, wiec Qel. Stad
in(Q) € <in(G) >, co daje @ =0. Zatem Q € < Gy,... ,G > .

Niech F = {F,...,F;} bedzie uktadem ! wielomianéw n zmiennych, o
wspolczynnikach z ciata k. Ideal I =< Fy, ..., F} > pierscienia k[ X3, ..., X,]
ma wiele innych uktadéw generatoréow. Kazde dwa uklady generatoréw maja
bardzo wazna® cech¢ wspdlna: jesli Gy,...,G; jest innym uktadem genera-
toréw idealu I, to

{r ek | Fi(x)=...=F(z)=0} = {z €k™ | Gi(z) =... = G(z) =0}.

W szczegdlnosci na baze Grobnera mozemy patrzeé¢ jak na uklad réwnan
rownowazny ukladowi: Fi(z) = ... = Fj(z) = 0. Baza Grobnera zalezy od
porzadku w N" . Pojawiaja sie dwa naturalne pytania:

1. Ktory porzadek w N” jest ”dobry” dla rozwiazywania wielomianowych
uktadéw réwnan 7

2. Jak znalezé baze Grébnera ?

Przy rozwiazywaniu wielomianowych uktadéw réwnan ”dobrym” okazuje
sie porzadek leksykograficzny. Mamy bowiem nastepujace twierdzenie.

5Dla zmiennych w kolejnoéci : X71,..., X, wzgledem ustalonego porzadku w N™ .
W sensie definicji 1, pkt2., §1.

"Tzn. nie zawiera ”zbednych” wielomianéw.

8Dla wielomianowych ukladéw réwnan.
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Twierdzenie 2. Niech G bedzie bazqg Grobnera ideatu I, przy porzadku le-
ksykograficznym w N™ .
Jesli T Nk[Xs,...,X,] # {0}, to
G, = GNk[X,,..., X0
jest bazg Griobnera ideatu
I, =INk[X,s,...,X,].

Dowdéd tego twierdzenia mozna znalezé w [FPaMP)].

Aby odpowiedzie¢ na drugie pytanie. podamy algorytm polegajacy na
skonczonej ilosci operacji wymiernych na wspdtczynnikach wielomianéw
Fi, ..., F, prowadzacy do bazy Grobnera ideatu < Fy,...  F} > .

2. Konstrukcja algorytmu. Niech FO:=F = {Fy,...  Fj}.

Krok 1. Dla P,Q € F° obliczamy S(P,Q) i nastepnie obliczamy reszte

S(P,Q) z dzielenia wielomianu S(P, Q) przez uktad F°. Teraz tworzymy

—~—

F' = FOU({S(P,Q) | P,Q € F"}\ {0}).

Po i-tym kroku wykonujemy :

Krok i+1. Jest on powtérzeniem kroku 1, z ta tylko réznica, ze role F°
pehi teraz F?, tzn. wyznaczamy

FHi=FuU{S(PQ)| P,Qe F'}\{0}),
gdzie S(P,Q), podobnie jak w kroku 1, jest reszta z dzielenia wielomianu
S(P,Q) przez uklad F*.

Postepowanie konczymy gdy F! = Fitl. Jedli tak jest, to F* jest baza
Grobnera idealu < F > . Dowdd tego faktu mozna znalezé w cytowanej
literaturze. Skonczono$¢ algorytmu jest dosé prosta konsekwencja tego, ze
pierécien k[X1, ..., X,] jest pierscieniem noetherowskim.

Po wykonaniu powyzszego algorytmu przystepujemy do uproszczenia otrzy-
manej bazy. Robimy to w oparciu o uwage 2, §3. Po uproszczeniu otrzy-
mamy uproszczona baze Grobnera, ktora nastepnie redukujemy. Dla otrzy-
mania bazy zredukowanej nalezy wykonaé¢ skonczona ilo$é¢ operacji S(-,-).

§4. ZASTOSOWANIA BAZ GROBNERA W
TEORII ODWZOROWAN WIELOMIANOWYCH.

Dobrym, dla zastosowan w teorii odwzorowan wielomianowych, jest
porzadek n-rozdzielajacy zmienne X = (X1,...,X,), Y = (Y1,...,Y,).
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Definicja. Méwimy, ze < jest porzadkiem n— rozdzielajacym zmienne X,V
jesli
(1) < jest porzadkiem w N*+tm
(2) dla dowolnego a € N*\ {0} oraz 8 € N™ zachodzi nieréwnos¢ : Y? <
X,

Niech P = (Py,..., Pp): k™ — k™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym.
Odwzorowanie to utozsamiamy z jego wykresem, zas wykres z idealem

ap :=<Y; _Pl(X17-~- ,Xn),... Yo —Pm(Xl,... ,Xn) >
pierécienia k[X1,...,X,,Y1,...,Yn] = k[X,Y], ktory jest idealem wykresu
odwzorowania P. Jesli V jest algebraicznym podzbiorem k™, ktérego ideat
jest generowany przez wielomiany H;(X),...,H.(X), to

aply =< H1<X), 7HT<X),Y1 —P]_(Xl,... ,Xn),... , Y _Pm(le--- ,Xn> >

jest ideatem wykresu odwzorowania P|V'. Dla ideatu a = ap lub ap)y defini-
ujemy

a(X)=ank[Xy,...,X,]
(+) a(Y) =ankfYy,... m]
a(X,Y) =a\ (a (X Ua(Y))

1. a(X) jest idealem pierscienia k[X3,...,X,]. Jest to ideal zbioru V.

2. Wielomian G(Y1,...,Y,,) € a(Y) wtedy i tylko wtedy gdy G(Y1,...,Yn)
znika na obrazie P. Zatem

(a) a(Y) = {0} wtedy i tylko wtedy, gdy P jest odwzorowaniem dominujacym.

(b) (M. Kwiecinski, [MK]) a(Y) jest idealem zbioru P(V).

3. a(X,Y) decyduje o wlasnosciach odwzorowania P .

(a) (A. van den Essen, [AvdE]) Jesli m = n, to odwzorowanie P jest wie-
lomianowym automorfizmem k™ wtedy i tylko wtedy, gdy ap(X,Y) zawiera
wielomiany postaci

(**) X1 7G1(Y1,... 7Yn),... 7Xn 7Gn(Y1, 7Yn)

Wtedy uklad (xx) jest zredukowana baza Grobnera ideatu ap, wzgledem
dowolnego porzadku n— rozdzielajacego zmienne X,Y . Ponadto G|P(V) :=
(G1,...,Gy)|P(V) jest odwrotne do P|V .

(b) (M. Kwiecinski, [MK], m,n dowolne ) P|V : V — P(V) jest izomor-
fizmem® wtedy i tylko wtedy, gdy apj(X,Y) zawiera wielomiany postaci

(***) leGl(Yl,...,Ym),...7Xn7Gn(Y1,...7Ym)

9Tzn. P jest réznowartoiciowe na V', P(V) jest algebraicznym podzbiorem C™ | oraz (P|V)~!
P(V) — V jest wielomianowe.
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Wtedy uklad (x+*) zawiera si¢ w zredukowanej bazie Grébnera ideatu apy ,
wzgledem dowolnego porzadku n-rozdzielajacego zmienne X,V .

(c) Jeslik = C im < n, to P jest odwzorowaniem wlasciwym wtedy i
tylko wtedy, gdy ap(X,Y) zawiera wielomiany postaci

XP+ WX () dla =1 n

gdzie c(j)( Y) e C[Y1,...,Yn]. Wynika to z faktu, ze P jest wlasciwe wtedy
i tylko wtedy, gdy C[X] jest calkowitym rozszeniem pierscienia P*(C[Y]),
gdzie P* jest dane wzorem

P*(H)(X)=H(P(X)) da HecC[y].

W takim przypadku zredukowana baza Grobnera idealu ap, wzgledem
porzadku leksykograficznego, przy zmiennych w kolejnosci Xi,...,X,,
Yi,...,Y,,, zawiera wielomiany postaci

XM g (),
X524+ (X, V)X e (X0,Y),

(%)

X'rlfn + an)(Xla cee aXn—laY)Xﬁnil +...+ C;Cn)(Xl, SN ,Xn_l,Y) .

Podamy teraz kilka przyktadéw baz Grobnera. Obliczenia zostalty wyko-
nane na komputerze IBM PT (AT 386), przy uzyciu programu "FELIX”,
ktérego autorami sa: J.Apel, U.Klaus z Uniwersytetu w Lipsku.

Przyklad 1. Niech
h=<X+4+Y?-2YZ+2?-U~-XZ+Y -V,-X*+Z-W >

bedzie idealem pierscienia C[X,Y, Z,U,V, W].

(a) Jesli w N6 ustalimy porzadek leksykograficzny oraz zmienne w kole-
jnosci: XY, Z U, V,W, to zredukowana baza Grobnera idealu h sklada sie z
7 nastepujacych wielomianéw:

Gi=U?-2UV24+ VA4 W —Z+4UVZ —AV3Z +AVWZ— 2UZ2% — 4V Z? +
6V2Z2 AW Z2 4+ 2UW Z24 2VEW Z2 + 423 —2U Z? —4AV Z3 —2V2 73— AVW Z3 +
ZA4AVZA 4+ 2WZA + W2 24 —22°— 2W Z5 + Z6,

Go=U Y L yy 30V _5V2  yy2  UV2 L opys_ V2 _ V2 _ V2L W
2

UVW — U \2/W+3V4W +2V3W+ V2W SVF/ +§—UY+U2Y+ B\ZY_SU;/Y _

UV2Y + 32Y _ gy3y 4 viY — WY | gy — YWY 2V2WY+UV2WY—

T4

4 W2Y Z UZ U2Z vVZ UVZ U2VZ 3\/2 2
% o . Z + 2, + 5 -+ . —2UV2Z4+ Y2 4
z Z Z WZ Vv Z Z zZ  Vwz
BV% _V2 -~ _,2_321124/ 2UW +2v2 2+2UIV 5V2W +3VW + gQVZ_i_
W2Z_ UVZZ 3VWZ+Z2 3U2Z U2Z _vz + SUVZ +V2z2 UV2Z o

WL Wzt YNZ L YWz UVWZE - Ve 4 uviwz WZ' Wz
Viwz? | 3VW?z? UVW222 viw?z? | 5z° _ 3Uuz® , vZ® 3 9v2z®
7 T 2 2 + ot s Tt - UV T -
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uv3zs 373, V*z3 | 3wz? 3 3vwz? 3 2 3 3 3

W22Z3 +U‘CVZZZ3+ \/21/1/22_3 8v2v;gzvzw_323 25Z4+UVIZ/Z U—i\—/‘Z/‘l WZQ _4V 5[254 .
T~ 2+ T T 2 - T *TJFUZ*T*VZJFTjL

UWZi— YWZL _ 2y ge W22 20 U2 | VAR VR W2

Gy = =L+UV-Z v YW ¥ pyy VY y2y Wy UZ_Vz_UVZ,

W22 VIZ Wy UWE L VIWE L Y2 Y 7 VYL - VWY Z+ 72— UZ
VZr V2w Ly 8VE s VWZ WRZ ga VI yygiy
ZS

Ca=Y - Yyuy-3 y3_ VI W VW, ¥ gy 3WY VY 4VRY+

2 3 2
V3Y—@— %_¥_U\Q/Z+7V42_ VQZ_WZ+UV2VZ_|_VI/;/Z+ 1% gVZ-l—UYZ—

2 2 2 2
3VYy Z W%/Z VWY Z 72 [r22 3V2Z %% 72 UW2Z VW 72 1% W2 Z
3 3 3 2,3 3 3 2,3 1 4 5
52 U2Z 3\/'22 VQZ 5W4Z szZ W2Z 55 V2Z W 74 Z2’

Go=Y Yy UZ V2 _yygyyz2—2 Wz 2%

Ge=V2—2VY + Y24+ WZ2%— 75,

Gr=-U-V24+X+2VY —-2YZ+ 2?2 -WZ?+ Z3.

Zgodnie z twierdzeniem 2 jest :
{G;1} jest baza Grobnera idealu hNC[Z,U,V, W],
{Gs,... ,Gg} jest baza idealu hNC[Y, Z,U,V,W].

(b) Przy ustawieniu zmiennych w kolejnosci : Z,Y, X, U, V,W ; baza Grob-
nera jest nastepujaca :

Gy = X% —2X5 +2X4W + X4 +2X3V —4X3W — 2X2V 4+ X2W?2 + 2X°W +
2XVW —2XW?2 4+ X —U+ V2 -2VW + W2,

Go=Y - X3 XW -V,

Ga=2—-X2-W.

(c¢) Przy ustawieniu zmiennych w kolejnosci: X, Z,Y,U,V, W ; rachunkéw
nie udalo sie przeprowadzi¢ do konca.

Przyklad 2. Ideal

J:=<a’X?+2abXY + X +b*Y?2 - U, X% +2edXY + ?Y2+Y -V >
jest idealem wykresu odwzorowania
() F:C%3 (v,y) — (u,v) = (x + (ax + by)*,y + (cx + dy)?) € C2.

Dla zmiennych w kolejnosci: X,Y,U,V; jego baza Grobnera {Hi,...,Hy}
wzgledem porzadku leksykograficznego jest :

(1) gdy ad —bc#0,a #0,c#0, to

H —v4 2VY2a? 2UY 22 Y3 (242 —2cd)
1= T PP 2abed i P PE2abed TP T P —Zabed T atd?
V3a?t _ Ve? 4
bict —4ab3c3d+6a2b2c2d?2 —4a3bed3+atd bict —4ab3c3d+6a2b2c2d?2 —4a3bed3+atdd
Ye . 2UVa?c? +
bict—4ab3c3d+6a2b2c2d?2 —4a3bed3+atdd bict—4ab3c3d+6a2b2c2d?2 —4a3bed3+atdd
U2l VY (—2a*—4abc’+2a”cd)
bict—4ab3c3d+6a2b2c2d?2 —4a3bed3+atd + bict—4ab3c3d+6a2b2c2d?2 —4a3bed3+atdd +
UY(2a2c2+2c3d) Y? (a4+4abc2—2a2cd+c2d2)

bict—4ab3c3d+6a2b2c2d? —4a3bed3+atdd + bict—4ab3c3d+6a2b2c2d?2 —4a3bed3+atdd?
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2 3 2
o . VXa2 UY (—(bc)+3ad) VY(73abc+a d) U(72a —bc 7acd)
H2 =UX c2 + 2ac + 2¢3 + —4a2bc2+4a3cd
X(2a3+bcz+acd) V(2a3+5b02—3acd) Y(—2a3—5bc2+3acd)
—4a?bc?2+4a3cd —4bct+4ac3d —4bc*+4ac3d +
Y2(4a3bc—b203—4a4d—2abczd+3a2cd2) Y3(b303—3ab2c2d+3a2bcd2—a3d3)
4a2c3 + 2ac3 ’
_ Y?(betad) Uc Xc Va Ya
Hz = XY+ 2ac + —2abc+2a2d  —2abct+2a%d —2bc2+2acd+ —2bc2+2acd’
_ v2 _ Y?%d Ud Xd Vb B Yb
Hy=X ac —(abc)+a2d+ —(abc)+a2d+ —(bc2)+acd —(be?)+acd’

(2) gdy a=rc,b=rd, cr>+d#0,r € C, to
H, =Y? 4 2UYc 2VYer?

- - x + y +
d+cr? d+cr? d2+2cdr2+c2rt d2+2cdr2+c2rt
U2c? 2UV c?r? V33t
d2+2cdr2+c2rt d242cdr2+c2re + d2+2cdr?2+4c2r4>»
Hy=-U+X+Vr2-Yr2
(3) gdy a=re,b=rd, cr*+d=0,cr #0, to
_ yv4 Y2 Y
Hy=Y" — (4c4r8®) + (16c5712) 0
Hy = X —16¢* 1073 — 4c2r8Y 2 + 3r2Y .
Jeslic=0,to H =Y -V, Hy = X —U . Jedli natomiast ¢ 420, 7 =0,
to Hy =Y + U2 —V Hy= X — U

(4) gdy c=ra,d=7rb,r#0,br> +a #0, to

_ 2 2ar’YU _ (20)YV r2y 2riu?
Hl =Y + br2+a (br2+a) + (b27r*+2abr2+a?) + b2ri42abr2+a2
2a°r2UV + a’v? _ r2V
b2ri42abr2+a? b2ri42abr2+a2 b2ri42abr2+a?

Hy=X-%L-U+1%.
Jeslib=0,to Hy =Y -V, Hy = XU . Jedli natomiast b # 0, r =0,
tOH1:Y7KH2:X+b2V2*U.

(5) gdy c=0,d=0, to
H=Y-V,
H2:X2+2bfv+%_a%+b1\§2.
(6) gdy a=0, bc#0, to
3 2 2y 2 2
=Y M B0 E0M L
Hy =X +b02Y2-U.
(7) gdy a=0,c=0d#0, to
H1:Y2+%7%7
(8) gdy ¢ =0, ad #0, to
O

_y2 4 2XY | X b)Y U b2V
h=X"+2 "+ o g et ae-

Obserwujac uzyskane wyniki zauwazamy ze odwzorowanie (b) jest wias-
ciwe, niezaleznie od wybory stalych a,b,¢,d. Tylko w bardzo szczegdlnych
przypadkach jest ono wielomianowym automorfizmem1*°

10T¢ sama obserwacje mozna, bez wigkszego trudu, uzyskaé bez uzycia komputera.
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Przyklad 3. Ustalmy w C° zmienne w kolejnosci: U,V,X,Y,Z. Ideal
m:=<X-U?+V,Y+UV =2V, Z-3V3+U >, przy porzadku w N° zadanym
macierza:

OO OO
eNeNal -
O~ Rk OO
_ o = O O
OO = OO

ma baze Grobnera zlozona z 11 nastepujacych wielomianow:

—190X | 16X2 4Xx® | X* 95V | 64XY _ 14X%Y | 20Y? 4XY?
Gi==p + 5~ +t5 oyt — 5 T~ +8XY? 4
2x2%y3 10y4 6 | XZ 16Y Z 8XY Z X%y z 8Y3Z 16Y3Z 3
3 + 32 + Y _2|_ 27 —L_ 2 9 _3 2 9 + 2 9 N 29 _2 2 S_ 4XY Z B
4 19022 16X Z 4Xx%72 X372 16V Z 4XY Z vy?z2  z3
Yo7 + 27 3t 73 9 3 T3 t73 27

Gy = =2V + £ +16VX — 2VX? + 16Y + 16VY — 2VXY — X?Y —4Y? +
12VY3 —3Y4 4 16VZ —8VXZ + VX2Z —16YZ —AVY Z +4XY Z +2Y2Z — £

G3:g_g_ﬁ+%_16;/Y+V)§2Y+8§2+4V3Y2+2Xy2+%3+vy4_

2 2 2 2 2
YQZ_’_16V3YZ_4V)§YZ_4}/2Z_2V§Z_XYZ_4§ +V92 +X92 7

Gy=16X VX 8XT VXE, XT L 8Y VY oXy - X1 _SVY2-6VXY2+
A Y

AY3 - VY3 4 XYS - 2 VYZ | XYZ 4 19yY27 4 VXY?Z —4Y3Z - 162
4v z? + 8Xxz2 vXxz* X%z + N

3 3 3 3 3

_ —190V 2, VX3 | 95Y | 40VY _ 16XY _ 10VXY | 2X%Y

655—T+162VX74VX + 5 t5 5 -5 - =5+ 5 -
L0° VYT 42XV 4 1oVYS 4 VXYS — 4yt 4 B2 10V Z oy VY2 SXYZ
VXYZ _ X?YZ + 4%z

3 3 3

G =—16V +4V2 + V2X 4+ VX2 +8Y +2VY +6XY + Y2 +3VY3 + 16V Z —
AV?Z —AVXZ -12YZ -VYZ - XY Z,

Gr = —16V +4V2 4 4VX +8Y +3VY — XX 43Xy — VXY _ X2¥ | ovy®
W 6VZ —4AV2Z —AVXZ —12YZ - VY Z - XYZ - VY2 4y 72 4 V272 4

VXZ%+3YZ2 4 VXE | XYZ

Ge=Y -V X _VX_ X2 oyay vy ¥, y2yy V¥iz_ ozl

_ 2 2
ng 8V+2\§ +2VX+Q+VY+X3Y +V2Y2+4VZ vz VXZ 4Y Z

3 3 T3 3~ 3 T3 T 3>

Gio =16V —8V2+ V3 — VX2 —8Y +2VY — 6XY —2Y2 —3VY3 — 16V Z +
AV2Z +AVXZ +12YZ+VYZ+ XY Z,

G11 =U +48V —24V? — 3V X2 —24Y + 6VY — 18XY — 6Y2 —9VY?3 + Z —
48V Z +12V2Z +12VXZ +36YZ +3VY Z +3XY Z.

Jest to baza zredukowana.
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Przyklad 4.

J

(9a3c?d — 9a%bc®) X* + (18a’cd?® — 18ab*c®) X3Y

+ (9a®d® + 27a*bed® — 27ab*c*d — 963 X2Y? + (3c*d + 3a*) X2
+ (18abd® — 18b*c*d) X Y? + (6¢d* + 6a*b) XY

+ (9ab?d® — 9b*cd?®)Y* + (3d* + 3ab®)Y? + 1

jest jakobianem odwzorowania

C?> (z,y) — (z+ (az + by)?’,y + (cx + dy)?’) e C2

Niech J bedzie ideatem pierécienia Clz, y,u, v, a, b, ¢, d] generowanym przez
10 nastepujacych wielomianéw:

9a3c?d —9a?bc? , 18a3cd? — 18ab?c? , 9a3d® +27a%bed? — 27ab?c?d —9b3¢? , 3c?d +
3a®, 18a%bd? —18b3c%d, 6¢d? +6a%b , 9ab’d® —9b3cd? |, 3d®+3ab? | x+ (ax+by)® —u,
Y+ (cx+dy)® —v.

Zerowanie sie pierwszych o$miu wielomianéw jest réwnowazne temu, ze
J=1.

Jesdli w N® ustalimy porzadek leksykograficzny oraz zmienne w kolejnosei:
x,y,u,,c,d,a,b, to zredukowana baza Grobnera ideatu J sktada sie z o$miu
nastepujacych wielomianéw:

43+ ab?, cab? — da®b, ca®b—da®, cd®> +a?b, d+a®, A3 +a*?, Y +U3S —
3U2Va3 —3UVZ%a?b — V3ab? -V, X + U3a® +3U%Va?b + 3UV2ab? — U + V3b3.

Ostatnie dwa wielomiany daja wzory na odwzorowanie odwrotne.
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APPLICATION OF GROBNER BASES IN THE THEORY OF POLYNOMIAL MAPPINGS

Summary. In the paper, a detailed introduction into the concept of Grébner
bases is given. Moreover, recent applications of Grobner bases in the theory
of polynomial mappings are presented.
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