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JEDNOLISTNOSC
PEWNEGO OPERATORA CALKOWEGO

A. Wesotowski (Lublin)

1. Niech S oznacza klase funkcji holomorficznych i jednolistnych w kole
D, ={z:|z| <r}, D; = D, postaci

f(2)=z4a2® +...,

X - klase funkcji holomorficznych i jednolistnych na zewnatrz kota jednos-
tkowego D postaci

F(C)z(—&-bo-&-%—i—...,

a Xy - klase wszystkich funkcji F € X, dla ktérych F(¢) # 0.

Wiadomo, ze jesli f jest funkcja klasy S* = {f € S : Re(zféiz)) >0, z € D},

to funkcja [ @ dt nalezy do klasy S¢ = {f € S, Re(1 + z}c,/é’;)) >0, z € D}.
W tym przypadku catkowanie "ulepsza” klasy funkcji.

Wobec tego powstalo zagadnienie postawione przez M. Biernackiego [3]
dotyczace jednolistnosci funkcji F(z) = [; @ dt, feS.

J. Krzyz i Z. Lewandowski [10] podali przyklad funkcji f(z) = {z - exp(i —
1)log(l — z)}, =z € D, dla ktérej calka Biernackiego nie jest jednolistna w

e27 _

zadnym kole D,, dla ktérego r > S+ =0,99....
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W zwiazku z tym pojawily sie dwa zasadnicze nastepujace zagadnienia:

19 dla jakiego zakresu liczb 3, na ogdl zespolonych, funkcja f;(@)ﬁ dt
jest jednolistna w D dla f € S,
20 dla jakiego zakresu liczb o, na ogét zespolonych, funkcja [ (f'(t))* dt
jest jednolistna w D, gdy f € S.
Nastepnie rozwazano przypadki specjalne, gdy w 1° i 2° zalozenie f € S
zostanie zastapione przez f € S, gdzie S C S oznacza pewne ustalone znane
klasy funkcji i wreszcie rozwazano nastepujacy problem ”mieszany”:

30 dla jakiego zakresu liczb a i 3, na ogdt zespolonych, funkcja

F(z;a,8) = /Oz(f’(t))a (@)ﬁ dt, zeD,

jest jednolistna w D, gdy f i g naleza do S lub pewnych specjalnych
klas funkcji zawartych w S.

Oczywiscie zagadnienie dotyczace jednolistnosci F(z;0,3) stanowi prob-
lem 1°, natomiast zagadnienie dotyczace jednolistnosci F(z;a,0) stanowi
problem 2°.

Powyzsza problematyka zajmowalo sie wielu autoréw. Wymienie tu nie-
ktére z dotychczas uzyskanych wynikéow.

P.L. Duren, M.S. Shapiro, A.L. Shilds [6] wykazali, ze F(z;«,0), gdy f € S,
jest jednolistna w D dla |af < 3(v/5—2) = 0,078.... J. Becker [2] poprawit
ten wynik pokazujac, ze dla o < ;i f € S F(z;a,0) jest jednolistna w D.
W.M. Causey [4] wykazal, ze dlaa=0,83#1, € Rige S F(z;0,8) jest
jednolistna w D, jedli 0 < 8 < @ =0,05... i nie jest jednolistna w D, jesli
B> 1

M. Nunokawa [11] poprawil ten rezultat dowodzac, ze dla g € S F(z;0,3)
jest jednolistna w D, jedli 0 < 8 < % = 0,07.... Wynik Causeya
zostal ulepszony przez niego w pracy [5], gdzie wykazano, ze jednolistnosé
F(z;0,5) zachodzi w D dla zespolonych § spelniajacych nieréwnosé¢ |3] <
V21— 0,102....

W.C. Royster [13] podat przyklad funkcji holomorficznej i jednolistnej w
D, dla ktérej F(z; v, 0) nie jest funkcja jednolistna w D, jesli |a| > 3 i o # 1.
Postawit tez problem, dotychczas otwarty, jednolistnosci F(z; «,0) dla f € S,
gdy @ <a<i.

Najlepszy dotychczas wynik co do zakresu « dla jednolistnosci F(z; «,0),
gdy f € S, a mianowicie |a| < 1 otrzymatl J.A. Pfaltzgraff [12].

W problemie 3° J. Godula [8] wykazal, ze dla f € Sige S F(z;a,p) jest
jednolistna w D, jedli 4|a] + 4|8] < 1. Kladac g = f, 8 = —a otrzymujemy

oy [ .
F(z;a,—a) /o(f(t)) dt, fes, zeD.

W dalszym ciagu, w miejsce symbolu F(z; o, —a) bedziemy uzywaé¢ symbolu
F(za, f). Zatem jednolistnos¢ funkcji F(z;a, f) w D dla |a| < § jest oczy-
wista (na podstawie wspomnianego wyniku uzyskanego przez J. Godule).
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Latwo zauwazy¢, ze dla « € (0,1) powyzszy zwiazek daje w D zaleznosé

miedzy funkcjami f € Sty = {f € 57| arg Z}céz” < a%, z € D}, a funkcjami
F € Ryy = {f € S;larg f'(2)| < af, z € D}, ktére sa jednolistne w D
(patrz np.[7], str. 47). Warto réwniez zauwazy¢, ze F(z;a, f) jest funkcja

jednolistng w D dla a € (0,1), jesli f € § = {f € S;Re[e’* 22| > 0, 2 € D},
¢ € (=%,%). Nastepnie zauwazmy, ze jesli f € S, a = 1, to F(z;1, f) jest
funkcja jednolistna co najmniej w kole |z| < 7y =tanh § = 0,655....

W dalszym ciagu wykorzystane zostanie nastepujace kryterium jedno-
listnosci funkeji:

Twierdzenie A. [1] Jesli f jest funkcjg holomorficzng w D, f'(0) # 0 i jesli
istnieje stata ¢, |c| <1, c#£ 1 taka, Ze

2(2)
f'(2)

—clz|?| <1, z€D,

(L.1) (1 =12

to f jest jednolistne w D.

2. Udowodnimy twierdzenie, ktérego wynik "krzyzuje” sie ze wspomnia-
nym rezultatem otrzymanym przez Godule w przypadku g = f i ktéry dla
specjalnych wartosci 8 i a jest lepszy od wyniku, jaki mozna uzyskaé¢ z
rezultatu Goduli.

Twierdzenie 2.1. Jesli f € S i «, 8 € C spelniajg nierownosé
(2.1) 318] + 22a + B| <1,
to .
o) = [(ror Py a
jest funkcjq jednolistng w D.
Dowdd. Wiadomo, ze jesli G € X, G(¢) = ¢ + by + %1 +..., ¢l >1, to
3
1k

(patrz np. [9], str. 146). Jesli f € S, f(2) = 2+ a22® +..., to zwiazek G(¢) =
ﬁ, || > 1,miedzy funkcjami G € X, i f wraz z (2.2) daje nastepujaca
<

(2.2) [G(¢) —bo— ¢l <

nieréwnosé
z
2.3 —— +agz — 1] < 3|z dla ze D.
23 o+ 02— 1] < 3
7 okredlenia funkcji F otrzymujemy
P 2 )
2.4 =« + — 1), z€D.
@4 e e e Y
Polézmy
z+z0 \ _
H5E) = 1) =24 B2+ ..., z€D.

93 = ) A= 2P
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Oczywiscie g € S. Stad otrzymujemy

(2.5) 20f'(20) _ — 20 20 f" (20) _ 20220 + 2|z |?
' f(z0)  g(=20)(1 —|20[?)’ f'(20) 1 — |z

Niech zp € D bedzie ustalonym punktem, ktéry dla przejrzystosci zapisu,
oznaczymy dalej przez z. Lewa strona nieréwnosci (1.1) dla funkeji ', wobec
(2.4) i (2.5), daje sie zapisa¢ w postaci

elz12 — (1 — (]2 zF"(z)
|elz| (1|\)F,(Z)|

Przyjmujac ¢ = 2a + 8 otrzymujemy stad, wobec (2.1) i (2.3),

2F"(z)

el = (1= 121%)

| <3|8| +2|12a+ B8] < 1, z€D.

Poniewaz z jest dowolnym ustalonym punktem D, to z kryterium Ahlforsa
otrzymujemy teze twierdzenia.

7 Twierdzenia 2.1 otrzymujemy nastepujacy wniosek dotyczacy klasycz-
nego zagadnienia.

Twierdzenie 2.2. JeZeli f € S i a € C, to F(z) = foz(tjz/(g))"‘ dt, z € D, jest

funkcjq jednolistng w D dla wszystkich o € C takich, Ze |a| < .

Warto zauwazy¢, ze rezultatu tego nie da sie uzyskac z cytowanego poprze-
dnio wyniku J. Goduli [8].

Tak wiec dla f € S zbiér zmiennoéci tych «, dla ktérych F(z;a, f) jest
funkcja jednolistna w D zawiera kolo |a| < 1. Interesujace jest wyznaczenie
tego zbioru.

Przyktad funkcji fo € S*, fo(2) = ze %, z € D, dla ktorej F(z;a, fo) =
— 71 = 2)**! — 1] wskazuje na to, ze dla a € (1,00) funkcja F(z; e, fo) nie
jest jednolistna w D. Z drugiej strony, dla funkcji f1 € S¢, fi(z) = %5, z € D,
mamy F(z;a, f1) = —=[(1 — 2)* — 1], a wiec w tym przypadku F(z;a, f1)
nie jest funkcja jednolistna dla « € (—oo,—1). W takim razie problem jedno-
listnosci F(z; ¢, f) dla f € S ma sens dla a € R tylko wtedy, gdy a € (—1,1).
Wobec poprzednich spostrzezen problem jednolistnosdci F(z;a, f), f € S, w
przypadku rzeczywistych a, pozostaje otwarty dla o € (—1,—1) U (3, 1).

Wykazemy nastepnie, ze problem jednolistnosci funkcji F(z; a, f) dla dowol-
nej funkcji f € S'i a zespolonych pozostaje otwarty jedynie, gdy 1 < |o| < 1.
W tym celu wykorzystamy nastepujace dwa lematy:

Lemat 2.1. Funkcja F(z,p) = —;[(1 — 2)* — 1] = —i[e"log(l_z) —1], z € D,
u € C, jest jednolistna w D wtedy i tylko wtedy, gdy p lezy w jednym z kot
=1 <1, [p+1f <1

Lemat o identycznej tresci sformutowany dla funkcji f(z) = (1 — 2)*, z €
D podal W.C. Royster [13], lecz jego rozumowanie dowodowe obowiazuje
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tylko przy zalozeniu u # 0, ktére przeoczyl. Lemat 2.1 jest réwnowazny z
lematem Roystera, ale tylko dla p # 0. Dla p = 0 jego lemat jest falszywy,
natomiast prawdziwy jest Lemat 2.1, gdzie w tym przypadku przyjmuje sie
funkcje graniczna lim,_0F(z,u) = —log(l — z), z € D, ktéra jak wiadomo,
jest jednolistna i wypukta.

Wykazemy nastepnie

Lemat 2.2. Dla kazdego o € C, |o| > 1, istnieje funkcja f € S, dla ktorej
funkcja F(z;a, f) nie jest jednolistna w D.

Dowdd. Jednolistnos¢ okreslonych wyzej funkcji F(z;a, f1) 1 F(z;a, fo) w D
wynika bezposrednio z Lematu 2.1. Druga z tych funkcji jest jednolistna
wtedy i tylko wtedy, gdy |o| < 1 lub |a 4+ 2| < 1, natomiast pierwsza z
nich jest jednolistna wtedy i tylko wtedy, gdy |a] < 1 lub |a — 2| < 1. Z
bezposredniej interpretacji geometrycznej wynika wiec teza lematu.

Whnioskujemy stad réwniez, ze tego rezultatu nie da sie poprawi¢, gdy
funkcje klasy S zamieni¢ na funkcje klasy S* C S.
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UNIVALENCE OF SOME INTEGRAL OPERATOR

Summary. Let S denote the class of functions f, f(0) = 0, f'(0) = 1, holo-
morphic and univalent in the disc D = {z : |z| < 1}. It is proved that if f € S
and «, § € C satisfy the inequality 3|3| + 2|2« + 8| < 1, then the function

Fe) = [ ety

is univalent in D.
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In particular, if 8 = —a, one obtains the univalence of the function
st (@)
F(z :/ dt, z €D,
(2) ; [ o) ]

for all & € C such that |a < 1. This function is not univalent for |a| > 1; the
problem of its univalence remains open for + < |af < 1.

Bronistawow, 13-17 stycznia 1992 r.



