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Osobliwość izolowana

Osobliwością izolowaną w punkcie 0 PCn nazywamy kiełek
funkcji holomorficznej

f0 : pC
n,0q ÝÑ pC,0q

mający izolowany punkt krytyczny w 0, tzn.

f0p0q “ 0,

∇f0p0q “ 0,

∇f0pzq ‰ 0 dla z ­“ 0.
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Deformacja osobliwości

1 Niech f0 będzie elementem pewnej holomorficznej rodziny
pfsqsPS, 0 P SĂC, tzn.

1 fps,zq : pCˆC
nq ÝÑ pC,0q - funkcja holomorficzna (kiełek w

0)
2 fp0,zq “ f0pzq
3 fsps,0q “ 0.

2 Przyjmujemy fspzq :“ fps,zq
3 Rodzinę pfsqsPS nazywamy deformacją f0.
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Liczba Milnora

Liczbą Milnora osobliwości f0 nazywamy liczbę

µpf0q “ dim
C
On{p∇f0q “ i0pp∇f0qOnq.

Dla każdego s PU określona jest liczba Milnora µpfsq.
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Znane fakty dotyczące liczby Milnora

1 µpf0q PN,
2 µpfsq “ const dla s ­“ 0 dostatecznie małych,
3 µpfsq ď µpf0q dla s ­“ 0 dostatecznie małych.
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Osobliwość niezdegenerowana powierzchni

Niech
f0px,y,zq :“

ÿ

i,j,kPN

ai,j,kx
iyjzk,

będzie osobliwością. Niech

supppf0q :“ tpi, j,kq PN
3 : ai,j,k ­“ 0u

będzie nośnikiem f0. Wielościanem Newtona Γ`pf0q nzw. otoczkę
wypukłą zbioru

ď

pi,j,kqPsupppf0q

pi, j,kq`R
3
`,

gdzie R
3
` jest domkniętym oktantem w R

3 zawierającym
punkty o nieujemnych współrzędnych.
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Osobliwość niezdegenerowana powierzchni

Osobliwość f0 nazywamy dogodną jeśli Γ`pf0qXOXi ­“ 0 dla
i“ 1,2,3, gdzie OXi są osiami układu współrzędnych.
Zbiór zwartych ścianek (wszystkich wymiarów) wielościanu
Newtona Γ`pf0q tworzy diagram Newtona osobliwości f0.
Oznaczamy go przez Γ pf0q.
Dla każdej ścianki S P Γ pf0q definiujemy wagowo jednorodny
wielomian

pf0qS :“
ÿ

pi,j,kqPS

ai,j,kx
iyjzk.
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Osobliwość niezdegenerowana powierzchni

Powiemy, że osobliwość f0 jest niezdegenerowana na S P Γ pf0q
jeżeli układ równań

Bpf0qS
Bx

px,y,zq “ 0
Bpf0qS
By

px,y,zq “ 0
Bpf0qS
Bz

px,y,zq “ 0

nie ma rozwiązań w pC˚q3.
Osobliwość f0 jest niezdegenerowana (w sensie Kouchnirenki)
jeśli jest niezdegenerowana na każdej ściance Γ pf0q.
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Oznaczenia

W dalszym ciągu zakładamy, że f0 jest dogodna. Oznaczmy

‚ Γ´pf0q – zwarty wielościan ograniczony przez Γ pf0q i
płaszczyznami OXY, OXZ, OYZ; innymi słowy,
Γ´pf0q :“R

3
`zΓ`pf0q,

‚ V – objętość wielościanu Γ´pf0q,

‚ P1, P2, P3 – pola dwuwymiarowych ścianek Γ´pf0q leżące
na płaszczyznach OXY, OXZ, OYZ, odpowiednio

‚ W1, W2, W3 – długości krawędzi (= jednowymiarowe
ścianki) Γ´pf0q leżących na osiach OX, OY, OZ,
odpowiednio.
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Oznaczenia

V

P1

P
3P

2

W
3

W
1

W
2

Rysunek : Geometryczne znaczenie objętości V, pól Pi i długości Wj.
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Liczba Newtona

Liczbą Newtona νpf0q osobliwości f0 nazywamy

νpf0q “ 3!V´ 2!pP1`P2`P3q` 1!pW1`W2`W3q´ 1.

Twierdzenie 1 (Kouchnirenko)

Jeśli f0 jest osobliwością dogodną, to
1 µpf0q ě νpf0q,
2 jeśli f0 jest niezdegenerowana, to µpf0q “ νpf0q.



Wiadomości wstępne Osobliwość niezdegenerowana Skok liczby Milnora Algorytm Główny wynik

Skok liczby Milnora

Różnicę
µpf0q´µpfsq s ­“ 0

nazywamy skokiem liczby Milnora deformacji pfsqsPS i
oznaczamy λppfsqq.

Skokiem λpf0q kiełka f0 nazywamy minimalny z niezerowych
skoków rodzin pfsq po wszystkich możliwych deformacjach
kiełka f0, czyli

λpf0q :“ min
pfsqPD0pf0q

λppfsqq,

gdzie przez D0pf0q oznaczamy wszystkie deformacje pfsq kiełka
f0, dla których λppfsqq ­“ 0.
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Niezdegenerowany skok liczby Milnora

Niech f0 będzie osobliwością. Deformacją niezdegenerowaną f0
nazywamy deformację pfsqsPU kiełka f0 taką, że fs jest
niezdegenerowana dla każdego s ­“ 0. Zbiór wszystkich
niezdegenerowanych deformacji osobliwości f0 oznaczamy przez
Dndpf0q.

Niezdegenerowanym skokiem λndpf0q osobliwości f0 nzw. liczbę

λndpf0q :“ min
pfsqPDnd

0 pf0q
λppfsqq,

gdzie przez Dnd0 pf0q oznaczamy wszystkie niezdegenerowane
deformacje pfsq kiełka f0, dla których λppfsqq ­“ 0.
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Własności niezdegenerowanego skoku osobliwości

1 Dla dowolnej osobliwości f0 zachodzi nierówność

λpf0q ď λ
ndpf0q.

2 Jeżeli f0 jest zdegenerowana, to

λndpf0q “
"

µpf0q´µpf
nd
0 q, gdy µpf0q´µpf

nd
0 q ą 0

λndpfnd0 q, gdy µpf0q´µpf
nd
0 q “ 0

.
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O monotoniczności liczby Newtona

Twierdzenie 2 ([Gwo08] i [Fur04])

Niech f0, f̃0 P On będą osobliwościami dogodnymi takimi, że
Γ`pf0q Ă Γ`pf̃0q. Wtedy νpf0q ě νpf̃0q.

Niech J :“ Γ´pf0qXZ
n. Oczywiście J jest zbiorem skończonym.

Dla każdego i“ pi1, . . . , inq P J definiujemy deformację pf isqsPC
osobliwości f0 następująco

f ispz1, . . . ,znq :“ f0pz1, . . . ,znq` szi11 . . .z
in
n .

Dla każdego i P J deformacja pf isq osobliwości f0 jest
niezdegenerowana i dogodna dla dostatecznie małych s.
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Twierdzenie

Twierdzenie 3
Jeśli f0 jest dogodną i niezdegenerowaną osobliwością, to

λndpf0q “min
iPJ0

λppf isqq,

gdzie J0 Ă J jest zbiorem takich i P J dla których λndppf isqq ą 0.
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p

r

q

Rysunek : f0px,y,zq “ axp`byq` czr` . . .
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Z powyższego twierdzenia otrzymujemy, że

Wniosek

Jeśli f0 i f̃0 są niezdegenerowane i dogodne oraz Γ pf0q “ Γ pf̃0q, to
λndpf0q “ λndpf̃0q.
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Algorytm

Algorytm na obliczanie λndpf0q w przypadku, gdy:

1 f0 osobliwość dogodna
2 f0 osobliwość niezdegenerowana
3 f0 ma tylko jedną ściankę dwuwymiarową w diagramie

Newtona f0. Z Twierdzenia Kouchnirenki wynika, że
możemy założyć, że f0px,y,zq “ xp` yq` zr. Wtedy
µpf0q “ pp´ 1qpq´ 1qpr´ 1q. Bez zmniejszania ogólności
możemy założyć, że pě qě rě 2
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Algorytm

Zakładamy dodatkowo, że

NWDpp,qq “NWDpp,rq “NWDpq,rq “ 1.

Z Twierdzenia 3 wystarczy obliczyć skoki deformacji pf isqsPC,
gdzie i P J. Rozważmy przypadki:

1. Niech i POX lub i POY lub i POZ. Ze wzoru Kouchnirenki
oraz z załóżenia pě qě r łatwo sprawdzamy, że
najmniejszy skok na osiach układu współrzędnych jest
realizowany przez deforamcję pfpp´1,0,0qs q, tzn.

pfpp´1,0,0qs q “ xp` yq` zr` sxp´1,

i jest równy pq´ 1qpr´ 1q.
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Algorytm

2. Niech i POXY lub i POXZ lub i POYZ. Wtedy z wyników
[Bod07] łatwo znajdujemy punkty realizujące skoki na
odpowiednich płaszczyznach.

1 deformacja pfpb1,q´a1,0qq, gdzie a1,b1 PZ są takie, że
a1p´b1q“ 1 i 0ă a1 ă q, b1 ą 0; to daje skok na
płaszczyźnie OXY równy pr´ 1q.

2 pfp0,b2,r´a2qq, gdzie a2,b2 PZ są takie, że a2q´b2r“ 1 i
0ă a2 ă r, b2 ą 0; to daje skok na płaszczyźnie OYZ równy
pp´ 1q.

3 pfpb3,0,p´a3qq, gdzie a3,b3 PZ są takie, że a3p´b3r“ 1 i
0ă a3 ă p, b3 ą 0; to daje skok na płaszczyźnie OXZ równy
pq´ 1q.

Z powyższych rozważań dostajemy, że skok realizowany
punktem leżącym na osiach lub płaszczyźnie wynosi r´ 1.
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Algorytm

3. Rozważmy punkty leżące wewnątrz ostrosłupa o
wierzchołkach pp,0,0q, p0,q,0q, p0,0,rq, p0,0,0q. Weźmy
jeden taki punkt i“ pα,β,γq. Oznacza to, że

(A) 0ă α ă p, 0ă β ă q, 0ă γ ă r

(B)
α
p
`
β

q
`
γ

r
ă 1ðñ αqr` βpr`γpqă pqr

Co więcej
λpf

pα,β,γq
s q “ pqr´αqr´ βpr´γpq.

Problem
Dla danych liczb naturalnych pą qą rě 2 parami względnie
pierwszych znaleźć liczby naturalne α,β,γ spełniające warunki
(A) i (B), dla których wyrażenie pqr´αqr´ βpr´γpq osiąga
niezerowe minimum.
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Algorytm

Zauważmy, że
1 NWDpqr,pr,pqq “ 1.
2 Zatem istnieją liczby całkowite a,b,c PZ takie, że

aqr`bpr` cpq“ 1. (1)

Niech pa,b,cq będzie taką trójką.
3 abc ­“ 0

Korzystając z Algorytmu Euklidesa przekształcamy równanie
(1) do postaci unormowanej

´aqr´bpr` cpq“ 1,

gdzie aă p, bă q i cą 0 – dowolne.
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Algorytm

1 jeśli cą 0 i că r wtedy α “´a, β “´b, γ “ r´ c, spełnia
(A) oraz

pqr` aqr`bpr´pr´ cqpq“ 1.

Zatem pα,β,γq realizuje problem.
2 Jeśli cą 0 i cě r wtedy nie istnieje punkt pα,β,γq

spełniający (A) oraz (B), dla którego

pqr´αqr´ βpr´γpq“ 1.

Powtarzamy rozumowanie dla kolejnych równości

´aqr´bpq` cpq“ i dla i“ 2, . . . ,r´ 2.



Wiadomości wstępne Osobliwość niezdegenerowana Skok liczby Milnora Algorytm Główny wynik

Główny wynik

Niech f0 P O3 będzie dogodną i niezdegenerowaną osobliwością,
której diagram Newtona ma tylko jedną dwuwymiarową
ściankę. Załóżmy, że wierzchołki pp,0,0q, p0,q,0q, p0,0,rq tej
ścianki są takie, że pě qě rě 2 i liczby p, q, r są parami
względnie pierwsze. Wtedy

λndpf0q “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

i0

jeśli istnieją liczby całkowite a,b,c takie, że
aqr`bpr` cpq“ i0, 1ď i0 ď r´ 2,
0ă aă p, 0ă´bă q, 0ă´că r,

i0 – najmniejsze,

r´ 1 w przeciwnym przypadku.

Co więcej, i0 można wyznaczyć korzystając z algorytmu
Euklidesa.
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Przykład

Dla f0px,y,zq :“ x11` y6` x5 mamy p“ 11, q“ 6, r“ 5 i

´5 ¨ qr´ 6 ¨ pr` 6 ¨ pq“ 1 – nie spełnia warunków twierdzenia
´8 ¨ qr´ 4 ¨ pr` 7 ¨ pq“ 2 – nie spełnia warunków twierdzenia
´1 ¨ qr´ 3 ¨ pr` 3 ¨ pq“ 3 – spełnia warunki twierdzenia.

Stąd λndpf0q “ 3. Skok ten jest realizowany przez deformację

fp1,3,2qs px,y,zq :“ x11` y6` z5` sxy3z2.

Minimalny skok realizowany przez punkty leżące na ściankach
jednowymiarowych lub osiach układu współrzędnych jest równy
r´ 1“ 4.
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Dziękuję za uwagę!
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