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Osobliwosé izolowana,

Osobliwoscia izolowana w punkcie 0 € C* nazywamy kietek
funkcji holomorficznej

£y : (C*,0) —> (C,0)

majacy izolowany punkt krytyczny w 0, tzn.
e fp(0) =0,
° va(O) = 07
e Viy(z) #0 dla z £ 0.



Deformacja osobliwosci

@ Niech f; bedzie elementem pewnej holomorficznej rodziny
(fs)sess 0 S C, tzn.

0 f(s,z): (CxC") — (C,0) - funkcja holomorficzna (kietek w

0)
@ f(0,2) =fo(z)
o fi(s,0)=0.

@ Przyjmujemy f,(z) := {(s,2)
@ Rodzine (fy)ses nazywamy deformacja f;.



Wiado stepne

Liczba Milnora

Liczba Milnora osobliwosci fy nazywamy liczbe

p(fo) = dimg O, /(Viy) = ip((Vfy)On).

Dla kazdego s € U okreslona jest liczba Milnora p(fy).



Znane fakty dotyczace liczby Milnora

Q@ u(fo) €N,
@ u(fy) = const dla s + 0 dostatecznie malych,
Q u(fy) < u(fy) dla s & 0 dostatecznie matych.



Osobliwosé niezdegenerowana

Osobliwos¢ niezdegenerowana powierzchni

Niech

o(xy,2): Z aldkxyz ,
i,j,keIN

bedzie osobliwoscia. Niech
supp(fo) := {(i.j,k) € N : ay ) + 0}

bedzie nosnikiem fy. Wielo§cianem Newtona I', (fy) nzw. otoczke
wypukia zbioru

)  Gik+RE

(i, k)esupp(fo)

gdzie R3 jest domknietym oktantem w R® zawierajacym
T Jacy
punkty o nieujemnych wspotrzednych.



Osobliwosé generowana

Osobliwos¢ niezdegenerowana powierzchni

Osobliwos¢ fy nazywamy dogodna jesli T, (fy) n OX; £ 0 dla
i=1,2,3, gdzie OX; sg osiami ukladu wspotrzednych.
Zbior zwartych $cianek (wszystkich wymiaréw) wielo§cianu
Newtona I, (fy) tworzy diagram Newtona osobliwosci f.
Oznaczamy go przez I'(fp).
Dla kazdej $cianki S € T'(fy) definiujemy wagowo jednorodny
wielomian o

(fo)s == Z ai,j,kXIYJZk-

(1,j,k)eS



Osobliwosé niezdegenerowana

Osobliwos¢ niezdegenerowana powierzchni

Powiemy, ze osobliwosé f; jest niezdegenerowana na S € I'(f)
jezeli uktad rownan

d(fo)s
07

d(fo)s o do)s _
“ox (x,y,2) =0 —ay (x,y,2) =0

(% y,2) =

nie ma rozwigzan w (C*)3.
Osobliwosé fj jest niezdegenerowana (w sensie Kouchnirenki)
jesli jest niezdegenerowana na kazdej Sciance I'(fy).



Oznaczenia

W dalszym ciagu zakladamy, ze f jest dogodna. Oznaczmy

o I (fy) — zwarty wieloécian ograniczony przez I'(fy) i
plaszczyznami OXY, OXZ, OYZ; innymi stowy,
(o) := RE\L, (fo),

e V — objetosé¢ wieloscianu I'_(f),

e P, Py, P3 — pola dwuwymiarowych $cianek I'_(fy) lezace
na plaszczyznach OXY, OXZ, OYZ, odpowiednio

e Wy, Wy, W3 — dlugosci krawedzi (= jednowymiarowe
Scianki) T_(fy) lezacych na osiach OX, OY, OZ,
odpowiednio.



Osobliwosé niezdegenerowana

Oznaczenia

\4

11

Rysunek : Geometryczne znaczenie objetosci V, pél Py i dlugosci Wj.



Osobliwosé niezdegenerowana

Liczba Newtona

Liczba Newtona v(fy) osobliwosci fy nazywamy

v(fy) =3IV —-21(Py + Py +P3) + 1I/(W; + Wy + W3) — 1.

Twierdzenie 1 (Kouchnirenko)

Jedli fy jest osobliwoscig dogodna, to
Q u(fo) = v(fo),
@ jedli fj jest niezdegenerowana, to u(fy) = v(fy).




Skok liczby Milnora

Skok liczby Milnora

Réznice

plfo) —pu(fs) s+0
nazywamy skokiem liczby Milnora deformacji (fg)eeg 1
oznaczamy A((fy)).

Skokiem A(fy) kietka fy nazywamy minimalny z niezerowych
skokéw rodzin (fy) po wszystkich mozliwych deformacjach
kietka fy, czyli
Alfy) == min A((fy)),
()=, min ()
gdzie przez Dy(fy) oznaczamy wszystkie deformacje (f5) kietka
fo, dla ktérych A((fg)) # 0.



zby Milnora

Niezdegenerowany skok liczby Milnora

Niech fj; bedzie osobliwoscig. Deformacja niezdegenerowana f;
nazywamy deformacje (f;)scyu kietka fy taka, ze fg jest
niezdegenerowana dla kazdego s & 0. Zbior wszystkich
niezdegenerowanych deformacji osobliwosci fy oznaczamy przez
DrA(fy).

Niezdegenerowanym skokiem A" (f,) osobliwosci fy nzw. liczbe

AM(fo) == min A((F),
(£)eDg“ (fo)

gdzie przez ng(fo) oznaczamy wszystkie niezdegenerowane
deformacje (f) kietka fy, dla ktérych A((fy)) # 0.



Skok liczby Milnora

Wtasnosci niezdegenerowanego skoku osobliwosci

@ Dla dowolnej osobliwosci fy zachodzi nieréwnosé
Afo) < A (fo).
Q Jezeli fj jest zdegenerowana, to

ndge | plo) = pu(8Y), edy p(fy) — pu(fh9) >0
A o) = { (), gy i) — () =0



zby Milnora

O monotonicznodci liczby Newtona

Twierdzenie 2 ([Gwo08] i [Fur04])

Niech fo,ﬂ) epn beda osobliwosciami dogodnymi takimi, ze
I (fo) = Iy (fo). Wtedy v(fo) = v(fo)-

Niech J:=T_(fy) nZ". Oczywiscie J jest zbiorem skonczonym.
Dla kazdego i = (iy,...,i,) € J definiujemy deformacje (f!)sec
osobliwosci fy nastepujaco

fi(21,...,20) = fo(21, ..., 20) + 52, ... 20

Dla kazdego i€ J deformacja (fl) osobliwosci f; jest
niezdegenerowana i dogodna dla dostatecznie matych s.



Skok liczby Milnora

Twierdzenie

Twierdzenie 3

Jesli £ jest dogodna i niezdegenerowana osobliwo$cia, to

And(fo) = min /\((f;))’

iEJO

gdzie Jy < J jest zbiorem takich ie J dla ktérych APd((fl)) > 0.

’




Skok liczby Milnora

Rysunek : fy(x,y,2z) = axP + byd +cz" +...



Skok liczby Milnora

7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy, ze

Jesli fy i fy sa niezdegenerowane i dogodne oraz I'(fy) = I'(fy), to
Ar(fg) = Ard(fo).




Algorytm

Algorytm na obliczanie A"(fy) w przypadku, gdy:

Q fy osobliwosé dogodna

Q fy osobliwosé niezdegenerowana

@ fy ma tylko jedna Scianke dwuwymiarowa w diagramie
Newtona fy. Z Twierdzenia Kouchnirenki wynika, ze
mozemy zalozy¢, ze fy(x,y,z) = xP + y4 +z". Wtedy
ufo) = (p—1)(q—1)(r —1). Bez zmniejszania ogdlnosci
mozemy zalozyé, ze p=q=1r=>2



Algorytm

Zakladamy dodatkowo, ze
NWD(p,q) = NWD(p,r) = NWD(q,r) = 1.

7 Twierdzenia 3 wystarczy obliczyé skoki deformacji (fl)sec,
gdzie i € J. Rozwazmy przypadki:

1. Niech i€ OX lub i€ QY lub i€ OZ. Ze wzoru Kouchnirenki
oraz z zaldézenia p > q > r tatwo sprawdzamy, ze
najmniejszy skok na osiach uktadu wspéirzednych jest

realizowany przez deforamcje (fs(pfl’o’o)), tzn

~1,0,0 _
(fs(p ))zxp+yq+zr+sxp L

ijest réwny (q—1)(r—1).



Algorytm

2. Niech i€ OXY lub i€ OXZ lub i€ OYZ. Wtedy z wynikéw

[Bod07] tatwo znajdujemy punkty realizujace skoki na
odpowiednich plaszczyznach.

@ deformacja (f(bl'q_a‘l'o))7 gdzie aj, by € Z sg takie, ze
ajp—biq=11i0<ay <q, b; > 0; to daje skok na
plaszczyZnie OXY réwny (r—1).

o (f(o’b2'r_a2))7 gdzie ag, by € Z sg takie, ze agq —bor =11
0 <ag <r, by > 0; to daje skok na ptlaszczyznie OYZ réowny
(p—1).

@ (f(b30P=a3))y odyzie ay, by € Z sa takie, ze agp—bsr =1 i
0 < ag <p, by > 0; to daje skok na ptaszczyznie OXZ réwny
(a—1).

7 powyzszych rozwazan dostajemy, ze skok realizowany
punktem lezacym na osiach lub ptaszczyznie wynosi r — 1.



Algorytm

3. Rozwazmy punkty lezace wewnatrz ostrostupa o
wierzchotkach (p,0,0), (0,q,0), (0,0,r), (0,0,0). Wezmy
jeden taki punkt i = (a, B, 7). Oznacza to, ze

(A) 0<a<p,0<p<qO0<y<r
(B) %+§+%<1(:>aqr+ﬁpr+VPQ<qu

Co wiegcej
A(ESP?)) = par — aqr - ppr — ypa.

Dla danych liczb naturalnych p > q > r > 2 parami wzglednie
pierwszych znalez¢ liczby naturalne a, 8, spelniajace warunki
(A) i (B), dla ktérych wyrazenie pqr — aqr — Bpr — ypq osiaga
niezerowe minimum.




Algorytm

Zauwazmy, ze
@ NWD(qr,pr,pq) = 1.
© Zatem istniejg liczby caltkowite a,b,c € Z takie, ze
aqr + bpr +cpq = 1. (1)

Niech (a,b,c) bedzie taka trojka.
@ abc+0

Korzystajac z Algorytmu Euklidesa przeksztalcamy réwnanie
(1) do postaci unormowanej

—aqr —bpr +cpq =1,

gdzie a <p, b<qic>0 - dowolne.



Algorytm

Q jeslic>0ic<rwtedy @« = —a, f =—b, ¥y =r—c, spelnia
(A) oraz
pqr + aqr + bpr — (r —¢)pq = 1.

Zatem (a, f,y) realizuje problem.

@ Jesli ¢ >0 i ¢ >r wtedy nie istnieje punkt (a, 8, y)
spelniajacy (A) oraz (B), dla ktérego

pqr — aqr — fpr —ypq = L.
Powtarzamy rozumowanie dla kolejnych réwnosci

—aqr—bpq+cpgq=i dla i=2,...,r—2.



Gléwny wynik

Gléwny wynik

Niech fy € O3 bedzie dogodng i niezdegenerowang osobliwoscia,
ktorej diagram Newtona ma tylko jedna dwuwymiarowa
Scianke. Zalézmy, ze wierzcholki (p,0,0), (0,q,0), (0,0,r) tej
Scianki sg takie, ze p = q>=r > 2 i liczby p, q, r sa parami
wzglednie pierwsze. Wtedy

-

jesli istnieja liczby calkowite a, b, c takie, ze
aqr+bpr+cpq=ip 1<ig<r—2,
O<a<p 0<-b<q, 0<—c<r,

iy — najmniejsze,

A (fy) = 1

| r—1 w przeciwnym przypadku.

Co wiecej, ip mozna wyznaczy¢ korzystajac z algorytmu
Euklidesa.



Przyktad
Dla fy(x,y,2) :== x" +y5 4+ x® mamy p=11,q=6,r=51

—5.qr—6-pr+6-pq=1 — nie spelnia warunkéw twierdzenia
—8-qr—4-pr+7-pq=2 — nie spelnia warunkéw twierdzenia
—1l-qr—3-pr+3-pq=3 - spelnia warunki twierdzenia.

Stad A"(fy) = 3. Skok ten jest realizowany przez deformacje

fs(1,3,2)(

x,y,2) := x4+ y8 + 2% + sxy322.

Minimalny skok realizowany przez punkty lezace na Sciankach
jednowymiarowych lub osiach uktadu wspoétrzednych jest réwny
r—1=4.




Dziekuje za uwage!
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