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Streszczenie

W artykule podane sa dowody oszacowan A. Bodina (zamieszczone w [1]
bez dowodu) skoku liczby Milnora deformacji osobliwosci w przypadku, gdy
diagram Newtona tej osobliwosci sktada si¢ z wiecej niz jednego odcinka.

1. WPROWADZENIE

Artykul ten jest kontynuacja artykulu [4] zamieszczonego w Materialach XXIX
Konferencji Szkoleniowej z Geometrii Analitycznej i Algebraicznej Zespolonej. Przyj-
mujemy bez zmian wszystkie podane tam definicje i wprowadzone pojecia.

Niech fo : (C2,0) — (C,0) bedzie osobliwoscia. W pierwszej czeéci udowodni-
liSmy wzdr na niezdegenerowany skok X (fp) osobliwosci fy w przypadkach, gdy:
1. lamana Newtona I'(fy) osobliwosci fo sklada sie tylko z jednego odcinka,

2. lamana Newtona I'(fy) osobliwosci fp sklada si¢ z dwéch lub wigkszej liczby
odcinkéw i czynniki rozkladu fy w C{z,y} wedlug odcinkéw tamanej Newtona sa
gladkie (wtedy N (fo) = 1).

W tej czesei podamy oszacowania skoku A (fy) osobliwosci fy w przypadku

o0g6lnym w terminach skokow czynnikéw rozkladu fp.
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2. PRZYPADEK DIAGRAMU NEWTONA SKELADAJACEGO SIE Z WIECEJ
NIZ JEDNEGO ODCINKA

Niech fo : (C2,0) — (C,0) bedzie dowolng osobliwo$cia niezdegenerowana i
dogodna. W dalszym ciagu bedziemy zaktadaé, ze lamana Newtona I'(fy) ma dwa
lub wiecej odcinkéw, gdyz przypadek osobliwosci, ktérej tamana Newtona sklada
sie z jednego odcinka, zostal oméwiony w [4].

Niech fy = Hf:l( fo)i, k > 2, bedzie rozkladem niezdegenerowanej i dogodnej
osobliwoéci fy wedlug odcinkéw jej diagramu Newtona. W dalszym ciggu bedziemy
utozsamiali odcinek odpowiadajacy (fo): z odpowiednim odcinkiem diagramu New-
tona osobliwoéci fy.

Oznaczmy przez @Q; = (x4,v;), ¢ = 1,...,k + 1 kolejne wierzcholki odcinkéw
tamanej Newtona I'(fp) liczac od lewej strony, -y; odcinek o wierzchotkach @; 1 Q;41,
1 =1,...,k, (Jo); zbibr wszystkich jednomianéw lezacych w zwartym obszarze
ograniczonym prostymi x = x;, y = y;+1 oraz odcinkiem v; dlai =1,... k. Niech
L., bedzie prosta przechodzaca przez punkty Q; i Q;+1, ¢ =1,...,k oraz niech P
bedzie punktem realizujacym skok A (fy) (patrz Twierdzenie 5 w [4]).

Najpierw podamy oszacowanie w przypadku, gdy w rozkladzie fo w C{x,y} we-
dtug odcinkéw lamanej Newtona osobliwosci fo zaden z czynnikéw tego rozkladu
nie jest gladki. Wyrézniamy ten przypadek, gdyz otrzymujemy tutaj lepsze osza-
cowanie niz w przypadku ogélnym. W obu przypadkach oszacowania te sa ”ostre”,
tzn. podamy przyktady pokazujace, ze nie mozna ich poprawic.

Twierdzenie 1 Niech fy = Hle(fo)i, k > 2, bedzie rozkladem niezdegenero-
wanej © dogodnej osobliwosci fo wedlug odcinkow jej diagramu Newtona. Jesli Zaden
(fo): nie jest gladki, to

Jmin  A((fo):) < N(fo) < max - N((fo)s)-

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze min;—1,__, N ((fo):) < N(fo). Zauwazmy, ze
gdy P € (Jp); dla pewnego i € {1,...,k}, to mamy oczywiscie X' ((fo):) < N (fo)-
W przeciwnym przypadku tzn., gdy P & (Jy); dla zadnego i € {1,...,k}, to bez
trudu znajdujemy punkt P € (Jy);, dla pewnego i € {1,...,k} taki, ze

N(FF) < N(FP) = N (fo).

Sprzecznosé z wyborem punktu P. Zatem jest to przypadek niemozliwy.

Pokazemy teraz, ze X' (fo) < max;=1,.x N((fo):). Poniewaz (fy);, dla kazdego
1 €{1,...,k} jest osobliwoscia niegladka, wiec na mocy Twierdzenia 7 (patrz [4])
istnieje punkt P; € (Jp); realizujacy N ((fo):). Oznaczmy przez h; := d(P;,v;), i =
1,..., k. Wezmy pod uwage odcinek v;, diagramu fy taki, ze h;, = min,—y, i h;.
Rozwazmy przypadki:

I. P, € (Jo)i, 1 P, nie lezy na prostych « = z;,, y = ¥io+1. Twierdzimy, ze
punkt P;, zmienia diagram Newtona osobliwosci fj tylko na odcinku +;,. Istotnie,
przypusémy, ze tak nie jest. Wowczas moga sie zdarzy¢ trzy przypadki:
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19 P;, lezy ponizej prostej Ly, ., 1 powyzej prostej L, .

ot1

Qi0+2

20 P,, lezy ponizej prostej L., _, i powyzej prostej L, ..

3% P,, lezy ponizej obu prostych L., ., i L, _,.

Dla ustalenia uwagi rozpatrzmy przypadek 19, gdyz przypadki 2° i 3° rozwa-
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zamy podobnie. Wezmy pod uwage odcinki v;, i1 vi,+1 oraz punkty P;,, P, +1.

07

Z zalozenia hj, < hi,+1. Zatem, jesli przedtuzymy odcinek ~;,+1 do prostej L., ,,,

to h := d(P;,, Lmo +1) < hiy < higy1. Jedli teraz przesuniemy punkt P;; o odpowied-
. . ’ 7 ~~

nig catkowita wielokrotno$é wektora Q;,+1@i,+2, to przesuniety punkt7 nazwijmy

go P;,+1 bedzie mial wspélrzedne catkowite i bedzie lezal w prostokacie o bo-

~ ~ 2
kach diugosci |vi,+1| 1 h. Poniewaz h < g, wiec przesuniety punkt bedzie lezal
w zbiorze (Jp)ig+1 oraz d(Pjy+1, Yig+1) = d(PZ-O,L%.OH) < hjg41. Otrzymalismy
sprzeczno$¢ z wyborem punktu P; 1.

WykazaliSmy, ze punkt P;, zmienia diagram Newtona osobliwosci fy tylko na
odcinku «;,. Stad

N (fo) < N((fo)ip) < ,max N ((fo)e)-

II. P,, lezy na prostej ¢ = x;,. Wtedy P, = P; (bo w przeciwnym razie
mieliby$my hy < h;, = min;—y _ h;). Z drugiej strony, gdyby punkt P; lezal po-
nizej prostej L., , to przesuwajac punkt P; o odpowiednig catkowita wielokrotnosé
wektora Q2Q3, otrzymaliby$my punkt, nazwijmy go P € (Jo)2, o wspdblrzednych
calkowitych taki, ze hy > d(P1,L.,) = d(Py,72) > d(Py,72) = hy. Sprzecznosé z
zalozeniem o hy. Stad

N(fo) < N(fo)r < max, N((fo)e)

III. P, lezy na prostej y = ¥i,+1. Ten przypadek rozwazamy podobnie do
przypadku II. |

Podamy teraz przyklady swiadczace o ”ostrosci” oszacowan w twierdzeniu.

Przyktad 1

L. Dla fo(z,y) = (2* —3°)(2® — y?) mamy N (2® —¢°) = 2, N(a® —y?) = 1
oraz X (fo) = 2. Realizuje to deformacja fs(z,y) = (z® — y5)(2® — y?) + szy". Stad
ming—1 2 N (fi) < N(fo) = max;—1 2 N(fi).
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2. Dla fo(x,y) = (28 —9%) (2% —9?)(2* —y*) mamy N (2% —9°®) = 2, N (23 —¢?) =
1, N (2t —y*) = 3 oraz N (fo) = 2. Realizuje to deformacja fs(x,y) = (28 —y%) (23—
y?)(z* — y*) + s2Py". Stad mini—1 23 N(fi) < XN (fo) <maxi—1.23 N (f:).

3. Dla fo(z,y) = (2% — y?)(2% — ¢®) mamy N (2® —¢?) = 1, N(2® — 3) = 2
oraz N (fy) = 1. Realizuje to deformacja fs(x,y) = (2% — 3?)(2® — y3) + sxy?*. Stad
min;—12 N'(f;) = N(fo) < max=12 N (f3).

W ogélnym przypadku mamy nastepujace

Twierdzenie 2 Niech fo = Hle(fo)i, k > 2, bedzie rozkladem niezdegene-
rowanej i dogodnej osobliwosci fy wedlug odcinkéw jej diagramu Newtona. Jesli
istnieje | € {1,...,k}, dla ktdrego (fo); jest gladki oraz istnieje j € {1,...,k}, dla
ktorego (fo); jest osobliwoscig niegladkq, to

L< N (fo) < max  A'((fo)i) + 1.
i=1,...,

Dowdd. Nierdwnosé N(fp) > 1 jest oczywista. Pokazemy, ze N (fy) <
max;=1,. % N (fo); + 1. Poniewaz istnieje j € {1,...,k}, dla ktérego (fp); jest
osobliwoscia niegladka, wiec na mocy Twierdzenia 7 (patrz [4]) istnieje punkt
P; € (Jy); realizujacy N ((fo);). Oznaczmy przez h; := d(P;,v;). Wezmy pod
uwage odcinek v;, diagramu fy taki, ze hj, = min hj;. Oznaczmy przez Q;,—1 i
~ B —
Qio+2 punkty Q;,—1 1 Q4,42 przesuniete odpowiednio o wektory 2Q;,—10);, oraz

_— . .
2Qi,+2Qiy+1- Rozwazmy przypadki:

I. P;, € (Jy);, oraz Pj, nie lezy na prostych x = x;,, y = yj,+1. Oznaczmy przez
Qj, punkt o wspdlrzednych Q;, = (z,, 2y, — Yjo—1)- Rozwazmy podprzypadki:

19 (fo)jo—1 jest gladki, (fo);o+1 jest osobliwoécia niegtadka. Wowezas, gdy

a) Yjo—1 — Yjo = L, to punkt éjo_l € (Jo)j, oraz nie lezy na prostych x = x;,,
Y = Yjo+1-

Q.

Jo-

Oznacza to, ze d(Pj,,v;,) < d(@jo_l,’yjo). Zatem punkt Pj, lezy powyzej prostej
L., . Stad i z dowodu poprzedniego twierdzenia (patrz przypadek I) mamy, ze
punkt P;; zmienia diagram Newtona osobliwoéci fy tylko na odcinku ;.

b) xj, — x,—1 = 1. Rozwazmy podprzypadki:
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(1) Yio—1 = Yjo = Yjo — Yjo+1-

Zauwazmy, ze w trojkacie o wierzchotkach @, @jwla @jo i na odcinku @, @jrl
(oprécz konicéw) nie ma punktéw o wspdlrzednych catkowitych. Oznacza to, ze
punkt Pj, lezy powyzej odcinka Q) éjo,l. Stad i z dowodu poprzedniego twierdze-
nia (patrz przypadek I) mamy, ze punkt P;, zmienia diagram Newtona osobliwosci
fo tylko na odcinku 7, .

(i) Yjo—1 — Yjo < Yjo — Yjo+1. Zauwazmy, ze Q;o—1 € (Jo)j, oraz nie lezy na
prostych =z, i ¥y = yjo+1.

Oznacza to, ze d(Pj,,vj,) < d(Qj,—1,7j,), czyli punkt Pj, lezy powyzej prostej
L., - Stad iz dowodu poprzedniego twierdzenia (patrz przypadek I) mamy, ze P;,
zmienia diagram Newtona osobliwos$ci fy tylko na odcinku v;,. Zatem we wszystkich
przypadkach 1° otrzymalimy

N (fo) < N((fo)jo) < max  N((fo)i) < max A'((fo):) + 1.

29 (f0)jo—1 jest osobliwoscia niegladka i (fo);+1 gtadki. Rozwazamy podobnie
do 10,
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30 (f0)jo—1, (fo)jo+1 gladkie. Mozliwe sa trzy sytuacje:

a) Tjo — Tjo—1 = L1 Zjoq2 — Tjo41 =1

b) Tj, — Tjo—1 = 11 Yjo41 — Yjor2 =1

) Yjo—1 = Yjo = L1 Yjot1 — Yjor2 = 1
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Ad. a) Zauwazmy, ze punkt @j0+2 € (Jo)jo 1 @j0+2 nie lezy na prostych z = x;,,
Y = Yjo+1. Rozwazmy podprzypadki:

(i) @jo—l ¢ (Jo)jo- Zauwazmy, ze na odcinku Qjo@jo—l (bez koncéw) oraz
wewnatrz tréjkata o wierzchotkach ngéjo_léjo nie ma punktéw o wspolrzed-
nych caltkowitych. Z drugiej strony, @j0+2 € L, .,- Oznacza to, ze ©j0+2 zmie-
nia diagram Newtona osobliwosci fo tylko na odcinku +y;,. Poniewaz d(Pj,,v,,) <

d(Qjo+2,7j,), Wiec punkt Pj, tym bardziej zmienia diagram Newtona osobliwoSci
fo tylko na odcinku ;.

(il) Qjo—1 € (Jo)jo- Wtedy bierzemy min (d(Qjo—1,%jo)s A(Qjo+2:Vjo)) Za-
uwazmy, ze ten z punktéw, dla ktorego jest realizowane powyzsze minimum zmienia
diagram Newtona osobliwosci fy tylko na odcinku v;,. Co wiecej

d( Py 750) < min (d(Qjo—1, 750 ) A Qo2 ¥50))s
zatem P;, zmienia diagram Newtona osobliwosci fy tylko na odcinku ;.
Ad. b) Rozwazmy podprzypadki:
(i) @jo%v @j0+2 ¢ (Jo)j,- Oznaczmy przez ©j0+1 punkt o wspdélrzednych

(2T jo+1 — Tjy+2, Yjo+1)- Lauwazmy, ze na odcinkach Qo Qjo—1, Qjo+2Qjo +1 (oprécz
kor'l(:*f')w) oraz wewnatrz trojkatéow o wierzchotkach Qjy4+2Qj,+1Qj,+1 oraz

Qj,Qj,—1Q;, nie ma punktéw o wspoétrzednych catkowitych. Oznacza to, ze punkt

Pj, musi leze¢ powyzej odcinkéw Qjoéjo—ly @jo-‘rQQjoJ,_l. 7 zalozenia mamy, ze
Pj, € (Jo)j,, zatem Pj, zmienia diagram Newtona osobliwosci fy tylko na odcinku
Yio-

(ii) Gdy co najmniej jeden z punktéw @j0+2, @jo—l nalezy do zbioru (Jop)jq,
postepujemy podobnie jak w przypadku a).

Ad ¢) Postepujemy podobnie jak w przypadku a).
We wszystkich przypadkach otrzymalismy, ze

N (fo) < N(fo)jo < max N((fo)i) < max, N((fo)i) + 1.

)
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II. P;, lezy na prostej x = x;,. Oznacza to, ze NWD(2j,+1 — Zjq, Yjo — Yjot+1) =
Yjo — Yjo+1
Ljo+1 = Ljo
(fo)n, n € {1,...,750 — 1} nie ma osobliwosci niegtadkich (bo gdyby tak bylo, to
dla pewnego n € {1,...,50 — 1}, hy, < hj, co byloby sprzeczne z okresleniem
hj,). Zatem (fo)n, n € {1,...,j0 — 1} sa gtadkie, co wiecej zp41 — z, = 1, dla
kazdego n € {1,...,jo — 1}. Niech P;, = (zj, + 1,y;, — ¢ — 1). Zauwazmy, ze

- - 1 (g —c—1
P;, € (Jo), oraz d(Pj,,7j,) = d(Pj,,7j,). Poniewaz N 3 Yio (o —c— 1) <
Tjo +1 =15

Tjo+1 — Tj,. Latem c = jest liczba naturalna. Zauwazmy, ze wsrod

Yio = Wio == 1) _ Yjo—1—-Y;
X
zj, +1 =5, 1

o wiec ]Sjo lezy powyzej prostej L., _, lub na tej
prostej. Zauwazmy réwniez, ze \'( fSPj“) = A(fo)j, + 1. Rozwazmy przypadki:

19 (fo)jo+1 jest osobliwoscia niegtadka. Z dowodu poprzedniego twierdzenia

(patrz przypadek IT) mamy, ze Pj, lezy powyzej prostej L., ... Zatem
P,
N(fo) < N(fs7) = N((fo)jo) + 1< max N((fo)i) + 1.

i=1,...k

20 (fo)jo+1 jest gladki. Latwo widaé, ze Pj, lezy na prostej L, ., lub powyzej niej.

Oznacza to, ze ﬁjo zmienia diagram Newtona osobliwosci fo tylko na odcinku ;.
Zatem _
P;
N(fo) S X(E) = N((fo)ig) +1 < _max N(fo)i) + 1.

III. P;, lezy na prostej y = yj,+1. Ten przypadek rozwazamy podobnie do
przypadku II. |
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Ponizsze przyktady pokazuja, ze oszacowan w powyzszych nieréwnosciach nie
mozna poprawic.

Przyktlad 2

L. Dla fo(z,y) = (v+y*) (2" +y*)(2® +y) mamy X' (2% +y*) =3, N (2® +y) = 1,
N(z +y?) = 1 oraz N(fy) = 4. Realizuje to deformacja fs(z,y) = (z + y*)(z* +
y)(2? +y) + sx3y?. Stad min—1 2 N(fi) < N(fo) = max;—12 N(f;) + 1.

2. Dla fo(z,y) = (2° —y*)(2° +y) mamy N (2° —y?) = 1, N(2° +y) = 1
oraz N (fo) = 1. Realizuje to deformacja fs(z,y) = (23 — y?)(2® + y) + sxy?. Stad
minizl’g )\/(fz) = )\I(fo) < max;—1,2 )\/(fz) + 1.

3. Dla fo(z,y) = (z°+y°)(2°+¢°)(2° +y) mamy X (2°+1°) = 4, A(2®+°) = 2,
N(z3 4+ y) = 1 oraz N (fy) = 2. Realizuje to deformacja f,(z,y) = (z° 4+ y°)(z® +
yO) (@ +y) + sxOy5. Zatem min;—1 23 N(f;) < N (fo) < max;—123 N(fi)+ 1.
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JUMPS OF MILNOR NUMBERS IN FAMILIES OF SINGULARITIES II

Summary. In the article proofs of A. Bodin estimations of the jump of Milnor
number of singularity deformations (announced in [1] without proofs) are given
in the case when the Newton diagram of a singularity consists of more than one
segment.
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