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Streszczenie

W artykule, opartym na pracy A. Bodina [1], oméwiony jest problem
wyznaczenia minimalnej, niezerowej réznicy miedzy liczbami Milnora osobli-
wosci krzywej i jej niezdegenerowanej deformacji.

1. WPROWADZENIE

Niech fo : (C2,0) — (C,0) bedzie izolowang osobliwosciq krzywej plaskiej
(krétko osobliwosdcig), tzn. fo jest kietkiem funkcji holomorficznej fo(z,y) o izo-
lowanym punkcie krytycznym w punkcie (0,0) € C2. W dalszym ciagu bedziemy
utozsamia¢ kietki funkcji z ich reprezentantami lub odpowiadajacymi im szeregami

potegowymi zbieznymi.
Deformacjg osobliwosci fy nazywamy kietek funkcji holomorficznej trzech zmien-

nych f(s,z,y) taki, ze

1. f(ovxvy) = f()(xay)
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2. dladowolnego s € U (U- dostatecznie male otoczenie 0 € C) kietek fs(z,y) :=
f(s,z,y) spelmia warunki

a) fs(070) = 07
b) (%J;s (z,y), 83];5 (x,y)) # (0,0) dla (z,y) w pewnym sasiedztwie punktu
(0,0)

Zbiér wszystkich deformacji fo oznaczamy przez D(fy). Deformacje traktujemy
tez jako rodzine kietkéw

fs(x’y) = f(s,:c,y), seU,

gdzie U jest dostatecznie malym otoczeniem 0 € C i oznaczamy (fs)scy lub krétko
(fs)- Dla kazdego s € U okreslona jest liczba Milnora pu(fs), s € U. Na mocy zna-
nej wlasnosci pélciaglosci z géry liczb Milnora w rodzinach osobliwosci (Propozycja
I1.5.3 w [7]) u(fs) jest liczba stala dla s € U \ {0}, (o ile U jest dostatecznie ma-
tym otoczeniem zera) i p(fo) = p(fs). Skokiem A((fs)) deformacji (fs) nazywamy
nieujemny liczbe catkowita

)‘((fs)) = M(fO) - /J'(fs), seU.

Skokiem A(fo) kielka fo nazywamy minimalny z niezerowych skokéw rodzin (fs)
po wszystkich mozliwych deformacjach kietka fy, czyli

A fo) := (fs)rgg;(fo)/\((fs)),

gdzie przez Dy(fo) oznaczamy wszystkie deformacje (fs) kietka fy, dla ktérych

A((fs)) # 0.
W pracy [2], Gusein-Zade udowodnil, ze istnieja kietki fy takie, ze A(fo) > 1.

Przyktad 1 (Gusein-Zade [2]) Niech fo(z,y) = x* — y*. Wowczas \(fy) >
1. Poniewaz dla deformacji fs(z,y) = x* — (y2 + sx)? kielka fo mamy MN(fs)) = 2,
wiee N(fo) < 2. Egeznie N(fo) = 2.

W pracy (czesé 11 1) oméwimy znacznie tatwiejszy problem skoku liczb Milnora
w klasie deformacji niezdegenerowanych, tzn. takich, ze kazdy element f5, s # 0, ma
osobliwo$é niezdegenerowana (w sensie Kouchnirenki) w zerze. W znacznej czesci
rozwazania opieramy na preprincie A. Bodina [1], podajac pelne dowody twierdzen.
W pierwszej czesci ograniczymy sie do przypadkéw, w ktérych potrafimy podad
dokladny wzoér na ten skok. W czesci II podamy oszacowanie niezdegenerowanego
skoku liczb Milnora oraz rozwazymy przypadek osobliwo$ci niedogodnych.
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2. OSOBLIWOSCI NIEZDEGENEROWANE

W dalszym ciagu N = {0,1,2,...}. Niech fo(z,y) = 3 j)ene a;;x'y’,
f0(0,0) = 0, bedzie osobliwoécia. Niech suppfy := {(i,7) € N? : a;; # 0}.
Diagramem Newtona fy # 0 nazywaé bedziemy otoczke wypukla zbioru
Uijyesuppso () + RE), (RE = {(z,y) € R* : @ > 0 Ay > 0}) i oznaczamy
Ly (fo)-

Brzeg diagramu I' (fo) jest suma dwoch polprostych i skoficzonej liczby odcin-
kéw zwartych i parami nieréwnoleglych, niezawartych w tych pétprostych. Odcinki
te tworza tzw. lamang Newtona osobliwodci fy, ktéra oznaczamy I'(fy). Odcinki
tamanej moga by¢ w naturalny sposdb uporzadkowane; przyjmujemy, ze pierw-
szym jest najwyzej polozony (lezy najblizej osi pionowej). Czesto utozsamiamy
pare (i,7) € N? 7z jednomianem z'y?. Osobliwoéé fo nazywamy dogodng, jesli T'(fo)
ma punkty wspodlne z osiami OX i OY.

Dla odcinka v € T'(fo), definiujemy (fo)y = >2(; jes a;jx'y’. Osobliwos¢ fo
nazywamy niezdegenerowang na odcinku v € T'(fy) (w sensie Kouchnirenki), gdy
uktad

a(.f())’y 6(fO)’y
Ox oy

nie ma rozwigzan w C* x C*. Osobliwos¢ fy nazywamy niezdegenerowanqg, gdy fo
jest niezdegenerowana na kazdym odcinku vy € T'(fy).

(I7y) =0, (l’,y) =0

Niech fy bedzie osobliwoscia dogod- b I
na. Oznaczmy przez S pole zbioru
ograniczonego osiami OX, OY i la- \ T.(f)
mana ['(fp). Przez a i b oznacza-
my odlegtoéé punktu (0, 0) od czesci
wspdlnej diagramu Newtona 'y (fp)
z osiami OX i OY. I —

/

Dla dogodnej osobliwosci fy okreslamy
v(fo) =25 —a—b+1.

Latwo sprawdzamy, ze v(fy) > 0.
Przypomnijmy trzy znane twierdzenia o niezdegenerowanych osobliwosciach po-
trzebne w dalszym ciagu.

Twierdzenie 1 (Kouchnirenko [3]) Zaldzmy, e osobliwosé fy jest dogodna.
Wtedy

e u(fo) = v(fo),

o jezeli fo jest niezdegenerowana, to u(fo) = v(fo).
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Twierdzenie 2 (Ploski [5]) Zaldimy, ze osobliwosé fo jest dogodna. Jesli
w(fo) = v(fo), to fo jest osobliwoscig niezdegenerowang.

Twierdzenie 3 (Ploski [6]) Jesli fy jest osobliwoscig niezdegenerowang, do-
godng i nierozktadalng, to tamana Newtona sklada sie z jednego odcinka o wierz-
cholkach (a,0), (0,b) i NWD(a,b) = 1.

3. NIEZDEGENEROWANY SKOK LICZBY MILNORA

Niech fy bedzie osobliwoscia. Deformacjg niezdegenerowang fo nazywamy
deformacje (fs)sey kietka fo taka, ze fs jest niezdegenerowana dla s # 0.
Zbiér wszystkich niezdegenerowanych deformacji osobliwosci fy oznaczamy przez
D"(fy). Niezdegenerowany skok N (fo) osobliwosci fo jest minimalnym z niezero-
wych skokdéw po wszystkich niezdegenerowanych deformacjach fo, tzn.

N = min A(fs)),
()=, min M)

gdzie przez D5e(fo) oznaczamy wszystkie niezdegenerowane deformacje (f,) kietka
fo dla ktérego A((fs)) # 0.
Zachodzi oczywiste

Stwierdzenie 1 Dia dowolnej osobliwosci fo zachodzi nieréuwnoséé
A(fo) < N(fo)-

W powyzszej nieréwnosci moze zachodzi¢ nier6wnosé ostra.

Przyktad 2 Niech fo(x,y) = 2* — y*. Na mocy przyktadu 1, X(fo) = 2. Z dal-
szej czesci artykulu bedzie wynikalo, ze N (fo) = 3. Realizuje to niezdegenerowana
deformacja fs(z,y) = 2* —y*+s2®, s € C. Zatem w tym przypadku X(fo) < N (fo)-

Niech fy bedzie niezdegenerowana i dogodna osobliwoscia oraz (fs) jej deforma-
cja. Zauwazmy, ze dla dostatecznie malych s # 0, diagram Newtona fs nie zalezy
od s. Oznaczmy przez S (odpowiednio S7) pole zbioru ograniczonego osiami OX
i OY i lamang Newtona I'(fy) (odpowiednio I'(fs) dla s # 0). Przez a, b (odpo-
wiednio aj, b1), oznaczamy odleglo$é punktu (0,0) od czesci wspdlnej diagramu
Newtona I'(fp) (odpowiednio I'(fs)) z osiami OX i OY. Z formuty Kouchnirenki
wynika nastepujaca geometryczna charakteryzacja skokéw X ((fs)).

Stwierdzenie 2 N ((fs)) =2(S—51) — (a—a1) — (b—b1).
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4. FORMULA DLA NIEZDEGENEROWANEGO SKOKU LICZB MILNORA
OSOBLIWOSCI NIEZDEGENEROWANEJ

Przypomnijmy najpierw definicje i niektére znane fakty dotyczace wielomianow
quasi-jednorodnych. Niech f € C[X,Y] bedzie wielomianem réznym od stalej. f
nazywamy wielomianem quasi-jednorodnym stopnia d, gdy istnieja (m,n) € N2
takie, ze NWD(m,n) = 1 oraz spelniony jest warunek

FO™z \y) = X f (2, ).

Liczby m i n nazywamy wagami zmiennych x iy. f jest wielomianem jednorodnym,
gdy m=n=1.

Twierdzenie 4 Niech f bedzie wielomianem quasi-jednorodnym o wagach m i
n. Wdowczas istnieje wielomian jednorodny (forma) v i liczby r, s € N takie, ze

f(m,y) = xTySV(xn7ym)7 V(Ovy) # 0, I/(.’IJ, 0) # 0.

Przed podaniem wzoru na skok niezdegenerowany przypomnijmy znane wia-
snosci o niezdegenerowanych osobliwosciach. Niech fy bedzie osobliwoscia i T'(fo)
jej lamang Newtona.

Wtasnoéé 1 Dia dowolnego v € T'(fo) wielomian (fo)~ jest quasi-jednorodny.

Wtasno$é 2 Dla dowolnego v € T'(fo) wierzcholki odcinka v nalezg do suppfo.
Jezeli v mie zawiera innych punktow supp fo oprécz krancow, to fy jest niezdegene-
rowany na .

Wtiasnoéé 3 fy jest niezdegenerowany na odcinku v € T'(fy) < forma v od-
powiadajgca (fo)y nie ma czynnikow wielokrotnych < wyréznik A(v) formy v jest
rozny od zera.

Niech osobliwo$¢ fy bedzie niezdegenerowana i dogodna. Oznaczmy przez J
zbioér wszystkich jednomianéw zPy?, gdzie p + ¢ > 1 lezacych w zwartym obsza-
rze ograniczonym osiami i diagramem Newtona I'y(fy). Oczywiscie zbidr J jest
skonczony.

Lemat 1 Dla dowolnego xPy? € J deformacja fs = fo + sxPy?, s € U, jest
niezdegenerowana.

Dowéd. Poniewaz aPy? € J, wiec dla s # 0, supp(fs) = {(p,q)} U suppo.
Zatem diagram Newtona (f,) jest staly dla s # 0. Niech v bedzie odcinkiem tamanej
Newtona (fs), dla s # 0. Rozwazmy przypadki:

1. (p,q) € . Wtedy krance v leza w supp fo, v jest odcinkiem tamanej Newtona
osobliwosci fy oraz (fs)y = (fo)y. Poniewaz f jest niezdegenerowana, wiec (fs)
jest niezdegenerowana na +.
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2. (p,q) € v 1ioprécz (p,q) istnieje jedyny punkt z supp fo, (oznaczmy go (k, 1)),
lezacy na . (k,1) podobnie jak (p,q) jest wierzcholkiem 5. Na mocy Wtlasnosci 2
(fs) jest niezdegenerowana na ~.

3. (p,q) € v 1oprocz (p, q) istnieje wiecej niz jeden punkt supp(fs) lezacy na ~.
Rozwazmy podprzypadki:

(7) (p,q) € T'(fo). Rozwazmy wyrdznik A(s) formy v, odpowiadajacej (fs)-
Wartosé A(0) jest réwna wyréznikowi formy odpowiadajacej (fo)~, a wiec A(0) #
0, bo fo jest niezdegenerowana na . Zatem A(s) # 0 dla s z dostatecznie malego
otoczenia zera. Z Wlasnosci 3, (fs) jest niezdegenerowana na +.

(i) (p,q) € T(fo). Wtedy (p, q) jest koticem . W tym przypadku v jest przediu-
zeniem pewnego odcinka vy € I'(fp). Bez zmniejszania ogdlnoéci mozemy zalozy¢,
ze (p,q) jest lewym koficem odcinka . Niech (fo)~(z,y) = (fo)y(z,y) + saPyq.
Na mocy Wlasnoéci 1 wielomian (fs)y jest quasi-jednorodny. Oznaczmy przez d
stopien tego wielomianu oraz przez m, n wagi zmiennych z i y. Z Twierdzenia 4
istnieje wielomian jednorodny v; i liczby r, t € N takie, ze

(fs)’y(xa y) = l,rytys(l,n, ym) Vs(Ovy) 7é 0, I/S(IE,O) 7é 0.
Stad i z zalozenia vg(x,y) jest postaci
ve(z,y) = sy + a1y oz + ... +agx?, gdzie aq#0.

Rozwazmy wyréznik A(s) formy v, odpowiadajacej (fs),. Latwo sprawdzamy, ze
A(s) = (ddag_l) - 5?4 wyrazy stopnia nizszego niz d. Poniewaz aq # 0, wiec
degs A(s) > 0. Oznacza to, ze A(s) # 0 dla s z pewnego sasiedztwa zera. Z
Wtasnosci 3 (fs) jest niezdegenerowana na . To koniczy dowdd.

7Z Lematu 1 wynika, ze dla dowolnej dogodnej i niezdegenerowanej osobliwosci
fo deformacja fs = fo+ sxPy?, zPy? € J, s € U jest deformacja niezdegenerowana.
Oznaczamy ja (fs(p’q)).

Twierdzenie 5 Jezeli osobliwosé fy jest niezdegenerowana @ dogodna, to

N(fo)= min X((fP?)),

zPyaeJo
gdzie przez Jo C J oznaczamy zbidr jednomiandw xPy? takich, ze \(( S(p’Q))) # 0.
Dowéd. Z definicji X' (fp) musimy wykazaé réwnosé

(fs)erngog}i(fo)(u(fo) = ulfs)) = i (1(fo) — pu(fo + szPy?)).

Nierownosé ”<” jest oczywista. Udowodnimy nieréwno$¢ przeciwng ”>”. Wezmy
dowolna niezdegenerowana deformacie (fs) € Dg4(fy) osobliwosci fo.
Odpowiednio grupujac wyrazy w (fs) mozemy zapisa¢ ja nastepujaco

fs(z,y) = folz,y) + cr(s)aPy® 4 ... 4 cp(s)zP*y? + R(s, z,y),
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¢i 70, ¢(0) =0, (pi,q:) € T'(fs), 1 = 1,...,k, oraz suppR lezy powyzej lamanej
Newtona szeregu fs. Poniewaz M ((fs)) > 0, wiec latwo wykazujemy, ze wérdéd
punktéw (p;,q;), i = 1,...,k, istnieje taki punkt (p;, q;), ze X' ((fo+c;j(s)zPiy®)) >
0. Pokazemy, ze dla tego j

(%) p(fo) = u(fo+cj(s)xPiy®) < p(fo) — pu(fs)-

Istotnie, wystarczy wykazaé, ze

1(fo + ci(s)aPy®) > p(fs).
Niech Si, Ss beda polami odpowiadajacymi deformacjom (fo + ¢;j(s)zPiy%) i od-
powiednio (fs). Przez ay, by oraz as, be oznaczamy odleglosé punktu (0,0) od
czesci wspélnej I'(fo + ¢;(s)xPiy%) odpowiednio I'(f,) z osiami OX i OY. Po-
niewaz (fo + ¢;(s)zPiy?) i (fs) sa niezdegenerowane, wiec wystarczy wykazaé, ze
Q(Sl — 52) — (a1 — GQ) — (b1 — bg) > 0.

Rozwazmy mozliwe przypadki:

1. Niech a3 > ag, by > by. Oznaczmy przez (my,n;), I = 1,...,t, kolejne
wierzcholki tamanej Newtona I'(fo + ¢;(s)aPiy%), ¢;(s) # 0. Z zalozenia a; > as,
by > be wynika, ze t > 3. Z przyjetych oznaczen mamy, ze (mq,n1) = (0,b1) oraz
(mg,n) = (a1,0). Jesli rozwazymy teraz dwa tréjkaty o wierzcholkach: (0,b1),
(0,b2), (mg,ng) oraz (a1,0), (az,0), (m¢—1,n—1), to oznaczajac przez hs, hy (hs,
hy > 1) ich wysokosci opuszczone na bok (0,b1),(0,b2) i odpowiednio na bok
(a1,0), (a2,0) mamy

2(51 - SQ) - (a1 — CLQ) — (b1 - b2) > 2(%(&1 - az) ~hy + %(bl - b2) . h3)+

— (a1 —az) = (b1 —b2) =
:(0,1—ag)'(h4—1)+(b1—bg)'(hg—l)20.

2. Niech a; > as, by = by. Przy tych samych oznaczeniach co w 1. mamy, ze

1
2(81 — S2) — (a1 —az) > 2'5(01 —ag)-hy— (a1 —az) =

= (a1 —az) - (ha—1) > 0.

3. Gdy a1 = ag i by > b, to postepujemy analogicznie jak w przypadku 2.

4. JeSli a; = ag, by = by, to oczywiscie S1 > S 1 wtedy 2(S7 — S2) > 0. Zatem
w kazdym przypadku zachodzi (x). To konczy dowdd.

Przyktad 3 Niech fo(z,y) = 2* —y3. Obliczajgc skoki dla wszystkich deforma-

Gi M(F7D)), (p,q) € Jo, dostajemy, ze dla deformacji fs(z,y) = z* — 3 + say?,
A((fs)) = 1. Zatem N'(fo) = 1.

Whniosek 1 Jezeli fy, fo sq osobliwosciami niezdegenerowanymsi i dogodnymi

oraz T'(fo) = T(fo), to N (fo) = N (fo).
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5. FORMULA DLA NIEZDEGENEROWANEGO SKOKU LICZB MILNORA
OSOBLIWOSCI ZDEGENEROWANEJ

Dla zdegenerowanej osobliwosci fo oznaczmy przez fo niezdegenerowang 0so-
bliwos¢ taka, ze fo i fo maja ten sam diagram Newtona: Ty (fo) = F+(f0) Taka
osobliwos¢ fy zawsze istnieje. Niezdegenerowany skok zdegenerowanej osobliwosci
fo moze by¢ obliczony za pomoca nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 6 Niech fy bedzie osobliwosciq zdegenerowang. Wtedy

N(fo) = u(fo) — p(fo)-

Dowdd. Poniewaz fy jest zdegenerowana osobliwoscia wiec na mocy Twierdzenia
1 i Twierdzenia 2, Dy¢ = D"?. Z definicji skoku niezdegenerowanego mamy

N (fo) = o (o) —plfs)) = omin, - (p(fo) = plfs)) =

= min — ulfo) + u(fo) — s)) =
oy, (u(fo) = n(fo) + p(fo) — u(fs))
= (u(fo) = p(fo)) +  min ( (fo) = u(£s))-
(f)€D™(fo
Na mocy Wtasnosci 3 tatwo znajdziemy deformaq@ niezdegenerowana (fs) kiel-

ka fo taka, 7e T(f,) = T fo). Poniewai '(fo) = T(fo), wice u(fu) = p(fo) dia s # 0,
czyli min s yepnag,y (1 (fo) — p(fs)) = 0. Zatem

N (fo) = u(fo) — M(fo)~
To konczy dowod.

Przyktad 4 Niech fo(z,y) = v + 229% + 2%y + 2* = y(z + y)? + 2* bedzie
zdegenerowang osobliwoéciq. Wowczas p(fo) = 5. Niech fo b@dzze niezdegenerowang
osobliwodciq takg, ze Ty (fo) = F+(f0) np. fo = y*+a2y+a?, dla ktorej ,u(fo) =4.
Na mocy powyzszego twierdzenia mamy, ze N (fo) = 1.

6. PRZYPADEK OSOBLIWOSCI O JEDNYM ODCINKU
DIAGRAMU NEWTONA

W pewnych przypadkach potrafimy podaé doktadng wartosé skoku niezdegene-
rowanego osobliwosci. Ma to miejsce w przypadku, gdy tamana Newtona f, sktada
sie z jednego odcinka. Zaczniemy od najprostszego przypadku.

Twierdzenie 7 Niech fo(x,y) = P — y?, p,q > 2 i d := NWD(p,q). Bez
zmniejszania ogolnosci mozemy zatozyc, zZe p > q.

1. Jeslil <d < q<p, toN(fy) =d.
2. Jeslid=q, to N(fo) =q—1.
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Dowédd. 1. Z wlasnosci najwiekszego wspélnego dzielnika wynika, ze istnieja
liczby catkowite a, b takie, ze
ap + bg = d.

Mozemy zalozyé, ze a > 0, b < 0i a < ¢. Wezmy pod uwage jednomian z~yd~¢.

Nalezy on do J, gdyz —b > 0, ¢ — a > 0 i punkt (—b,q — a) lezy ponizej prostej

z + Y4 wyznaczonej przez jedyny odcinek tamanej Newtona fy. Ponadto jest

p

on elementem Jy, gdyz pole trojkata o wierzchotkach (p,0), (0,q) i (—b,q — a) jest
d

rowne 5 2 wiec na mocy Stwierdzenia 2 mamy

N(fo) < d.

Z drugiej strony wezmy dowolny jednomian z"y?4° € Jy, r > 0, ¢g—s > 0 i
r + (¢ — s) > 0. Wéwczas pole tréjkata o wierzchotkach (p,0), (0,q), (r,q — s) jest
rowne

[—sptral d
2 2
Latwo policzyé, ze
N (fo) > d.
tacznie
N(fo) =d.

2. Zauwazmy najpierw, ze dla punktu (p — 1,0) mamy X((fs(p‘l’o)))

1
2(z-1-q) —1=q—1. Zatem XN (fy) < ¢ — 1. Z drugiej strony, biorac dowol-

2
ny punkt postaci (p — m,0), m = 2,...,p — 1 otrzymujemy, ze )\’((fs(pfm’o))) =

1
2(5 -m-q) —m = m(qg — 1) > ¢ — 1. Podobnie dla punktu postaci (0,q — m),

o 1
m =1,...,q—1 otrzymujemy, ze A’((f§0’q ))) = 2(§-m-p)—m =m(p—1) > q—1.
Rozwazmy teraz punkt (—u,q — w) € Jy taki, ze —u > 0, ¢ — w > 0. Wtedy
)\'((fs(fu’qfw))) =|—up—wq|l = q|% + w| > g > g — 1. To koficzy dowdd.
q

Przyklad 5 Niech fo(z,y) = 2% — y*. Na mocy powyiszego twierdzenia
X (fo) = 3. Skok ten realizuje deformacja fs(z,y) = x* — y* + sa3.

Rozwazmy teraz ogdélny przypadek osobliwosci, ktorej tamana Newtona sklada
sie z jednego odcinka.

Twierdzenie 8 Niech fy bedzie niezdegenerowang i dogodng osobliwoscig o
tamanej Newtona zloZonej z jednego odcinka. Wowczas tym odcinkiem jest odcinek
lgczqey punkty (p,0) i (0,q) dla pewnych p,q € N, p,q > 2. Ponadto, jesli d =
NWD(p, q), to:

1. jesli 1 < d < min(p,q), to N (fo) =d.
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2. Jesli d = min(p, q), to N'(fo) = min(p,q) — 1.

Dowdéd. Pierwsza czesé twierdzenia jest oczywista, druga wynika z Wniosku 1
i Twierdzenia 7.

7. PRZYPADEK OSOBLIWOSCI O WIELU ODCINKACH DIAGRAMU
NEWTONA O GLADKICH SKLADOWYCH

W dalszym ciagu rozwazan zastosujemy nastepujace znane twierdzenie o roz-
ktadzie szeregu fy na czynniki zwiazane z poszczegdlnymi odcinkami jego diagramu
Newtona. Dla v € I'(fo) niech ||, |3] beda dlugosciami rzutéw odcinka v na o$
OX i odpowiednio OY.

Twierdzenie 9 (Ploski [5]) Jezeli fo jest szeregiem dogodnym o lamanej
L'(fo), skladajqcej si¢ z odcinkéw 1, ..., vk, to istnieje rodzina szeregéw dogodnych
((fo)i)i=1....x taka, Ze

1. fo= Hf:l(fO)i;

2. lamana Newtona szeregu (fo); sklada si¢ z jednego odcinka lgczgeego punkty
(‘O‘ZLO) oraz (Oa |ﬂ7|)7

3. in(fo,vi) = 2Py? - in((fo)i, Vi), dla pewnych p,q > 0.
Zachodzi oczywisty

Lemat 2 Dla dowolnego i € {1,...,k}, (fo)i jest gladki wtedy i tylko wtedy,
gdy los| =1 lub 5] = 1.

W przypadku, gdy (fo)i, @ = 1,...,k opisane w Twierdzeniu 9 sa gladkie, to
potrafimy podaé¢ dokladng warto$é¢ skoku niezdegenerowanego.

Twierdzenie 10 Niech fy = Hi;l(fo)i, k > 2 bedzie rozkladem niezdegenero-
wanej 1 dogodnej osobliwosci fo wedlug odcinkéw ; diagramu Newtona opisanym
w Twierdzeniu 9. Jesli wszystkie (fo); sq gladkie, to X' (fo) = 1.

Dowéd. Oznaczmy przez (x;, y;) i - ty wierzchotek I'(fy) liczac od lewej strony,
i =1,...,k+ 1. Zatem ilos¢ odcinkéw I'(fp) jest réwna k. Rozwazmy mozliwe
przypadki:

1. k = 2. Rozwazmy podprzypadki:

la. x9 — 21 = 1123 — x9 = 1. Zauwazmy, ze punkt (x1,2y2 —y3 — 1) (patrz rys.
1) realizuje skok X' (fp) = 1.

1b. 29 —21 = 11iya—y3 = 1. Zauwazmy, ze punkt (z1,y2) (patrz rys. 2) realizuje
skok N (fo) = 1.
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le. Jesli yg —y2 = 11 y2 —y3 = 1, to postepujemy podobnie jak w przypadku
la.

2. k > 3. Rozwazmy podprzypadki:

2a. T —x1 = 11 x3 — 29 = 1. Wowezas punkt (z1,2ys — ys — 1) € Jyp realizuje
skok N (fo) = 1.

(z, v)

//FH

(xu 2y,- ya_l)

isnN

3

\T\\
>

2b. yp — Ygt1 = 11 yg—1 — yr = 1. Wéwezas punkt (22 — 251 — 1, yrt1)
realizuje skok A'(fp) = 1.

2c. Gdy 22 —x1 = 11 ys —y3 = 1, to postepujemy analogicznie jak w 1b. , bo
wtedy Y3 —ys = ... = yr — Yr+1 = 1. To konczy dowdd.

Przyktad 6 Dia fo(z,y) = (v + y*)(z + v*) (2% + y) deformacja fi(z,y) =
(x 4+ y")(x +v?) (2 +y) + sy* realizuje skok réwny 1.

W drugiej czesci pracy rozwazymy przypadek osobliwosci, w rozktadzie ktérej
wystepuja czynniki niegtadkie. Podamy oszacowania niezdegenerowanych skokdéw
liczb Milnora w terminach skokéw jej czynnikéw. Rozwazymy réwniez problem
wyznaczania skokéw dla osobliwosci niedogodnych.
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JUMPS OF MILNOR NUMBERS IN FAMILIES OF SINGULARITIES I

Summary. In the article, based on the preprint [1] by A. Bodin, the problem of
calculation of minimal non-zero difference between the Milnor numbers of a plane
curve singularitity and its non-degenerate deformation is studied.
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