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Niech fy: (C*,0) — (C,0) bedzie (izolowana) osobliwoscia.
Zbior wszystkich fy € O, majacych izolowany punkt krytyczny
w 0 bedziemy oznaczaé przez Op°.
Dwie osobliwosci fy i gg € 0i25° sg réwnowazne jedli istniejg
biholomorfizmy @ : (C*,0) — (C",0) i H: (C,0) — (C,0)
takie, ze fy =Hogyo®.
Klase rownowaznosci fy oznaczamy przez [fy] i nazywamy
osobliwoscig izolowana (krétko osobliwo$cia).
Niech (fg)eeg, 0 € S < C, bedzie jednoparametrowa deformacja f,
tzn.

Q f(s,z): (CxC"0)— (C,0) - kietek funkcji holomorficznej w

0,

@ £(0,2) =fo(2)

@ f,(s,0)=0.
Kladziemy f(z) := {(s,2).



Liczba Milnora pu(fy) € IN osobliwosci fy nzw.

p(fo) = dimg O,/ (Vi)

O, - pierécien funkcji holomorficznych w 0,
(Vfp) - ideal O,,.

Przypomnijmy, ze
@ yu(f;) = const dla dostatecznie matych s +0 ,
@ pu(fy) < plfo)-



Niech (f) bedzie deformacja osobliwosci fy. Liczbe

p(fo) —p(fs) =0, s=+0,

nazywamy skokiem liczby Milnora deformacji (f)ses 1
oznaczamy A((fy)).

Skok A(fy) osobliwosci f jest minimalna niezerowa réznica po
wszystkich mozliwych deformacjach osobliwosci fj, tzn.

Afy):= min  A((L,)),
(fo) (£.)€Dy () ()

gdzie przez Dy(fy) oznaczamy wszystkie deformacje (f;)
osobliwosci fy, dla ktérych A((fy)) # 0.



Niech .
fo(z) = 2 a;z'

M n
ieNg

bedzie osobliwoscia. Niech
supp(fp) = {ie NG : a; + 0}

bedzie nosnikiem fy. Wielo$cianem Newtona I’ (fy) nazywamy
otoczke wypukla zbioru

) G+rY).

iesupp(fy)

Skonczony zbiér Scianek (wszystkich wymiaréw) brzegu T’y (fy)
tworzy brzeg wieloscianu Newtona osobliwosci fy i jest
oznaczany I'(fp).



Osobliwos¢ fy nazywamy dogodna jesli Iy (fy) przecina wszystkie
osie uktadu wspélrzednych w R™.

Dla kazdej $cianki S € I'(fy) definiujemy wagowo jednorodny

wielomian _
(fo)s(z) = > aiz.
i€S



b

I (fo)

e

Rysunek: Diagram Newtona osobliwosci dogodnej f;.



Powiemy, ze osobliwos¢ f; jest niezdegenerowana na S € I'(f)
jesli uktad réwnan

8zi
nie ma rozwiazan w (C*)".

Osobliwos¢ fj jest niezdegenerowana (w sensie Kouchnirenki)
gdy fy jest niezdegenerowana na kazdej $ciance T'(f).



o fy jest dogodna

v(fy) =2S—a—b+1

o fy niedogodna
v(fo) = v(i5™")

gdzie f5°" :=fy +x™ +y", m i n sg dostatecznie duzymi
liczbami naturalnymi.

Oczywiscie v(f§°") nie zalezy od m, n.



Jesli fy € Oi25°, I'(fy) + & i a, B sa maksymalnymi wspolrzednymi
przeciecia osi Ox i Oy z odcinkami I'(fy), wtedy

v(fy) = v(fy +x™ +y") dla wszystkich m > a, n > p takich, ze
(m,0), (0,n) ¢ supp(fy).

b

Qe



Jesli fy € O5° oraz I'(fy) = &, to fo(x,y) = xyu(xy), u(0,0) + 0.

7 powyzszego Lematu otrzymujemy, ze mozna ”dodawac” i
"odejmowac” jednomiany x™, m > a lub y", n >  osobliwosci
fy bez zmiany jej liczby Newtona



W rozwazaniach korzystamy z Twierdzenia Kouchnirenki w
mocniejszej wersji podanej np. w pracy P. Cassou-Nogues i A.
Ploskiego w 2011 roku

Twierdzenie 1

Niech fy € O5°. Wtedy
o I’l(fO) = V(fo),

O fj jest niezdegenerowana wtedy i tylko wtedy, gdy
p(fo) = v(fo).

Implikacja odwrotna w punkcie (2) nie jest prawdziwa dla n > 3.




Niech f bedzie osobliwoscia. Deformacje (f) osobliwosci f,
nazywamy niezdegenerowang gdy f, jest niezdegenerowana dla
kazdego s £ 0. Zbiér wszystkich niezdegenerowanych deformacji
osobliwosci f; oznaczamy D" (fy).

Niezdegenerowany skok A" (fy) osobliwosci f, jest minimalnym
niezerowym skokiem po wszystkich niezdegenerowanych
deformacjach osobliwosci fy, tzn.

o) = min  A((E),
(f5)eDg“ (fo)

gdzie przez ng(fo) oznaczamy wszystkie niezdegenerowane
deformacje (f5) osobliwosci fy, dla ktérych A((fy)) # 0.



Definiujemy

AM([fo]) := min A"(gp)
go€[fo]

skok osobliwosci [fy] generowanej przez f;.



@ Dla kazdej osobliwoéci f prawdziwa jest nieréwnosé

A[fo]) < A™([fo))

@ Jedli f; jest zdegenerowana, to

A (o) = p(fo) — (), edy p(fo) — p(E?) >0



Niech fj € Oi25° bedzie guasijednorodna funkcja z wagami

(Wx, Wy) i stopniem wazonym D w ustalonym uktadzie
wspolrzednych (x,y). Wtedy f; jest niezdegenerowany i po
prostej zamianie wspotrzednych x — ax, y — By i mozliwej
permutacji zmiennych x — y, y — x (zadna z tych zmian nie
wplywa na liczbe Newtona czy liczbe Milnora) mozemy zalozy¢,
ze fy ma postaé

fo(x,y) = Xkyl(xp +...+ yijxiyj +...+y%), k1€{0,1}, p<q,
k+1l+p=2

gdzie dla kazdego niezerowego czynnika yijxiyj, i * 0,
spetnione jest (i+ k)wy + (j +1)wy, = D.



Gléwny wynik to wzér na niezdegenerowany skok liczby Milnora
A ([fy]) osobliwoéci [fy] generowanej przez quasijednorodne f;
Oddzielnie rozpatrujemy przypadek, gdy ordfy = 2.

Niech fj € (’)i250 bedzie quasijednorodng funkcjg taka, ze
ord(fy) = 2. Wtedy A" ([fy]) = 1. W konsekwencji A([fy]) = 1.




Mozemy teraz zalozy¢, ze ordfy = 3. Wtedy f; przyjmuje jedng z
nastepujacych postaci:

0 fy(xy)=xP+...+yx'y+...+y%, 3<p<q,
) @ fo(xy) =x(xP+...+yx'yl +... +y9), 2<p<q,

@ fo(xy) =y(P+...+yxyl +...+y9), 2<p<q,

Q fH(xy)= (Xp—i-...—l—)/ijny—i-...—i-yq), 1<p<aq.



P 1 p+1

p 1 p+1

Rysunek: Diagramy Newtona f, typow I, 11, ITI, IV.



Co wiecej

(p—1)(q—1) w przypadku I
£y — p(a—1)+q  w przypadku II
plfo) = 1)+p w przypadku IIT *
1)(q+1) w przypadku IV



W kazdym przypadku I, II, ITI, IV brzeg diagramu Newtona
sktada sie z jednego odcinka. Korzystajac z pracy A. Bodina z
2007 roku mozemy podaé¢ wzory na niezdegenerowany skok (w
ustalonym uktadzie wspélrzednych (x,y)).

Jedli d = GCD(p,q) = 1, to dla poszczegdlnych postaci I, 11, 11,
IV fy mamy

d dy d<
nd _ gay P
° /\(Xf}’) (fo) = { d—1 gdy d=p,
d gdy p<q
@ A% (fy) = {
(B) Eo =1 a1 gy p=q
d dy d<
nd _ gay P
° /\(X’Y) (fo) = { d—1 gdy d=p,
o A?gy) (f))=d



W gléwnym twierdzeniu podajemy wzory na niezdegenerowany
skok liczby Milnora dla osobliwosci [fy] generowanej przez

quasijednorodne fj.

Twierdzenie 2

Niech f; : (C2,0) — (C,0) bedzie quasijednorodna osobliwoscia.
Jesli ord(fy) = 2, to A"([fy]) = 1. Jedli ord(fy) = 3 to dla postaci
[, I, 111, IV fy podanych (A) mamy:

d gdy d<p

@ \([fp])=4 d—1 gdy d=p<gq
d—2 gdy d=p=q
d d <
© @ iy~ { §_, A P=d
d d d<
o (mh-{§_, & 5P
Q@ A" ([fg]) = d.




Uwaga

Wzory (C) sa identyczne z wzorami (B) z wyjatkiem przypadku
I. Zatem niezdegenerowany skok A" ([fy]) quasijednorodnej
osobliwosci [fy] obliczona w wyj$ciowym uktadzie
wspolrzednych (w ktérym f; jest quasijednorodne) jest
“najlepszy” z wyjatkiem przypadku, gdy f; jest jednorodny i
dogodny.

W tym przypadku, aby uzyskaé¢ “lepszy” (czyli mniejszy) skok,
musimy zmieni¢ uktad wspoélrzednych




Przyktad 1
Mamy A" (x3 +y3) = 2 oraz A" (x(x? + y?)) = 1, chociaz funkcje
x3 4+ y3 oraz x(x? + y?) sa réwnowazne.

Przyktad 2

Dla fy(x,y) = xy(x + %) mamy A% (£) = A"([fy]) = 3.

A\




