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1. WsTEP

1A. Uwagi wstepne. Praca ta jest pierwsza w planowanej serii publikacji
dotyczacych teorii przecie¢ w zespolonej geometrii analitycznej i jej zastosowan.
Gléwnym celem tej serii jest przedstawienie pelnego obrazu teorii, co powoduje
koniecznosé koncentracji uwagi na najtrudniejszych i malo zbadanych przecieciach
niewlasciwych. Prace badawcze w tym zakresie biegna aktualnie w wielu kierunk-
ach powodujace ciagla zmiane pogladéw i technik. Mozna przewidywaé, ze w
ciagu najblizszych dwdéch lat wyjasni sie wiekszo$¢ probleméw o charakterze pod-
stawowym 1 teoria zacznie sprawnie dziala¢ podobnie jak opracowana w pracach
[D] i [W] teoria przecieé¢ wlasciwych. Réwnolegle do budowy samej teorii powstaja
prace stanowiace jej zastosowania w réznych galeziach geometrii analitycznej i al-
gebraicznej. Pozwalaja one na kontrole skutecznosci teorii oraz pokrewnych metod
opartych na uogdlnieniach algorytmu Stiickrada-Vogela.

Prezentowana, pierwsza cze$¢ cyklu, poza obszernym wstepem i literatura przed-
stawia zestaw poje¢, wybranych pod katem poézniejszych zastosowan przy kon-
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strukcji teorii przecie¢. Z naturalnych wzgledéw zakladana jest tutaj znajomosé
podstawowych pojeé¢ analizy i geometrii analitycznej zespolonej. Pelny zestaw
niezbednych wiadomosci z tego zakresu znajdujemy na przyklad w ksiazce [L].

1B. Teoria przecieé. Teoria, o ktérej bedziemy moéwié, zajmuje sie badaniem
przecie¢ ukladéw podzbioréw analitycznych rozmaitoéci zespolonych, co zazwyczaj
przetlumaczy¢ mozna na badanie rozwiazan ukladow réwnan analitycznych. Juz w
prostych sytuacjach znajdujemy ciekawe elementy. Badajac przykladowo przeciecie
zbioréw:

X ={(z,y) € C*:y =a*(z - 1)},

Y ={(z,y) €C*: y =0},
otrzymujemy X NY = {(0,0), (1,0)}. Jednak przy doktadniejszej analizie widzimy,
ze przeciecie w kazdym z punktéw ma nieco inny charakter (krotnosé). Podkreslajac
te réznice piszemy X - Y =2-{(0,0)} + {(1,0)}.

Jest to teoria bardzo mloda gdyz za pierwsze systematyczne jej ujecie uznaje sie
prace [D] Richarda N. Drapera z 1969 roku. Badania prowadzone w jej zakresie
odwotuja sie czesto do wzorcéw z zakresu teorii przecie¢ budowanej od ponad trzech
wiekéw w ramach geometrii algebraicznej (w powyzszym przykladzie réwnania sa
wielomianowe). Zapisane poczatki tej algebraicznej teorii znajdujemy w pracy Iza-
aka Newtona [N] z 1680 roku oraz serii publikacji Etienne Bézouta rozpoczetej praca
[B] w 1764 roku. Dotycza one opisu rozwiazan ukladu réwnai algebraicznych dwéch
lub wiekszej ilosci zmiennych — co jest aktualnie tlumaczone na badanie przecieé¢
uktadu zbioréw algebraicznych. Burzliwy rozwdéj badan w ostatnich latach dostar-
cza dwdch, formalnie réznych, podej$é w teoriach Fultona — MacPhersona (zob. [F])
oraz Stiickrada — Vogela (zob. [StV]). Teorie te maja szereg wspdlnych punktéw;
bardzo Scisle relacje miedzy nimi zbadal w ostatnich latach Leendert J. van Gastel
w pracach [G1] 1 [G2].

Bardzo waznym i ciagle aktualnym problemem teorii przecie¢ w zespolonej ge-
ometrii analitycznej jest podanie zadowolajacej definicji iloczynu uktadu podzbio-
row analitycznych Xy, ..., X; ustalonej rozmaitosci zespolonej M. Uzyteczna teo-
ria wymaga ciekawszego obiektu niz zwykle mnogosciowe przeciecie X1 N... N X;.
Przyjmuje sie, ze wynik jest cyklem analitycznym na M czyli formalna suma

A= Z acC,

ceT

gdzie ac € Z \ {0} dla C € T, za$ T jest lokalnie skonficzona rodzina parami
réznych, nierozktadalnych podzbioréw analitycznych rozmaitosci M. Gdy wszystkie
skladowe C' maja ten sam ustalony wymiar k, to A nazywaé bedziemy k-cyklem.

Zalézmy, ze zbiory analityczne X7, ..., X; sa nierozkladalne wymiaréw odpowie-
dnio k1, ..., ks, zag M jest rozmaitosciag wymiaru m. Mamy X1N...NX; = UCeJ C,
gdzie J jest rodzina wszystkich sktadowych nierozkladalnych X; Nn...N X;. W
fundamentalnej pracy [D] okreslony jest iloczyn Xj - ... X; zbiordw Xq,...,X;
w M, bedacy cyklem analitycznym na M zadanym formuta

X1~...-Xt:Z i(Xy-...-X;,0) C,
cel
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w ktorej I C J jest rodzina wszystkich skladowych nierozkladalnych przeciecia
X1N...N X, wymiaru ky + -+ + k — (t — 1)m (zwanych sktadowymi wltasciwymsi)
zas i(X1 - ... Xy, C) jest krotnoscia przeciecia wzdtuz sktadowej C. "W naturalny
spos6b definicje te mozemy rozszerzyé (t-liniowo) na iloczyny cykli analitycznych.
Nalezy stwierdzié¢, ze gléwnym (i ogélnie znanym) mankamentem podanej definicji
jest ominiecie skladowych wymiaréw wyzszych od ki + -+ + kt — (¢t — 1)m, czyli
czesto najciekawszej czesci przeciecia X7 N ... N X;. Zbudowana przez Drapera
teoria dobrze pracuje jedynie przy badaniu przecie¢ wtasciwych, czyli sytuacji gdy
wszystkie skladowe nierozkladalne sa wlasciwe. Znacznie tatwiejsze podejécie do tej
teorii prezentuje praca [W], dajaca réwniez szereg wygodnych narzedzi do rozwoju
calej teorii. Przeciecia wlasciwe badane sa w pracy [TW|, majacej dla péZniejszych
badan znaczenie podstawowe.

W pracach [ATW] i [T5] rozwazania wchodza w zakres znacznie bardziej zlozo-
nych przecie¢ niewtasciwych, do$¢ intensywnie badanych w geometrii algebraicznej,
za$ malo popularnych w geometrii analitycznej. Powodem tej sytuacji sa trudnosci
w stosowaniu aparatu algebraicznego, a gléwnie brak ”globalnego pierscienia” o
dobrych wlasnosciach. Praca [ATW] dotyczy przecieé izolowanych. Przy przyjetych
uproszczeniach, odpowiada to ograniczeniu badan do przypadku t = 2, X1 N Xo =
{a}, gdzie a € M. Mozna przyjaé, ze w pracy tej zostala opracowana pela teoria
krotnosci w tym zakresie. Teoria jest uznawana za kompletna i zgodna z ideami
algebraicznymi. Wstepna kontynuacje badan przecie¢ niewlasciwych w ogdélnym
przypadku znajdujemy w pracy [AM].

Praca [T2] zawiera propozycje pelej definicji iloczynu zbioréw X5 i Xo bedacego
cyklem analitycznym X; © Xo na M

X1 ° X2 = Z O(ZO.
CeT

W pojawiajacej sie tutaj rodzinie nierozkladalnych podzbioréw analitycznych T
wystepuja wszystkie skladowe nierozkladalne przeciecia X1 N X5, czyli J C T a
ponadto (podobnie jak w geometrii algebraicznej) nigdziegeste podzbiory anality-
czne, opisujace glebsze zwiazki zachodzace miedzy X; i X5. W pracy pojawia sie
zupelie nowy sposéb okreslania cyklu bedacego iloczynem. Dla kazdego a € M
okreslamy (Definicja 6.1) krotnos¢ przeciecia d(a) = d(a)(X1,X2) zbioréw X i
Xo w punkcie a, wedlug algorytmu (Algorytm 4.1) bedacego lokalnym odpowied-
nikiem konstrukcji Stiickrada—Vogela (zob. [Ga], [Gz], [SV], [V]). Kluczowy dla
konstruowanej teorii problem jest rozwiazywany w nastepujacym twierdzeniu ([Tq],
Tw. 6.2).

Twierdzenie. Funkcja d: M > a — d(a) € Z jest analitycznie konstruowalna.

Jednoznaczny rozktad funkcji d prowadzi do okreslenia iloczynu X, ® X5 (Definicja
6.3). Naturalne kroki pozwalaja na rozszerzenie tej definicji na przypadek dwdéch
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(dwuliniowo) lub uktadu cykli analitycznych. Gléwne trudnosci pracy [Ta] kon-
centruja sie przy dowodach ukladu faktéw prowadzacych do kluczowych rozwazan
dotyczacych aproksymacji i ciaglosci przecie¢ przy przyblizaniu cykli analitycznych.
Potrzebna teoria rozwijana jest w oparciu o [TWy] oraz [W]. Szczegélnie cenne sa
tutaj fakty dajace informacje o ciaglosci przecieé¢ niewlasciwych.

Teoria zbudowana w pracy [T2] (na bazie przygotowari prowadzonych w [TW] i
[ATW]) daje, poza centralna konstrukcja iloczynu X;  Xo, caly szereg lokalnych
niezmiennikéw biholomorfizméw opisujacych wzajemne usytuowanie zbiorow przy
ustalonym punkcie. Teorie te bez problemu mozemy rozszerzy¢ do przypadku
uktadu zbioréw nierozkladalnych czy cykli analitycznych.

W ostatnich kilku latach podjeto szereg badan dajacych inne spojrzenie na
konstrukecje krotnosci. W [AM,] zaproponowana zostala ogdlniejsza konstrukcja
algebraiczna oraz postawiono pytanie o jej zgodno$¢ z konstrukcja podstawowa w
przypadku przecinania zbioréw analitycznych. W serii odpowiedzi na ten prob-
lem ([AR], [N1], [N2]) uzyskano nie tylko potwierdzenie zgodnosci ale réwniez
odpowiedzi na szereg istotnych pytari znacznie lepsze od wstepnych z pracy [Ta].
Wiadomo z nich, ze funkcja krotnosci jest nie tylko konstruowalna ale nawet poét-
ciagla z géry w topoogii Zariskiego.

Aktualnie prace w zakresie teorii przecie¢ w zespolonej geometrii analitycznej
ida w kierunku uzyskania charakteryzacji zblizonych do otrzymanych w przypadku
przeciecia wlasciwego. W [Rz] a nastepnie [N1], [N2], [AR] pokazana zostala niezale-
zno$¢ wyniku przeciecia od zanurzenia, co pozwala w szczegdlnosci na przeniesienie
calej teorii na zredukowane przestrzenie analityczne.

Roéznorodne mozliwosci zastosowan teorii przecie¢ mozemy zilustrowaé¢ badania-
mi prowadzonymi ostatnio w nastepujacych kierunkach:

- teoria przecie¢ a separacja regularna,

- efektywne Twierdzenie Hilberta o zerach,

- geometria krzywych analitycznych w przestrzeni C™,
omoéwionych w kolejnych czesciach wstepu. Mozna ponadto liczyé¢ na ciekawe zas-
tosowania w zakresie rozwiazywania osobliwosci zbioréw analitycznych.

1C. Teoria przecie¢ a separacja regularna. Dla ulatwienia prezentacji
wynikéw przypusémy teraz, ze rozwazana rozmaitos¢ M jest podzbiorem otwartym
unormowanej, zespolonej przestrzeni wektorowej i oznaczmy przez o(-, Z) funkcje
odleglosci od zbioru Z C M. Ustalajac a € X1 N X5 ip > 1 méwimy, ze X1 i Xo
sa p-oddzielone w punkcie a gdy

o(z, X1) + 0(z, X2) = co(z, X1 N X2)P,
dla z z dostatecznie malego otoczenia punktu a, przy pewnej stalej ¢ > 0.

Kazda para zbioréw analitycznych spelnia ten (w powyzszy sposéb zapisany)
warunek separacji regularnej ze stosownie duzym wykladnikiem p ([L], IV.7). Zna-
lezienie jednak przynajmniej jednego, konkretnego p jest zwykle do$é¢ trudnym
zadaniem, bedacym przedmiotem serii badan prowadzonych tak w konkretnych
przykladach jak i w szczegllnych sytuacjach teoretycznych (zob. [ChK;], [ChKT],
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[Cl]’ [CQ]v [CKT]7 [CTL [K01]7 [KO2]a [L]7 [P]v [Tl])-

Prace [Cy], [Cq], [CT], [T1] poswiecone sa ustaleniu zwiazkéw miedzy wykladni-
kiem p a wlasnosciami iloczynu zbiorow X i Y. Najlatwiej zapisaé jest przy pomocy
krotnodci przeciecia d(a) zbioréw X i Y w ustalonym punkcie wprowadzonej w pracy
[T2]. W nieco uproszczonej formie, gléwne wyniki czterech wyzej omawianych prac
przedstawia nastepujace

Twierdzenie. Jesli a € X1 N Xy, to zbiory X, i X5 sa d(a)-oddzielone w punkcie
a.

Jest to w zasadzie wniosek z gléwnych wynikéw prac [Cq], [Ca]. W pracy [T1] wynik
zostal uzyskany dla przecie¢ izolowanych (réwniez niewlasciwych) za$ w [CT] dla
dowolnych przecie¢ wlasciwych.

W kolejnych pracach z tego nurtu zastosowan wykazywane sa réznego typu osza-
cowania wzmacniajace wyniki z prac [ChK;], [JKS], [Koi]. Znajdujemy je we
wstepnej formie w pracy [Cs] oraz w pracach [ChKs|, [CKT], [Kog] i [S2]

1D. Efektywne Twierdzenie Hilberta o zerach. Ten nurt zastosowan re-
alizowany byt juz w pracach [JKS], [Ko1] i [Kos]. W pracy [PT] pojawily sie istotne
sygnaly, ze wykladnik Noethera pozostaje w zwiazkach z krotnosciami przecieé¢
wystepujacych przy nim obiektéw geometrycznych. Dotychczas uzyskane wyniki
mieszcza sie w zakresie teorii przecie¢ wlasciwych. Jednak wnioski otrzymywane w
szczegblnych sytuacjach pokazuja, ze podejscie pozwala uzyskiwac¢ bardzo ciekawe
wyniki réwniez dla przecie¢ niewtasciwych.

1E. Geometria krzywych analitycznych w C™. Temat ten dotyczy uzyski-
wania efektywnych zwiazkéw miedzy réznymi parametrami opisujacymi krzywe w
przestrzeni wielowymiarowej. Podjely go prace [ChK;] i [ChKT] w zakresie efekty-
wnych formul na wykladnik Lojasiewicza i krotnosc¢ przeciecia krzywych, wyliczana
na podstawie ich parametryzacji. Przejécie z dawno znanego, dos¢ latwego przy-
padku dwuwymiarowego do wyzszych wymiaréw okazalo sie niespodziewanie trud-
ne. Trwaja prace nad wyjasnieniem sytuacji geometrycznej w oparciu o postaé
relatywnych stozkéw stycznych. Spotykamy je w pracach [Cie], [K;] i [Ks].

1. PODSTAWOWE POJECIA

1A. Stopien zbioru analitycznego w punkcie. Na wstepie okreslimy tak
zwany stopien w punkcie dla afinicznych zbioréw analitycznych. Wprowadzenie tu
struktury unitarnej w rozpatrywanej przestrzeni ma jedynie znaczenie techniczne,
ulatwiajace zapis.

Niech wiec M bedzie m-wymiarowa, zespolona przestrzenia unitarna, Z podzbio-
rem analitycznym zbioru otwartego 2 stalego wymiaru k, a ustalonym punktem
Z, za$ & podprzestrzenia liniowa M, wymiaru (m — k) taka, ze a jest punktem
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izolowanym Z N (a + &). Mamy M = &+ + ¢, Wéwezas istnieje stala d € N oraz
dowolnie male otoczenie a, postaci D = U + W, gdzie U C €5, W C € sa kulami
takie, ze m¢|Z : DN Z > x4y — x € U jest d-krotnym nakryciem rozgalezionym.

Definicja 1.1. Wyzej okreslong liczbe d bedziemy oznaczaé p,(me|Z) i nazywad
krotnoscia rzutowania m¢|Z w punkcie a.

Liczbe te wykorzystamy do okreslenia stopnia zbioru analitycznego w punkcie.
Nastepne twierdzenie jest bezposrednia konsekwencja ([Chi], 2.11.1-2) w rozpatry-
wanej sytuacji w ktérej przez C(Z,a) oznaczamy stozek styczny do zbioru Z w
punkcie a.

Twierdzenie 1.2. Istnieje liczba d € N\ {0} taka, ze:
(1) pa(melZ) =d, dla (m — k) wymiarowych & takich, ze €N C(Z,a) = {0},
(2) pal(me|lZ) > d, dla (m — k) wymiarowych & takich, ze €N C(Z,a) # {0}
ale a jest punktem izolowanym (£ +a)N Z.

Warto tutaj zauwazy¢, ze warunek ENC(Z,a) = {0} w pierwszej czesci twierdzenia
latwo pociaga informacje, ze a jest punktem izolowanym (€ + a) N Z, wymagana do
okreslenia krotnosci projekcji. Mozemy postawi¢ nastepujaca definicje

Definicja 1.3. Liczbe d okreslong dla zbioru Z i punktu a € Z nazywamy stopniem
Z w tym punkcie. Piszemy wtedy v(Z,a) = d.

Uzyskana liczba, opisujaca strukture zbioru Z przy punkcie a posiada dwie wazne
wlasnosci wymagane w geometrii analitycznej, jest pojeciem lokalnym i niezmien-
nikiem biholomorfizméw (zob. [Chi] 2.11.1).

Twierdzenie 1.4. Niech Q C Q1 beda otwartymi podzbiorami przestrzeni uni-
tarnej My zas Qo otwarty w przestrzeni unitarnej Ma. Jesli ¢ @ Q1 — Qo jest
biholomorfizmemi, to to dla podzbioru analitycznego Z statego wymiaru k zbioru )
oraz dowolnego punktu a € Q1 mamy réwnosé v(Z,a) = v($(Z N ), ¢(a)).

Przechodzac od przypadku afinicznego do ogdlnej sytuacji ustalmy M, m-wymia-
rowa rozmaito$¢ zespolona, Z podzbidr lokalnie analityczny M stalego wymiaru k
oraz a € Z. Zakladac¢ bedziemy, ze wszystkie rozpatrywane tu rozmaitosci spelniaja
drugi aksjomat przeliczalnosci. W klasyczny sposéb Twierdzenie 1.4 da nam mo-
zliwo$¢ przeniesienia pojecia stopnia zbioru w jego punkcie na ten przypadek.

Definicja 1.5. Jesli (U, ) jest mapa na M w otoczeniu punktu a taka, ze Z NU
jest analityczny w U, to stopniem Z w punkcie a nazywamy liczbe v(o(ZNU), ¢(a))
nie zalezaca od wyboru mapy. Oznaczal jo bedziemy v(Z,a).

Latwo zauwazy¢, ze jest to rozszerzenie definicji z przypadku afinicznego. Gdy
zbiér Z jest analityczny w podzbiorze otwartym 2 rozmaitoéci M, przyjmujemy
dodatkowo v(Z,a) = 0 dla a € Q\ Z otrzymujac naturalne rozszerzenie funkcji
krotnosci do zbioru €.
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1B. Cykle analityczne. Niech bedzie dana M, m-wymiarowa rozmaitos$¢ ze-
spolona. Wprowadzimy tutaj podstawowy zestaw poje¢ opisujacych cykle anality-
czne zwane takze czesto lancuchami holomorficznymi.

Definicja 1.6. Cyklem analitycznym na rozmaitosci M nazywamy sume formalna

A=>"acC,

CeT

gdzie T jest lokalnie skoriczona rodzing, parami réznych, nierozktadalnych pod-
zbioréw analitycznych rozmaitosci M, zas ac € Z\ {0} dla C € T.

Zbiér analityczny |A| = Uper C nazywamy nosnikiem cyklu. Jedli wszystkie
skltadowe C cyklu A maja ten sam wymiar k, to A nazywamy k — cyklem. Méwimy,
ze cykl A jest dodatni, jesli ac > 0 dla kazdego C' € T. Przez G(M) oznaczaé
bedziemy rodzine cykli analitycznych na M z naturalng struktura grupy przemien-
nej. Dla k € N, podgrupe k-cykli w G(M) bedziemy oznaczaé przez GF(M).

W naturalny sposéb rozszerzy¢ mozemy pojecie stopnia zbioru analitycznego na
cykl analityczny. Jezeli A = Y - acC jest cyklem analitycznym na M, to dla

a € M suma
v(A, a) = Z acv(C,a)
ceT
jest poprawnie okreslona i nazywamy ja stopniem cyklu A w punkcie a.

Niech teraz A bedzie cyklem analitycznym na m-wymiarowej rozmaitosci M.
Wtedy istnieje jednoznaczny rozktad A = Ay + A1)+ ... + Aoy, gdzie A;) jest
j-cyklem, dla j = 0,...,m. Okre$limy teraz uogdiniony stopien cyklu A w punkcie
a za pomoca nastepujacej réwnosci:

ﬂ(Aaa) = (V(A(m)aa)a -~'7V(A(O)aa)) € Zerl'

Przez v(A) i P(A) bedziemy oznaczaé funkcje:
v(A): M >a—v(Aa) €Z,
7(A): M 3a— v(Aa) € Zm
Zauwazmy, ze v(A,a) = (A, a), gdzie U oznacza sume wspéhrzednych v € Zm 1,
1C. Funkcje pélciagle z géry. Bedziemy tutaj méwié¢ o pédlciaglosci bardzo
ogoélnie, rozrzerzajac to pojecie do przypadku odwzorowan okreslonych na prze-
strzeni topologicznej Y, prowadzacych w zbiér liniowo uporzadkowany R.

Definicja 1.7. Odwzorowanie f : Y — R nazywamy potciagtym z gory jesli dla
wszelkich ¢ € R zbiér fl = {y € Y : f(y) = ¢} jest domkniety wY .

Interesowaé nas beda funkcje o wartosciach w Z™, (uporzadkowanym leksyko-
graficznie), pélciagle z géry w topologii Zariskiego na ustalonej rozmaitosci ze-
spolonej M. Oznaczmy

UM(M)={f: M —Z" | f jest pdlciaglta z géry w topologii Zariskiego}.
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Lemat 1.8. Jesli fo e U"(M) dla w € S, f: M — Z" oraz f(z) = min{f,(c) :
a €S}, to feU™(M).

D o w 6 d. Wystarczy zauwazyé, ze fl9 = Nacs f([f] dlacez™. O

Lemat 1.9. Jesli M jest rozmaitoscia spéjna oraz f € U™(M) to f jest ograniczona
z dotu oraz lokalnie ograniczona z gory.

D o w 6 d. Lokalna ograniczono$é z géry wynika ze zwiazku a € M \ f [€]
dla ¢ > f(a). Ograniczono$é z dotu otrzymujemy gdyz w przeliczalnej sumie
zbioréw analitycznych M = {J.czn f (] musi istnie¢ element réwny calej (spéjne;)
rozmaitosci.

Lemat 1.10. Jesli M jest rozmaitoéciq zespolona oraz fi, ..., fn € U (M) to:

(1) fi4 ...+ fn €U (M),
(2) (fr,---s fn) €U™(M).

D o w 6 d. Mozemy zalozy¢, ze wyjsciowe funkcje sa ograniczone przez stata K,
mamy wtedy (fi +...+ f) =U{N, fl a1+ +en=c e < Kdlai=
1,...,n} co ze wzgledu na skonficzonosé sumy daje (1). Niech ¢ = (c1,... ,¢,) € Z™
otrzymujemy

(fiseos fn)[c] =

(A DU A ()= ) U U () AN 0 (fa) e+ U

(A A () A (fa )] O (o)
skad tatwo wynika (2). O

Zachodzi nastepujace bardzo wazne twierdzenie (zob. [Wh], str. 237, [Chi]
2.11.4)

Twierdzenie 1.11. Jesli Z jest podzbiorem analitycznym statego wymiaru k roz-
maitosct M, to funkcjav(Z) : M > a — v(Z,a) € Z jest pdlciagta z géry w topologii
Zariskiego.

Twierdzenie 1.11, oraz proste przeliczenia oparte na Lemacie 1.10 daja nastepujace
Twierdzenie 1.12. Jesli cykl A jest dodatni to: v(A) € UY(M) oraz D(A) €
Uu™t(m).

Przyklad 1.13. Pdlciaglos¢ zestawienia, na ogot nie pociaga pdtciagtosci sktado-
wych. Zauwaimy, ze funkcja

(1,0), gdy x = 0,

(0,1), gdy = # 0.

jest pélciagta z gory ale jej druga sktadowa nie jest pdtciaglta z gory.

ﬁCamaﬂ@:{

1D. Funkcje konstruowalne analitycznie i ich rozklady. Ustalmy roz-
maitosci zespolone M i N. Rozpatrywaé bedziemy klase funkcji analitycznie kon-
struowalnych prowadzacych z M do N.
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Definicja 1.14. Funkcje f: M — N nazywac bedziemy analitycznie konstruowa-
Ina na M jesli jej wykres jest podzbiorem analitycznie konstruowalnym M x V.

Klasa zbioréw analitycznie konstruowalnych opisana jest w ksiazce [L], (Rozdzial
IV.8). Nalezy podkreslié, ze rozpatrywane tutaj funkcje konstruowalne anality-
cznie okredlone beda zawsze na calej rozmaitodci (a nie tylko jej podzbiorze) co
ma znaczace nastepstwa. Interesowaé¢ nas beda szczegdlnie funkcje konstruowalne
o wartosciach w Z™ C C". Oznaczmy

KMM)={f:M —Z" | f jest analitycznie konstruowalna}.

Lemat 1.15. Jesli f : M — Z™, to f € K™(M) doktadnie wtedy gdy wszystkie
wtdkna f sa podzbiorami analitycznie konstruowalnymi rozmaitosci M .

Dowéd. Mamy f~1(c)x{c} = fN(M x{c}) wiec wiékna funkcji konstruowalnej
sa konstruowalne. Zauwazmy ponadto, ze f = J,c;(f 7' (¢) x {c}). Poniewaz suma
ta jest lokalnie skonczona wiec konstruowalno$é¢ widkien pociaga konstruowalnoséé
funkeji. To koniczy dowdd lematu. O

Whiosek 1.16. Jesli M jest rozmaitosciq zespolong oraz n > 1 to U™(M) C
Kr(M).

Dowdd. Dla dowolnego ¢ € Z" oznaczmy przez ¢’ element nastepny w Z" w
porzadku leksykograficznym. Wtedy f=1(¢c) = fI\ f1¢'] jest zbiorem konstruowal-
nym jako réznica dwdéch zbioréw analitycznych. [

Twierdzenie 1.17. Niech M bedzie rozmaitosciq oraz f € K™(M). Wtedy:

(1) Jesli C jest nierozktadalnym podzbiorem analitycznym M, to istnieje ¢ € Z™
takie, ze C N f~(c) =C,
(2) widkna [ stanowiaq rodzine lokalnie skoriczona na M.

D o w 6 d. Aby wykazaé (1) wystarczy zauwazy¢, ze C = |J.czn C N f71(c).

Dla dowodu (2) z rodziny K™(M) wybierzmy funkcje konstruowalna g, ktéra
nie spehia rozpatrywanego warunku oraz jej nosnik (analityczny w M) supp (g) =
{z € M : g(z) # 0} ma najmniejszy wymiar. Wezmy {C} } ;e rodzine, skltadowych
nierozkladalnych supp (g). Na podstawie (1) otrzymujemy ”wartosci generyczne”
aj € Z™ funkcji g na C; dla j € J. Okredlmy h = g — p gdzie p = ZjeJ a,;v(C)).
Poniwewaz p € K"(M) oraz lokalnie przyjmuje skoriczona liczbe wartoscei, wiec
h € K"(M), dim (supp (h)) < dim (supp (g)) oraz rodzina widkien h nie moze by¢
lokalnie skoriczona. Jest to sprzeczne z wyborem funkcji g. O

Whiosek 1.18. K" (M) jest Z modutem.

D o w 6 d. Wynika to natychmiast z Twierdzenia 1.18 oraz Lematu 1.15. [J
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Twierdzenie 1.19. Dla odwzorowania f = (f1,...,fn) : M — Z" nastepujace
warunki sq rownowaine:

(1) fek™(M),
(2) fieKYM) dlai=1,...,n.

D o w 6 d. Bez klopotu zauwazamy, ze (2) = (1) gdyz przeciecie skoniczonej
rodziny zbioréw konstruowalnych jest konstruowalne. Dla dowodu przeciwnej im-
plikacji zauwazmy, ze widkno sktadowej jest suma pewnej rodziny wiokien f. Na
podstawie twierdzenia 1.17 otrzymujemy teze. [J

Korzystajac z poprzednio wprowadzonych oznaczern mozemy wprowadzi¢ odw-
zorowanie:

v:G(M)3 A—v(A) e KHM)

Jest ono poprawnie okreslone dla zbioréw C' nierozkladalnych w M wiec na pod-
stawie Wniosku 1.18 réwniez dla cykli analitycznych. Kluczowa role bedzie odgry-
walo nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1.20. Odwzorowanie v : G(M) > A — v(A) € KY(M) jest izomor-
fizmem Z, modutow

D o w 6 d. Latwo zauwazy¢, ze v jest monomorfizmem. Przypusémy wiec teraz,

ze v(G(M)) # KY(M) i wybierzmy f € K}(M) \ v(G(M)) taka, ze zbiér

supp (f) = {z € M : f(z) # 0}.

ma najmniejszy wymiar. Niech {C;};cs bedzie rodzina skladowych nierozkladal-
nych zbioru supp (f). Na podstawie Twierdzenia 1.17 (1) otrzymujemy ”wartosci
generyczne” o funkeji f na C; dla j € J. Okreslmy g = f—zje] a;v(C;). Wtedy
g € KY(M) \ v(G(M)) oraz dim (supp(g)) < dim (supp (f)), co jest sprzeczne z
wyborem f. O
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INTERSECTION THEORY IN COMPLEX ANALYTIC GEOMETRY AND APPLICATIONS

Summary. This paper is to be treated as the first in the series on intersection
theory in complex analytic geometry and applications. As for prerequisites, the
reader is expected to be familiar with basic result of complex analytic geometry.
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