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TWIERDZENIE REIDERA
DLA ZANURZENIA WYZSZEGO RZEDU

H. Tutaj-Gasinska (Krakéw)

Wstep

W ostatnich latach pojawilo sie kilka podejs¢ do zanurzen wyzszego rzedu.
Nowe definicje zostaly wprowadzone gléwnie w pracach Beltramettiego, Francii
i Sommese [1], [2]. Najwazniejsze z nich to k—bardzo szeroko$¢ oraz generowanie
dzetéw do rzedu k. Szereg informacji na temat zanurzen wyzszego rzedu mozna
znalezé w pracy [10] w tym samym tomie. Tutaj przypomnimy jedynie nastepujaca
definicje.

Definicja 1 Niech V' bedzie gtadka rozmaito$cig rzutowa i niech L bedzie wigzkg
liniowa na V. Mowimy, ze wigzka L generuje dzety do rzedu k, jesli dla dowolnych
punktéw x1, ..., x, oraz dodatnich liczb catkowitych kq, ..., k. takich, ze k1 + ...+
k, = k+ 1 odwzorowanie

HY(L) — HY(L® Oy /mk @ - @ mkr)

T

jest surjekcjq.
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Twierdzenie Reidera [8] zostalo uogélnione przez Beltramettiego i Sommese [2] na
przypadek wiazek k—bardzo szerokich. Celem niniejszej pracy jest dowdd analogi-
cznego twierdzenia dla wiazek generujacych dzety do rzedu k.

Twierdzenie. Niech X bedzie gladka powierzchniaq i niech L bedzie nef i duig
wigzka lintowa na X taka, Ze:

(*) L* > (k+2)*+1
(**) LC > k? + 3k + 3 dla kazdej krzywej C C X.
Wowczas wiazka stowarzyszona Kx + L generuje dzety do rzedu k.

Dla generowania dzetéw w jednym punkcie twierdzenie to zostalo udowodnione
przez Lazarsfelda [7, Twierdzenie 7.4]. Szkic dowodu tezy naszego twierdzenia
przy mocniejszych zatozeniach przedstawit Demailly [3].

Zapis i konwencje

W pracy wszystkie rozwazania sa prowadzone nad cialem liczb zespolonych C. O
rozmaitosciach zakladamy, ze sa gladkie i rzutowe. Przez Kx oznaczamy dywizor
kanoniczny rozmaitosci X. Dla snopa koherentnego F na rozmaitosci X przez
HY(X,F) = H'(F) oznaczamy odpowiednie grupy kohomologii a przez hi(F) =
dime HY(F) ich wymiar. Dla punktu x € X przez m, oznaczamy jego snop idealéw.
Dla wiazek liniowych L i dywizoréw D na X wymiennie uzywamy zapisu L + D,
Ox(D)® L lub Ox(D + L) w zgodzie z obecnymi tendencjami w literaturze.

Generowanie dzetow na powierzchniach

Niech V bedzie gtadka rozmaitoscia rzutowa wymiaru n i niech L bedzie wiazka
liniowa na V. Przypomnimy najpierw wykorzystywane w pracy pojecia.

Definicja 2 a) Wiazka L na V jest numerycznie efektywna (nef) jesli LC' > 0
dla kazdej krzywej C C V.

b) Wiazka L jest duza, jesli ma maksymalny wymiar Kodairy, czyli h®(kL) = k™.
W szczegdlnosci numerycznie efektywna wigzka L jest duza gdy L™ > 0.

Definicja 3  a) Q-dywizorem na V nazywamy Q-liniowa kombinacje:
Z:=> a;D;; a;€Q
i

gdzie D; sq mierozktadalnymi, zredukowanymi podrozmaitosSciami kowymiaru
1.
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b) Zaokragleniem do gory Q-dywizora Z := 3, a;D;, a; € Q; nazywamy dywizor
[2]:=" [a;1D;

gdzie [a] :=min{m € Z : m > a}.

¢) Zaokragleniem do dotu Q-dywizora Z := )", a;D;, a; € Q; nazywamy dywizor

gdzie [a] == mazx{m € Z: m < a}.

Definicja 4 Niech Z bedzie Q-dywizorem. Analogicznie jok w definicji 2, mdowimy,
ze dywizor Z jest numerycznie efektyuny gdy ZC > 0 dla kazdej krzywej C C V;
oraz gdy Z jest nef to mowimy, ze Z jest duzy gdy Z™ > 0.

Nastepujace twierdzenie [6], [11] stanowi uogdlnienie klasycznego twierdzenia Ko-
dairy o znikaniu.

Twierdzenie 5 (Kawamata-Viewheg) Niech Z bedzie numerycznie efekty-
wnym 1 duzym Q-dywizorem na gladkiej rozmaitosci rzutowej V , takim, ze nosnik
Q-dywizora {Z} := Z — [Z] jest dywizorem z normalnymi przecieciami. Wdowczas

HY(V,0y(Ky +[Z])) =0 dla i> 0.

Lemat 6 (Sakai, [9]) W przypadku gdy V jest gladka powierzchnia twierdzenie
Kawamaty-Viehwega jest spetnione bez zaltoZenia o normalnych przecieciach.

Twierdzenie 5 i powyzszy lemat sa podstawowymi narzedziami w dowodzie
gléwnego rezultatu tej pracy:

Twierdzenie. Niech X bedzie gladkq powierzchnia, niech L bedzie nef i duiq
wiazkq liniowa na X, taka, Ze:

(*) L* > (k+2)*+1
(**) LC > k? + 3k + 3 dla kazdej krzywej C C X.

Wowczas Kx + L generuje dzety do rzedu k.

Dowéd. Niech zq,...,xz. € X oraz niech ki,...,k. beda dodatnimi liczbami
catkowitymi takimi, ze k1 + --- + k- = k + 1. Mamy wykazaé, ze odwzorowanie

HY(Kx +L) — H(Kx +L)® Ox/mk @ - @ mkr)

jest surjektywne.
W tym celu wystarczy pokazac, ze

H' ((Kx +L)@mi @ - @mkr) =0.

T
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Niech f : X — X bedzie rozdmuchaniem X w punktach zi,...,z,. Wéwczas
K; = f*Kx + E1 +---+ E,, gdzie E; oznacza dywizor wyjatkowy nad punktem
x;. Korzystajac z ciagu spektralnego Leray’a [4, rozdzial 3.5] oraz formuly rzutowej
[5, éwiczenie 2.5.1] mamy:

H' (Kx+L)emi @ --@mk) 2 H (f*Kx + f*L—kE, — - — k.E,).

Ty

Zatem wystarczy udowodni¢, ze
HY K4+ f*L— (ki + 1)By — -+ — (k, + 1)E,) = 0.

Z twierdzenia 5 i lematu 6 wynika, ze wystarczy skonstruowaé¢ Q-dywizor Z (na
X), numerycznie efektywny i duzy, taki, ze:

[(Z1=f"L— (k1 +1)Ey — - — (k, + 1)E,.

Reszta dowodu poswiecona jest konstrukcji Z. Zanim do niej przystapimy
potrzebna bedzie nastepujaca:

Definicja 7 (1) Niech Dy bedzie dywizorem. Mdéwimy, zZe Q-dywizor D := %Dl
ma w punkcie x krotnos$é wieksza (mniejsza, réwna) od q jesli dywizor D1 ma
w x krotnod$é wieksza (mniejsza, réwna) od mq.

(2) Méwimy, ze Q-dywizor D € |nL| ma osobliwo$é prawie izolowana o indeksie
wiekszym od s w punkcie x jesli:
a) mult, D > ns
b) Istnieje U, otoczenie x, takie, Ze mult, D < n,Vy € U\ {z}.

Lemat 8 Niech X bedzie gladka powierzchniaq rzutowa; x1, ...,z € X ustalonymi
punktami na X i k dodatnig liczba calkowitq. Niech L bedzie nef wiazka liniowq
na X, spelniajaca zatozenia (*) i (**).

Wéwczas, dla odpowiednio duzego n € N istnieje Q-dywizor D € |nL|, majacy
w punktach x;,1 = 1,...,r osobliwosci prawie izolowane o indeksach wiekszych od
ki+1li=1,...r

Dowdd lematu.
Niech, f: X — X bedzie rozdmuchaniem X w z;, i = 1,...,r. Wezmy:

r

B:= f*(mL) =Y (m(k; +1) + 1)E;
i=1
gdzie m jest odpowiednio duza liczba naturalna. Wéwczas:

H®(X, 0 (nB)) = H*(X, Ox (nmL) @ my" "0 @ o (B D),

skad, na podstawie twierdzenia Riemanna-Rocha, dla duzych n zachodzi:
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- n? . mn(k; +1)+n
KX, 05 (nB)) = Sm?1? - Z; < ( : ) ) _
n? - " omk;+1)+ 1
= 7(m2L2 =Y (m(ki+1)+1) =) %).

=1 1=1

Wykorzystujac nieréwnosé (k +2)? > >°7_ (k; + 1)? i biorac m i n odpowiednio
duze otrzymujemy: h°(X,04(nB)) > 0.
Rozwazmy teraz rozklad systemu liniowego [nB|:
|nB| = |M,| + F,
na dywizor bazowy F,, systemu |nB| oraz czes$é ruchoma |M,,|.
Z [7, Propozycja 7.3] dostajemy nieréwnosé:

M? > n?*(m*L? - i(m(k/’i +1)+1)%)

i=1

Z twierdzenia Hodge’a o Indeksie:

M, f*(mL) > +/(m2L?)(M,)? > n, | (m?L3?)(m2L? — i(m(kz +1)+1)2).
i=1

Poniewaz F,, = f*(nmL) —n Y ,_,(m(k; + 1) + 1)E; — M,, to:

(1) F.f*(mL) < nm?L* —n, | (m2L2)(m2L2 — Zr:(m(ki + 1)+ 1)?).
i=1

Niech teraz

T

f(z) :=m?z — | m2x(m2z — z:(m(lfz +1)+1)2).
i=1

Poniewaz funkcja f(z) jest malejaca, nietrudno sprawdzié, ze dla x > (k +2)% + 1
zachodzi
f(x) <m?(k* + 3k +3).

Ze wzoru (1) wynika zatem, ze:

(2) Fof*(mL) < nm?(k* 4 3k + 3)
Rozwazamy teraz F, := f.F, C X, dywizor bazowy dla systemu liniowego
(k1+1)+n nm(k,+1)+n

|Ox(nmL) @ mg, " ® - Q@ my, |. Z nieréwnosci (2) mamy zatem:

F,(mL) < nm?(k?* + 3k + 3),
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skad wynika, ze jesli C' jest komponenta F), to

ordc F,, < mn,
a zatem istnieje dywizor Dy € |Ox(nmL) ® mﬂn(klﬂ)ﬂl ®---®m
majacy w sasiedztwie punktéow z;, ¢ = 1,...,r krotnos¢ mniejsza od nm oraz w
punktach 1, ..., z, krotno$¢ wieksza lub réwna n(m(k; + 1) + 1).
Q-dywizor D := %Dl, spelnia warunki lematu. L]

nm(k,.+1)+n
L |a

Mozemy teraz powréci¢ do dowodu gléwnego twierdzenia.
Niech

Z:= f*L — \f*D,

gdzie L jest wiazka speliajaca zalozenia twierdzenia a D € |nL| Q-dywizorem
spelniajacym teze lematu.

Aby zakonczyé dowdd twierdzenia nalezy sprawdzié, ze przy odpowiednim doborze
A >0 Z jest nef i duzy oraz

(3) [Z] =f"L— (ki +1)E1 — - — (kr + 1)E).
Aby Z byl nef i duzy wystarczy by
(4) 1—-nA>0

(bo L jest nef i duza wiazka liniowa oraz Z € (1 — nA)f*L.)
Aby sprawdzi¢, kiedy zachodzi (3), zapiszmy: D = > ,d;Dj, zatem Z = f*L —
A, d;f*Dj; niech Dj = f*D; — 30_, (mult,, D;)E;, a wiec ostatecznie:

Z=fL— )\Z d;D; — )\Z(multxi D)E;.
J

=1

Latwo zauwazyé, ze aby speliona byla réwnosé (3), wystarczy, by

(5) [Ad;] =0
oraz
(6) [Amult,, D] > k; + 1, i=1,...,7
Zdefiniujmy
ki+1
)\ = max{m, 1= ]., ...,T'}

Poniewaz D spetnia Lemat, to mult,, D > n(k; + 1) oraz d; < n Vj, skad wynika,
ze warunki (4), (5) i (6) sa spelnione, co korczy dowéd twierdzenia.
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REIDER THEOREM FOR HIGHER ORDER EMBEDDINGS

Summary. In the note we give numeric conditions for an adjoint line bundle on
any algebraic surface to be k-jet ample.
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