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1. Motywy, a raczej usprawiedliwienie. Nie pracuje naukowo od kilku lat
i moja wiedza w zakresie specjalnoéci, jaka byla geometria algebraiczna, jest juz
nieco przedawniona. W artykule omawiam wiec swoje wyniki z lat dziewieédziesia-
tych. Ale nie te wyniki byly motywacja do jego napisania, artykutl nie jest praca
naukowa, a raczej esejem i odniesieniem do historii.

W latach dziewiecdziesiatych poprzedniego stulecia wszedlem na krétko, ale
do$¢ gleboko, w obszar historii matematyki. Nietypowo, bylo to zwiazane z praca
badawcza o algebraicznych wiazkach wektorowych nad rozmaito$ciami Fano — do
ktérych nalezy i tréjwymiarowa kwadryka Q3 w zespolonej przestrzeni rzutowej P*.
Okazalo sie, ze moje (wspélne z Giorgio Ottavianim, [OSz]) wyniki z zakresu geo-
metrii wigzek wektorowych daty sie znacznie bardziej interesujaco opisaé, gdy ,,0d-
kurzyliémy” pewna prace [Wil], dzi$ juz osiemdziesiecioletnia. Napisalem wyzej, ze
to ,nietypowe”, bo na ogoét przeciez matematyke uprawiamy ahistorycznie, tak sa-
mo jej nauczamy (niestety, ale sadzimy, ze tak trzeba), a Thomas S. Kuhn w swojej
gloénej niegdy$ ksiazce Struktura rewolucji naukowych,[Ku], podniést to do rangi
dogmatu, powolujac sie zreszta na Whiteheada:

Po co czcié to, co dzigki najtrwalszym wysitkom nauki udalo sie wyeliminowac¢?
Deprecjonowanie faktéw historycznych jest gleboko i prawdopodobnie funkcjonal-
nie zakorzenione w ideologii zawodowej uczonych (...) Whitehead trafnie ujal to
ahistoryczne nastawienie spolecznosci uczonych, kiedy pisal: ,Nauka, ktéra nie
moze sie zdoby¢ na to, aby zapomnie¢ o swych zalozycielach, jest zgubiona”. Nie
mial jednak do korica racji, gdyz nauka, podobnie jak inne sfery zawodowej ak-
tywnosci, potrzebuje bohateréw i zachowuje w pamieci ich imiona. Na szczescie
uczeni, zamiast zapominac¢ o tych bohaterach, potrafili zapomnieé o ich pracach
lub je rewidowaé.”
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Pamietajmy, ze juz Archimedes potrafit catkowaé — za pomoca metody wyczer-
pywania. Nie byla to metoda dajaca nadzieje na ogdlnosé, ale by¢ moze nastepne
pokolenia Starozytnych datby sobie z tym rade..., gdyby istnialo jakiekolwiek zapo-
trzebowanie spoleczne na tego typu badania, jak to sie stalo w na poczatku XVII
wieku.

2. Powrd6t do przysztosci. Najtrudniej jest oczywiscie odtworzyé sposéb my-
$lenia naszych wielkich poprzednikéw i rzutowaé¢ na terazniejszo$é. Czy to jest
w ogéle wykonalne? Pasjonujaca lektura rozprawy doktorskiej (1883) Corrado Se-
gre (1863-1924), [S], data mi wiele do my$lenia na ten temat.

Najpierw kilka definicji, wspélczesnie ujetych. Kwadryka @, bedzie dla nas
hiperpowierzchnia wymiaru n i stopnia 2, okre$lona przez forme kwadratowa sy-
metryczng ¢;;, a wiec opisang przez zera funkcji Z?j:lo q;jT;T; W przestrzeni rzu-
towej P"*! — nad cialem liczb zespolonych C. Interesuje nas w zasadzie kwadryka
gladka (nieosobliwa). Nad cialem algebraicznie domknietym (charakterystyki réz-

nej od 2) kazda nieosobliwa kwadryka jest liniowo réwnowazna ze zbiorem postaci
n+1

Z acf = 0. W podstawowym kursie geometrii na studiach spotykamy sie z kwa-

cllr;)/kami w przestrzeni rzeczywistej, sa to elipsoidy, paraboloidy i hiperboloidy. Jak
zobaczymy dalej, bardziej wlasciwa analogia wielowymiarowa jest nie sfera, a hi-
perboloida jednopowlokowa.

PrzenieSmy sie do lat osiemdziesigtych dziewietnastego wieku. Zdajmy sobie
sprawe, ze po pierwsze, nie bylo jeszcze wtedy teorii mnogosci (w dzisiejszym
sensie). Nie istniala algebra liniowa (taka, jak ja znamy dzisiaj) — jej powstanie
(ok. 1900 roku) przypisuja sobie zaréwno Niemcy, jak i Wlosi. Malo tego, ,nie
bylo” zasady indukcji matematycznej, tej jedynej reguly logicznej, ktora nieznana
byta $redniowiecznym uczonym. Dzisiejszy formalizm (poczatek indukeji, zalozenie,
krok indukcyjny) zastepowano prostym ,i tak dalej”. I jako$ szto. Niemal réwie-
$nikiem Corrado Segrego (dokladniej: od dwa lata starszy) byl Alfred Whitehaed,
a Bertrand Russel byl o osiem lat mlodszy. Na ich Principia Mathematica czekaé
przyszlo jeszcze éwieré wieku. Nikomu nie przychodzitlo do glowy, by definiowaé
matematyke jako nauke o zdaniach postaci a = b. Pewniki Euklidesa znano oczy-
wiscie od dwodch tysiacleci, ale aksjomatyczne ujecie matematyki jeszcze sie nie
upowszechnito. Sadze, ze zaden wykladowca nie byl wtedy w stanie zazartowac
tak, jak ja to niekiedy robie na wyktadzie algebry: jezeli w zbiorze krzesel na sali
okresle odpowiednio dzialania, to ten zbiér moze byé¢ cialem (a pierscieniem na
pewno) — to wszystko jest kwestia spelnienia odpowiednich aksjomatéw.

7 przykroscia odkrywam, ze obserwowany spadek obecnego poziomu nauczania
matematyki objawia sie rowniez i w tym, ze studenci studiéw typu politechnicznego
(z ktérymi mam do czynienia od 15 lat) coraz gorzej przyswajaja sobie pojecia abs-
trakcyjne. Bardzo trudno jest im poja¢ liczby zespolone, aksjomatyke przestrzeni
liniowej, grup itp. Co gorsza, nie rozumiejg pojecia dowodu matematycznego. Ale
wracajmy do geometrii kwadryki.
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3. Czy Corrado Segre zdalby dzisiaj egzamin z algebry liniowej? Ten
przydhugi wstep byl po to, by latwiej zrozumieé¢ trudnosci, jakie mial 20-letni Corra-
do z samym okresleniem przestrzeni liniowej (a potem: rzutowej). W moim (M.Sz.)
przektadzie brzmi ono tak:

Moéwimy, ze zbiér ciagly dowolnych jednostek, ktorych liczba jest réwna m razy
nieskoriczono$¢ (to znaczy, ogélnie, wsréd ktérych znajduje sie skoriczona ich liczba
spetniajacych m prostych warunkéw) tworzy przestrzen wymiaru m, a obiekty te
nazywamy elementami.

A nastepnie: Dowolna przestrzeni wymiaru m nazwiemy liniowa, gdy mozna
kazdemu jej elementowi przypisa¢ wartosci liczbowe (rzeczywiste lub zespolone) w
ten sposob, ze, bez zadnego wyjatku, dowolnej grupie wartosci o ktérych mowa
odpowiada jedyny element rzeczonej przestrzeni i vice versa, kazdemu elemento-
wi odpowiada jedyna taka grupa wartosci. Te wartosci odpowiadajace elementom
nazywamy wspolrzednymi.

Nic dziwnego, ze okreSlenia te zaopatrzone zostaly nota redakcyjna, ze maja
carattere critico, ale — i to ciekawe — ze jest to bez znaczenia, bo w dalszym ciggu
pracy te okreslenia sa w zasadzie nie uzywane. Szczegdlnie pierwsze okreslenie, prze-
strzeni wymiaru m wydaje sie bardzo niedoskonale (c6z sa to ,proste warunki” ?)
a nawet bledne. Wydaje si¢ jednak, ze w zdaniu w nawiasie Segre prébuje oddaé
istote dzisiejszego pojecia bazy przestepnej. Nieprzywiedlny zbiér algebraiczny X
jest wymiaru m nad cialem K, gdy cialo funkcji wymiernych K (X) jest skonczo-
nym rozszerzeniem ciala funkcji wymiernych m zmiennych K(x1, s, ..., %, ). Na
przyktad zbiér okreslony réwnaniem z2 + 2% + 23 + 23 = 1 w przestrzeni afinicznej
jest wymiaru 3, bo sg na nim trzy i tylko trzy niezalezne algebraicznie funkcje np.
X1, Ta, x3. W Swietle pézniejszego (1926) twierdzenia Emmy Noether o normalizacji
jest to prawidlowa definicja.

Zatem... nie zmylil sie mistrz taki [KJ]. Matematyka w pracy Segrego jest doj-
rzala, nawet w $wietle naszych, obecnych standardéw. On po prostu rozumial po-
jecia i wiedzial, co jest matematyka ... i nie musial precyzowaé definicji. Jak dosko-
nale wiemy, w rozwoju matematyki zdarzalo si¢ wiele razy, ze dobrze rozumiano
pewne teorie, zanim kto$ uporzadkowal ich logiczne podstawy (teoria liczb zespo-
lonych, rachunek rézniczkowy). Warto tez przytoczyé fragment, w ktérym autor
(tzn. Corrado Segre) jak gdyby ttumaczy silnie akcentowana potem przez Bertran-
da Russella, a dla nas dzi$ oczywista opinie, ze badaniach matematycznych nie jest
wazna natura badanych obiektéw, a tylko jakie zachodza miedzy nimi relacje:

Rozwazmy dowolna przestrzen (...) . Nazwiemy punktem kazdy z jej elementéw,
niezaleznie od tego, jaka ma nature (ktéra jest dla nas zupelnie niewazna).

Pierwsza historycznie ksiazka, w ktérej mozna znalezé $lady pojecia przestrzeni
liniowej jest ksiazka Bernarda Bolzano Betrachtungen iiber einige Gegenstinde
der Elementargeometrie (1804). Dobrze rozumial to pojecie Herrmann Grassmann
(1809-1877), ktérego idee wyprzedzaly jego czas i zostaly docenione dopiero po
wielu latach [D]. Obecna definicja przestrzeni liniowej pochodzi, jak sie wydaje, od
Giuseppe Peano [P]. Okoto 1900 roku mozna juz méwié¢ o ugruntowaniu sie teorii
przestrzeni liniowych w sensie znanym nam dzisiaj.
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4. Matematyka bez teorii mnogo$ci? Segre uzywal terminu insieme (zbiér),
rozumiejac go w ,naturalny”, intuicyjny sposéb, jak wszyscy az do zmiany paradyg-
matu, dokonanego za sprawa Cantora. Nie podejrzewano, ze istnieje wiele rodzajow
nieskoniczonoéci a symbol taki, jak co?, podwéjna nieskonczonoéé, byt dla kazdego
zrozumialy. Tytul jednej z pdzniejszych prac Segrego: Introduzione alla geometria
sopra una ente algebraico semplicemento infinito, (Annali di matematica pura e ap-
plicata, 1894, serie II, tomo XXII, s. 41-142) bedzie niezrozumialy, dopdki nie prze-
czytamy, ze una varieta semplicemente infinita (rozmaitosé¢ nieskoiczona w sposéb
prosty) to po prostu krzywa (curva), za$ doppiamente infinita (czyli podwdjnie
nieskoniczona) to powierzchnia. Segre pisze wiele razy ,znajdZzmy liczbe przestrzeni
o takich a takich wlasnosciach” i podaje odpowiedZ w postaci: co® — niekiedy to
oznaczenie da sie zobaczy¢ i dzi§ na wykladzie wloskiego matematyka. Wreszcie —
rzecz ciekawa, polem (cialem), nad ktérym wszystkie rozmaitosci byly okreslone,
nie bylo bynajmniej C, ale zbiér liczb algebraicznych. Liczbami przestepnymi nikt
sie specjalnie nie przejmowal — wazna byta algebraiczna domknigtosé ciata. Jak
pamietamy, dopiero w 1844 roku Joseph Liouville odkryt istnienie liczb przestep-
nych, przestepno$¢ m udowodnit Ferdinand von Lindemann w 38 lat pdzniej, to
jest w 1882 r., a metody holomorficzne w geometrii algebraicznej to rzecz znacznie
pozZniejsza.

5. Zapomniany trop. Segre uzywa z pozoru dziwnego oznaczenia S/, na prze-
strzen liniowa (rozumiana tu jako ,co$ plaskiego”: prosta rzutowa, plaszczyzne,
itd., a wiec zanurzone P¥.) Oznaczenie to wydaje sie by¢ sladem dawnego, zapo-
mnianego podejscia do definicji P™(K) . Jak doskonale wiemy, przestrzenia rzutowa
(wymiaru n) nad cialem K nazywamy w algebrze zbiér ciagéw (n+1)-elementowych
tego ciala, z pominieciem ciagu zerowego i z utozsamieniem ciagéw proporcjonal-
nych. Przy takim podejsciu zapominamy o ,pochodzeniu” tego pojecia: punkty
w nieskonczonosci przestrzeni rzutowej odpowiadaja kierunkom linii prostych prze-
strzeni afinicznej. Natomiast zapomniana jest dzisiaj inna ,algebraiczna” interpre-
tacja przestrzeni rzutowej, wykorzystywana w ,zlotym okresie” wloskiej geometrii
algebraicznej, ktéry zaczal sie okoto 1875 roku. Mianowicie: P® = S™(P1). Prze-
strzen rzutowa wymiaru n jest n-ta potega symetryczng prostej. Co to znaczy?
Rozpatrzmy najpierw nieuporzadkowang n-tke punktéw prostej afinicznej C!, tj.

liczb aq, as , ..., ap. Utwérzmy wielomian
(x—a))(zx—az) ... (x —ap) =
n n—1 n—2
= _Jl(a17a27"'7an)m +O—2(a17a27"’7an)$ +...:tan(a1,a2,...,an),
gdzie o1, 09, ..., 0y, sa bazowymi wielomianami symetrycznymi n zmiennych. Od-

wrotnie, majac wielomian, roztozymy go na czynniki i wyznaczymy nieuporzadko-
wang n-tke liczb, czyli punktéw prostej. W nieskomplikowany sposéb poradzimy
sobie teraz z dolaczeniem oo, to znaczy z prostag P! = CUco. Na przyktad uktadowi
1, 2, 3, oo odpowiada wielomian x* — 622 + 11z — 6 = (v — 1)(z — 2)(z — 3) -
mozna mu przypisaé¢ punkt {0,1,—6,11, —6} w zwyklym ukladzie wspélrzednych
jednorodnych. Inaczej méwiac, mozemy traktowaé przestrzen rzutowa P™ jako zbior
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n-tek punktéw na prostej oraz jako zbiér wielomianéw (jednej zmiennej) stopnia 7 .
Wielomiany stopni mniejszych niz n odpowiadaja wowczas punktom w nieskonczo-
noéci a rownowaznosé¢ tego modelu ze standardowym zapewniaja wzory Viete’a
(i zasadnicze twierdzenie algebry!) Zamiast wielomianéw jednej zmiennej réznych
stopni mozemy oczywiscie uzywaé wielomianéw jednorodnych dwéch zmiennych
i ,jednorodnej” wersji zasadniczego twierdzenia algebry: kazdy wielomian jedno-
rodny dwéch zmiennych x, y (dodatniego stopnia) jest iloczynem wielomianéw
liniowych az 4 by .

6. Spazi lineari contenuti in una quadrica o tangenti ad essa. Prze-
strzenie liniowe zawarte w kwadryce lub styczne do niej. Najciekawszym
rozdzialem pracy doktorskiej (diploma di laurea) 20-letniego Corrado Segrego jest
fragment o prostokreslnosci kwadryki, czyli o tym, ile k-plaszczyn (tj. rzutowych P*
jest zawartych w nieosobliwej kwadryce Q,, . Zacznijmy od zrozumienia sytuacji na
rzeczywistej hiperboloidzie jednopowtokowej. Ma ona dwa systemy tworzacych: réz-
ne proste jednego z tych systeméw nie przecinaja sie, natomiast dwie proste naleza-
ce réznych systeméw majg jeden punkt wspolny. Jezeli przez £ i £ oznaczymy ogdlne
proste tych systeméw, to na kwadryce Qo mamy relacje: ¢2 = ¢'2 = 0,4 - ' = 1.
Dzisiaj widzimy to jako strukture pierécienia Chow lub pierscienia kohomologii
kwadryki tréjwymiarowej, H*(Qs,Z). Chodzi o formule, jak przecinaja sie pod-
rozmaitosci danej rozmaitosci. Na kwadryce dwuwymiarowej jest tak, jak na hiper-
boloidzie jednopowlokowej: proste z jednego systemu tworzacych nie przecinaja sie
ze sobg, proste z roznych systeméw majg jeden punkt wspdlny.

Twierdzenie. Gladka kwadryka @Q,, wymiaru n nie zawiera podprzestrzeni linio-

wych wymiaru wigkszego niz 5 . Wymiar rodziny wszystkich m-ptaszczyn zawar-

tych w takiej kwadryce jest réwny
(m+1)(m + 2)

dn,m)=(m+1)(n—m+1) — 5

Mozna latwo zobaczyé podprzestrzenie mozliwie najwiekszego wymiaru, tj. [n].

Przy okazji zrozumiemy drobna réznice miedzy kwadrykami parzystego i nieparzy-
n+1

stego wymiaru. Réwnanie E 22 = 0 moze byé¢ oczywiscie zmienione do jednej z
. i=0
postaci

2
ToT1 + T2x3 + ... TpTpt1 =0 , 25+ 2122 + ... TpTpy1 =0,

w zalezno$ci od parzystosci n. Gdy n jest liczba parzysta, wtedy w pierwszym

napisanym powyzej réwnaniu bierzemy zo = 22 = 4 = ... = x, = 0, pozostale
zmienne moga przyjmowaé¢ dowolne wartosci, wypelniaja zatem przestrzen rzutowa
P"/2. Oczywiscie i dualnie, mozemy wzigé ©; = o3 = o5 = ... = &p41 = 0, pozo-

stale zmienne przyja¢ dowolnie. W przypadku nieparzystego n bierzemy oczywiscie
xo = 0 i potem zerujemy co druga zmienna. Oczywiscie nie sa to wszystkie mozliwe
ptaskie podprzestrzenie najwickszego wymiaru.
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Zanim jednak zobaczymy, jak si¢ to interesujaco dowodzito i dowodzi, pobawmy
sie funkcja d(n,m), wykorzystujac bezrozumne elektroniczne urzadzenia liczace,
ktore tak rozpanoszyly sie w naszym dwudziestym pierwszym wieku. Rozpatrzmy
kwadryke wymiaru 33 (dlaczego taka? — a dlaczego nie?). Program Mathematica
wyrzuci momentalnie

In[1] := n = 33;Table[d|n,m|,m, 1, Floor|n||
Out[1] = {63,90,114,135,153, 168,180, 189,195, 198,198,195, 189, 180, 168, 153} .

Co w tym nadzwyczajnego? No, moze i nic. Ale popatrzmy na wymiary: od wy-
miaru 5 do 16 mamy dualno$¢ - podprzestrzeni liniowych wymiaru 5 na kwadryce
33-wymiarowej jest tyle samo ile 16-wymiarowych, szeSciowymiarowych tyle, ile
15-wymiarowych i tak dalej. Tylko dla wymiaréw kwadryki podzielnych przez 3
wystepuje co§ podobnego. Nietrudno to sprawdzié, to jest zadanie na ekstremum
funkcji kwadratowej! Warianty tego zadania moga by¢ chyba przydatne w OM.
Ale taka koincydencja ,,musi” mieé¢ podloze geometryczne. Jakie? Nie jest to za-
danie w stylu matematyki dwudziestego pierwszego wieku, ale po pierwsze: moze
i co$ ciekawego tu sie da zobaczy¢, po drugie — odkrylem to naprawde bawiac sie
komputerem.

Zobaczmy, jak wzoru na liczbe podprzestrzeni dowodzi Segre i poréwnajmy
z pdzniejszym o 85 lat tekstem [Griffiths, Harris, rozdz. 6.1]. Najpierw Segre (1883);
S!. bedzie oznaczaé taka m-plaszczyzne. Zachowajmy styl wypowiedzi i oznaczenia,
ktore wydaja sie nam dzisiaj po prostu niewygodne, zaciemniajace tok wywodu,
ale oddajace ,ducha”. W szczegdlnosci n nie jest wymiarem kwadryki ¢, a liczba
wspdélrzednych z1, x4, ..., ©,, W stosownej przestrzeni rzutowej; kwadryka jest zatem
wymiaru n — 2. Segre pisze mniej wiecej tak (przeklad méj, M.Sz.) :

Dla m < (n — 2)/2 latwo jest zobaczyé, ze kwadryka ¢ istotnie zawiera
nieskoniczenie wiele S/ . Wezmy dowolny punkt z nalezacy do ¢ i dowolny
punkt 2’ z przeciecia plaszczyzny stycznej z ¢. Prosta S7 laczaca 2/ z x jest
zawarta w . Plaszczyzna styczna do ¢ w punkcie z’ przechodzi przez =z
i przecina plaszczyzne styczna w x wzdluz ¢, zawierajacej owo S7; nastepnie
bierzemy poza nia nowy punkt z nalezacy do ¢ i laczymy go za pomoca S|
z ' . Otrzymujemy S} calkowicie zawarte w ¢ i przechodzace miedzy inny-
mi przez punkty z, z’, x’’. Plaszczyzna styczna do ¢ w punkcie z” przecina
S!_s wzdluz S)_, (przeciecie plaszczyzn stycznych w z, 2/, a”) zawierajace]
S, . W czedci wspdlnej takiej S!_, z ¢, znajdujemy nowy punkt z”’ poza S
i laczymy go z S5 za pomoca S%, ktéra zawiera z, 2/, z, z’”. Kontynuujac,
otrzymujemy przestrzenie liniowe zawarte w ¢, rosnacych wymiaréw. Chcemy
rozpatrywaé, ogélnie, liczbe takich S, ktére przechodza przez dana Sj,. zawarta
w @, oczywidcie pod warunkiem, ze k < m. Zauwazmy, ze w tej poprzedniej
konstrukeji punkt ' mozemy wybraé na oo™ 2 sposobéw, punkt x’ z przeciecia
z plaszczyzng styczng w x mozna wybraé na oo™ 3 sposobéw, punkt 2 z prze-
ciecia z plaszczyznami stycznymi w x i 2’ mozna wybraé na oo™ * sposobow, ... ,
punkt z(®) na co™=2=* sposobéw, ... , i wreszcie punkt ("™ na 0o™ 2™ sposobéw.
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Punkty =, 2/, 2", ..., *®) wyznaczaja dana przestrzeh zawarta w ¢, a za$ lacznie z

punktami z**tD . 20" wyznaczaja S!., zawarta catkowicie w ¢ i przechodzaca
przez owa Sj,.
Pierwsze punkty mozna wybra¢ na

Oon727k71 . oon72fk72 . Oon727m _ Oo(mfkr)(anmfka)/Q

(m—k)m (k+1)

sposobow. Te liczbe trzeba podzieli¢ przez co , poniewaz punkty z S
(™) jako dowolne punkty S! mozna wybraé¢ na 00 (M=K)™ sposobdw.
Otrzymujemy wynik, ze przez dana S}, na kwadryce przechodzi

oo(mfk)(2n73m7k:75)/2
zawartych w niej S/, .

Bezposrednio stad wynika, ze na calej kwadryce jest co(m+t1(@n=3m=4)/2 takich
S’ , poniewaz jest oo™ 2 punktéw x, z ktérych co™ nalezy do S/,,.

Tu sprawa podwdjnie ciekawa, Segre podaje jeszcze dwa inne dowody tego fak-
tu — dzisiaj w pracy naukowej nikt by tak nie zrobil. Ponadto, czyni to po to,
by ,ostatecznie potwierdzi¢” uzyskany wynik - jak w sadzie: im wiecej dowoddw,
tym mocniej ugruntowana teza. Zobaczmy jeden z tych dowodéw (wzoru o liczbie
podprzestrzeni liniowych w kwadryce). Przytoczony wyzej dowdd Segre nazywa
syntetycznym, ponizszy: analitycznym. Oto tekst Segrego (w moim tlumaczeniu):

Mozemy teraz znalezé analitycznie liczbe przestrzeni S, zawartych w ¢, co
bedzie stuzyé potwierdzeniu omawianych zagadnien. Niech z, a,..., (™) bedzie
uktadem n+1 punktéw, ktére wyznaczaja S!,, . Aby cala ta przestrzen byla zawarta
w ¢, dla dowolnych wartosci A musi zachodzié

oAz + Na' 4+ ...+ XMy =

stad
No(z) + N2p(@) 4+ ...+ A2 L 22N p(z,2') + ... =0,

a zatem jest

o) =) =...= ™) =p,2) =... = pa™ D 2(M) = 0.

Roéwnania te wystepuja w liczbie (m—+1)(m+2)/2 i wyrazaja fakt, ze m+1 punktow
x, 2 ,..., (™) lezy na ¢ a takze, ze sa parami sprzezone wzgledem ¢, czyli sa w plasz-
czyznach stycznych do ¢ - zgodnie z rezultatami rozwazan syntetycznych. Poniewaz
punkty z, 2’,..., 2™ mozemy wybraé¢ w dowolny sposéb na szukanej S, musimy
zatem nalozyé m warunkéw i w ten sposéb mamy (m + 1)(m +2)/2 4+ m(m + 1)
réwnan, podczas, gdy liczba niewiadomych (sa nimi wspélrzedne punktéw) jest
(m+1)(n 4+ 1). Zatem uklad jest nieoznaczony

(m+1)((n—=1) = (m+2)/2) = (m+1)(2n — 3m — 4)/2

(m+1)(2n—3m—4)

razy, innymi stowy, kwadryka ¢ zawiera co przestrzeni S/ | jak to

juz widzieliémy wczesniej.
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Tyle Segre. Wspolczesny recenzent kazalby to napisaé inaczej. Najpierw obli-
czamy, ze rozwiazania ukltadu (m+1)(m+2)/2 réwnan z (m+ 1)(n — 1) niewiado-
mymi tworza zbiér wymiaru rownemu réznicy liczby niewiadomych i liczby rownan
— w Polsce nazywa si¢ to arbitralnie twierdzeniem Kroneckera-Cappelli — a potem
od tego trzeba odja¢ wymiar grupy automorfizmoéw.

Uff! Jak tego dowodza Griffiths i Harris (1978), [GH]|? W ich rozumowaniu
wystepuja dwa charakterystyczne motywy: po pierwsze ,uzmienniamy” nie tylko
k-plaszczyzne na danej kwadryce, ale i cala kwadryke. Rozpatrujemy zbiér wszyst-
kich kwadryk F. Widzimy wszystko dynamicznie, wszystko sie¢ rusza i zmienia.
Wréémy tez do wspdlczesnych oznaczen, niech n bedzie wymiarem kwadryki. Po-
niewaz wymiar przestrzeni form kwadratowych n + 2 zmiennych jest réwny

_ (n+2)(n+3)
nE T

zatem kwadryk w P"*! jest dim F = W -1

Drugim charakterystycznym motywem rozumowania jest rozpatrywanie zbioru
incydencji. W naszym kontekscie jest to zbiér zlozony z par (Q, P), gdzie Q € F
jest kwadryka, a P C Q jest k-plaszczyzna. Mozemy traktowaé P jako element
Grassmannianu G = G(k,n+ 1) . Musimy wiedzieé, ze zbiér incydencji, jak i Gras-
smannian, ma strukture algebraiczng i dim Grass(k,n+ 1) = (k+ 1)(n—k+1).
Niech I bedzie zbiorem incydencji. Mamy dwa naturalne rzutowania:

™1
I — F
T |
G

Wymiar przestrzeni, o ktéry nam chodzi, to wymiar wlékna ogdlnego odwzoro-
wania 7 . Obliczamy inne wymiary. Form kwadratowych k + 1 zmiennych jest
(k+1)(k+2)

5 , zatem wymiar wldkna rzutowania o jest réwny réznicy

(n+D(n+2) k+DE+2)
2 B 2 o

Suma tej liczby 1 wymiaru bazy, na ktora si¢ rzutuje, to znaczy G, jest wymiarem
1 2 k+1)(k+2
zbioru incydencji, tzn. (k+ 1)(n — k + 1) + (ntn+2) (k+DE+2 1.

Poszukiwany wymiar rodziny wszystkich k-ptaszczyzn na kwadryce wymiaru n jest
zatem réwny roznicy

kK+1)(k+2
dimI — dim F = (k+1)(n_k+1)_%.
Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze wynik zgadza sie z wczesniejszym wy-

nikem Segrego, a réznica polega tylko na oznaczeniach.
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Oddajmy znowu glos Segremu — dowodzi on w jeszcze jeden sposéb wzoru na
liczbe plaskich podrozmaitosci na kwadryce, a czynia to za pomoca wielce potem
efektywnej metody rzutowania srodkowego. Ot6z wybierzmy (hiper)plaszczyzne H
i punkt na kwadryce, ale poza H, p ¢ H irzutujmy kwadryke na H z tego punk-
tu. Odzworowanie jest wzajemnie jednoznaczne poza przecieciem hiperplaszczyzny
stycznej do kwadryki, wyprowadzonej z punktu p, z tg kwadryka i to jest podstawa
do rozumowan indukcyjnych.

7. Kwadryka Kleina po staremu i po nowemu. Jak méwi nie calkiem
niepowazna zasada Arnolda, zadne pojecie matematyczne nie jest nazwane nazwi-
skiem rzeczywistego odkrywcy. Nie inaczej jest ze wspélrzednymi Pliickera, kwadry-
ka Kleina itp. Wszystko to powinno by¢ oddane Grassmannowi (Hermann Giinther
Grassmann, szczecinianin, 1809-1877). Zauwazmy najpierw, ze dzieki dualizmowi
zawartemu w rownaniu linii prostej na plaszczyznie rzutowej

gLy + A1T1 + Ao = 0,

zbiér linii prostych zawartych w P? ma naturalng strukture rozmaitosci algebra-
icznej, izomorficznej z ta sama plaszczyzna a zwanej w tym kontekscie przestrzenia
dualng do P2, oznaczana jako P?*. Widzimy poza tym, ze wybér izomorfizmu
miedzy plaszczyzna, a plaszczyzna do niej dualng jest wyznaczony przez wybor
nieosobliwej formy kwadratowej, czyli stozkowej gladkiej.

Zbiér linii prostych, lezacych w P3 ma troche bardziej skomplikowang struktu-
re, ma naturalna strukture kwadryki w przestrzeni pieciowymiarowej. Najprosciej
przekonaé sie o tym tak. Niech a = [ag, a1, as,as] 1 b = [bo, b1, ba, bs] beda dwoma
punktami przestrzeni. Wtedy zespél wyznacznikéw P(a,b) =

|

wyznacza pewien punkt przestrzeni P®, niezalezny od wyboru punktéw a, b na
ustalonej prostej £ C P3. Jezeli te wyznaczniki oznaczymy kolejno przez Dij, to
mamy zalezno$é

ap Qi
bo by

apg a
bo bo

ap as
bo b3

al as
bi b2

a; as
by by

s as
by by

) ) )

Po1P23 — Po2P13 + Pospiz = 0.

A zatem zbiér linii prostych przestrzeni tréjwymiarowej P2 ma naturalna struk-
ture czterowymiarowej kwadryki w P5. To wiedzial juz Grassmann, ale dzisiaj
nazywamy ja (,zasada Arnolda”’!) kwadryka Kleina.

Czy wszyscy znaja ten niesamowity dowéd niewymiernoéci liczby /2 dlan > 37?
Przypusémy, ze p™ = 2q" przy catkowitych i niezerowych p, ¢q. Napiszmy prawa stro-
ne w postaci ¢" +¢" i skorzystajmy z WTF! Okropne, prawda? Nieco podobnie jest
7 wspolczesnym (chociaz jeszceze dwudziestowiecznym) dowodem tego, ze zbiér linii
prostych w przestrzeni tréjwymiarowej P? ma naturalna strukture kwadryki. Wy-
bieramy w tym celu stabilng wigzke wektorowa € rangi 2 na P2 o klasach Cherna
1 = —1, cog = 1. Z teorii Mori (Shigefumi Mori, Fields 1990) wynika, ze projekty-
wizacja wiazki £ ® O(1) ma dwa rzutowania: ,pionowe” na bazowa P? i ,poziome”
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na Qq. Przy projektywizacji linie proste w P3 | podnosza sie” izomorficznie do linii
prostych. Teoria Mori méwi, ze co w pierwszym rzutowaniu jest podnoszone izo-
morficznie, przy drugim rzutowaniu jest Sciagane do punktu. To daje omawiana
odpowiednioéé miedzy punktami kwadryki a liniami prostymi w P3. Szczegdly sa
mocno skomplikowane i moze poréwnanie z tym nieco kuglarskim (choé¢ przeciez
logicznie poprawnym) dowodem niewymiernosci liczby {/2 nie jest wlasciwe.

I jeszcze jeden ,,powrdt do przyszloéci”. Systemem liniowym prostych w P3 na-
zywamy zbiér linii prostych odpowiadajacy czeSci wspélnej kwadryki Kleina i hi-
perplaszczyzny (wymiaru 4) w P®. Nietrudno podaé petng klasyfikacje takich sys-
temow. We wspodlrzednych Pliickera réwnaniem systemu liniowego jest

Z a;;jpi; =0,

gdzie J = [a;;] jest macierzg skosnie symetryczna. Systemy liniowe sg rozréznialne
za pomocy wspolczynnika oznaczanego tradycyjnie przez € :

Q= 2(ap1a23 — ap2a31 + ap3a12) -

Gdy Q # 0, to system nazywa sie ogdlny. Systemy majace Q = 0 sg szczegélne.
Analiza systeméw szczegdlnych nie jest wcale zamknieta karta. Ale przypatrzmy
sig¢ ogblnym. Macierz skosnie symetryczna J o niezerowym wyznaczniku okresla
interesujaca algebraiczna wiazke wektorowa, zwana wiazks korelacji zerowej. Naj-
pierw (¢éwiczenie dla studentéw pierwszego roku) przekonajmy sie, ze taka macierz
musi mieé parzysta liczbe wierszy (i kolumn). Wiemy z kursu algebry liniowej, ze
nie ma naturalnego izomorfizmu przestrzeni na przestrzen do niej dualng — zawsze
czyms$ sie trzeba podeprzeé, iloczynem skalarnym albo stozkowa. Niech V' bedzie
przestrzenia liniowa wymiaru 4, z ktorej przez projektywizacje powstaje tréjwy-
miarowa przestrzen rzutowa P2 . Zauwazmy najpierw, ze :

Ogolny system liniowy wyznacza korelacje zerows, tzn. izomorfizm i : V — V*
taki, ze dla kazdego z € Q4 mamy z € i(z) . Istotnie, 27 Jz = (27 Jz)T = 27 JT2 =
—2TJx, azatem 27 Jx =0, czylixz € 27 J .

Z kolei korelacja zerowa wyznacza interesujaca wiazke wektorows rangi 2 na
przestrzeni rzutowej P(V) = P23, zwana wiaénie wigzka korelacji zerowej (null
correlation bundle). Jej widknem w punkcie x jest przestrzen ilorazowa V/i(x).
Bardziej doktadne okreslenie tej wiazki jest nastepujace. Jezeli  jest wiagzka ko-
styczng na P3, to przekroje Q ® O(2) sa w naturalnej odpowiedniosci z macierzami
antymetrycznymi 4 x 4 — wybdr macierzy nieosobliwej wyznacza zanurzenie wiazki
trywialnej w Q ® O(2), a zatem mamy ciag doktadny

0—0—QR02) —N—0,
w ktérym N ® O(—1) jest wiazka korelacji zer. Ta niepozornie wygladajaca wiazka

wektorowa odgrywa wazna role przy klasyfikacji wiazek, ale wspominam o niej
z innej okazji.
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8. Gaweda o pewnych sprawach. Jerzy Browkin (1934 - 2015) powiedzial
kiedy$ tak: W dziewietnastym wieku ludzie znali pewne liczby — obecnie znaja je
jako rzedy pewnych grup”. Parafrazujac to, widzimy, ze dawne, pochodzace z po-
lowy dziewietnastego wieku konstrukcje geometryczne, ukazuja sie nam teraz w in-
nym $wietle — sa czescia teorii wiazek wektorowych, bardzo modnej w latach osiem-
dziesigtych i dziewieédziesiagtych poprzedniego, czyli dwudziestego wieku. A drugie
powiedzenie pochodzi od Andrzeja Grzegorczyka (1922 - 2014): ,Matematyk ma
dwie przyjemnoéci: konstruowanie i dowodzenie”. Ja sadze jednak, ze tych przyjem-
nodci jest wiecej — wsrod nich i rado$¢ odkrywania na nowo starych rzeczy: méowiac
nieco pompatycznie, przywracania im dawnego blasku. Ostrzeglem na poczatku, ze
artykut ma forme eseju. Ot6z we wspoélnej pracy z Giorgio Ottavianim w 1994 roku
badalismy przestrzenie moduli wiazek wektorowych rangi 2 na kwadryce tréjwy-
miarowej Q3 . Udalo si¢ nam miedzy innymi dokltadnie opisaé strukture przestrzeni
M(0,2), ztozona z wiazek stabilnych o klasach Cherna ¢; = 0, ¢o = 2. Nie wcho-
dzac w szczegodly, wiazki owe byly klasyfikowane przez postaci Jordana macierzy
AJ, gdzie A byla macierza symetryczna, zas J — antysymetryczna. Inaczej rzecz
ujmujac, typ wiazki zalezal od relacji miedzy dwiema formami: symetryczna i anty-
metryczna, albo jeszcze inaczej: od konfiguracji linii izotropowych wzgledem formy
J na kwadryce okreslonej przez A. Do opisu osobliwoéci uzyliSmy programu Ma-
calauy, powstalego ledwie kilka lat wczedniej. ,,Zaraz, zaraz” powiedzial Gioorgio,
»ja juz gdzie$ to widziatem”. Po dluzszej chwili przyniést z biblioteki zakurzony
tom z 1936 roku, w ktérym John Williamson poklasyfikowal wlasnie to, o co nam
chodzito.

Geometria algebraiczna jest we Wloszech jak topologia w Polsce — dawna Swiet-
noéé. Dlatego moj wspédtautor mogt sie domyslié, ze ,to juz bylo”. Ale obu nam
bylo przyjemnie, ze odkrylidémy cos, co laczy stare z nowym.

9. Jeszcze jeden stary rezultat w nowym Swietle. Niekiedy zbidr linii
prostych na rozmaitosci algebraicznej X nazywa sie rozmaitoécia Fano tej rozma-
itoéci, F(X), od nazwiska matematyka wloskiego Gino Fano (1871 - 1952). Jest
zrozumiale, ze F(Q2) = P, U P; (dwie kopie prostej rzutowej). Interesujace jest
poréwnanie dwéch dowoddw (starego i nowego) naatepujacego faktu:

Kazde zanurzenie kwadryki wymiaru 3 w kwadryke wymiaru 4: Q3 — Q4 wy-
znacza utozsamienie F(Q3) z przestrzenia rzutows tréjwymiarows P3.

Dowéd 1 (,dzigwietnastowieczny”). Niech V' oznacza przestrzen afiniczna (li-
niows), ktérej projektywizacja jest P3. Przy zanurzeniu Q3 — Q4 prosta L jest
zawarta w doktadnie dwoch ptaszczyznach Py , Ps, pochodzacych z dwoch syste-
méw tworzacych na Q ; niech Py = {{ CP3: 2z € ¢}, Pa ={{ CP3: [ C P}
Woéwezas odpowiednio$é L — x okredla izomorfizm F(Q3) na P3, za$ odpowied-
nio$¢ L — P okresla izomorfizm F(Q3) na P3x .

Dowéd ,wspolezesny”, (szkic, szczegdly np. w [O] i [SzW]; tu chee tylko poka-
zaé zmiang stylu). Rozpatrzmy wiazke spinorowa S na Q3. Jest to obciecie wiazki
uniwersalnej z Grassmannianu G(1,4) i jest wiazka stabilng rangi 2, o klasach
Cherna ¢; = 1, ¢ = 1. Na kazdej prostej] L C Q3 mamy S|L = O & O(1).
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Projektywizacja P(S) jest rozmaitoscia wymiaru 4. Mozna wykazad, ze system linio-
wy &s definiuje odwzorowanie (kontrakcje) P(S) w P?. Poniewaz S|L = O & O(1),
wiec w projektywizacji P(S) — Qg3 istnieje krzywa £, ktéra jest Sciagnieta do punk-
tu przez odwzorowanie wyznaczone przez system liniowy.

10. Sprawa polska. Niedlugo nadejdzie setna rocznica odzyskania niepodle-
glosci, a wraz z ta rocznica 100 lat od stynnego artykulu Zygmunta Janiszewskie-
go z idea, ktéra tak tu streszcze ,stwérzmy wlasna, polsks szkole matematyczna,
przyjdzmy do Europy z naszym wtasnym dorobkiem, na pewno si¢ uda!” W pi-
$miennictwie polskim na ogdl jest przemilczane (choé zalozyciele Polskiej Szkoly
Matematycznej weale si¢ z tym nie kryli), ze byt to skopiowany pomyst Wiochéw,
ktérzy po zjednoczeniu w 1870 roku tez mieli biedny kraj, zniszczonym wojna-
mi i wewnetrznymi swarami. Oni postawili na geometrie algebraiczng — Polacy
na logike, topologie i teorie mnogosci; analiza funkcjonalna i podstawy geometrii
wyskoczyly potem. Jak wiemy, udalo sie i im, i nam, chociaz Wlosi mieli wiecej
szczescia — ich geometria algebraiczna odzyla na nowo w latach pie¢dziesiatych XX
wieku. Topologia ogdlna i teoria mnogosci weszly do skarbnicy ogélnej wiedzy ma-
tematycznej, podstawy geometrii zostaly wyeksploatowane jak kopalnie surowcoéw
w Tatrach.
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GEOMETRY OF QUADRICS IN PROJECTIVE SPACES,
FROM 19TH TO THE 21TH CENTURY

Summary. The article, written in a form of an essay rahter than scientific paper,
deals with the geometry of a smooth quadric in the projective n-space over complex
numbers. We compare old, 19th century methods (mostly by Corrado Segre) with
contemporary approach to the same problems (Mori theory, geometry of vector
bundles).
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