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Wspétautorzy

Wyktad przygotowany jest na postawie wspdlnej pracy (arXiv:
1706.02350) z

Thomasem Bauerem (Marburg),
Sandra Di Rocco (KTH Stockholm),
Davidem Schmitzem (Marburg)

i

Tomaszem Szembergiem (UP Krakéw).

Prezentacja dostepna jest na stronie:
http://szpond.up.krakow.pl/Lodz 2018.pdf
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Funkcja Hilberta i wielomian Hilberta

Niech | C R bedzie ideatem jednorodnym w pierscieniu wielomianow
R = K]|xo, ..., xn]. Funkcja Hilberta ideatu | nazywamy odwzorowanie
HF g, zadane wzorem

HFR//(C]) = dlm(R//)d
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Funkcja Hilberta i wielomian Hilberta

Niech | C R bedzie ideatem jednorodnym w pierscieniu wielomianow

R = K]|xo, ..., xn]. Funkcja Hilberta ideatu | nazywamy odwzorowanie
HF g, zadane wzorem

HFR//(C]) = dlm(R//)d

.
Twierdzenie

Funkcja Hilberta od pewnego momentu staje sie wielomianem, tzn.
istnieje wielomian HPg//(d) taki, ze
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Oznaczenia w sytuacji geometrycznej

Jedli | jest wysaturowanym ideatem definiujgcym podschemat
V c PV(K), to piszemy

HFy(d) = HFg/,(d)

oraz
HPy(d) = HPg/(d).
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Meta Problem

Wielomian Hilberta moze by¢ wyznaczony algorytmicznie, np. za pomoca
programow do obliczen symbolicznych. Funkcja Hilberta jest znacznie
trudniejsza do wyznaczenia.
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Meta Problem

Wielomian Hilberta moze by¢ wyznaczony algorytmicznie, np. za pomoca
programow do obliczen symbolicznych. Funkcja Hilberta jest znacznie
trudniejsza do wyznaczenia.

Problem

Wyznaczy¢ funkcje Hilberta dla dowolnego podschematu w PN(K).
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Meta Problem

Wielomian Hilberta moze by¢ wyznaczony algorytmicznie, np. za pomoca
programow do obliczen symbolicznych. Funkcja Hilberta jest znacznie
trudniejsza do wyznaczenia.

Problem
Wyznaczy¢ funkcje Hilberta dla dowolnego podschematu w PN(K).

Uwaga

W takiej ogdlnosci problem ten jest zbyt trudny.
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Meta Problem

Wielomian Hilberta moze by¢ wyznaczony algorytmicznie, np. za pomoca
programow do obliczen symbolicznych. Funkcja Hilberta jest znacznie
trudniejsza do wyznaczenia.

Problem
Wyznaczy¢ funkcje Hilberta dla dowolnego podschematu w PN(K).

Uwaga

W takiej ogdlnosci problem ten jest zbyt trudny.

Najprostsze funkcje Hilberta pojawiaja sie dla podrozmaitosci, ktére
zadaja niezalezne warunki na formy okreslonego stopnia. J
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Dwuwielomianowa funkcja Hilberta

Definicja (Carlini, Catalisano, Geramita)

Méwimy, ze podschemat V C PV(K) ma dwuwielomianowa funkcje
Hilberta jesli
HF\(d) = min {HPpn(d), HPy(d)}

dla kazdego d.
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Dwuwielomianowa funkcja Hilberta

Definicja (Carlini, Catalisano, Geramita)

Méwimy, ze podschemat V C PV(K) ma dwuwielomianowa funkcje
Hilberta jesli
HF\ (d) = min {HPpn(d), HPy(d)}

dla kazdego d.

| \

Uwaga

Dla kazdego d zachodzi

HPpn(d) = (N d* d).
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Przyktady

Przyktad

Niech V' bedzie skoriczona suma s ogdlnych punktéw w przestrzeni
rzutowej PN(K). Wtedy V ma dwuwielomianowa funkcje Hilberta.
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Przyktady

Przyktad

Niech V' bedzie skoriczona suma s ogdlnych punktéw w przestrzeni
rzutowej PN(K). Wtedy V ma dwuwielomianowa funkcje Hilberta.

Dokftadniej, mamy
HFy(d) = min { (N:d) s }

dla kazdego d.
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Od punktéw do ttustych punktéw, krok m = 2

Twierdzenie (Alexander-Hirschowitz 1995)

Niech V' bedzie uktadem s ogélnych punktéw podwdjnych w PV(K) (nad
ciatem algebraicznie domknigtym charakterystyki zero). Wtedy

HFy(d) = min { (N :; d), s(N + 1) }

poza nastepujacymi przypadkami
e d=22<s<N;

o N=2d=4s=5;
o N=3d=4s=09;
e N=4d=4s=14
o N=4d=3s=T.
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Od punktéw do ttustych punktéw, krok m = 2
Twierdzenie (Alexander-Hirschowitz 1995)

Niech V' bedzie uktadem s ogélnych punktéw podwdjnych w PV(K) (nad
ciatem algebraicznie domknigtym charakterystyki zero). Wtedy

HFy(d) = min { (N :; d), s(N + 1) }

poza nastepujacymi przypadkami
e d=22<s<N;

o N=2d=4s=5
o N=3d=4s=09;
o N=4d=45=14
o N=4d=3s=7
Uwaga

Autorzy pracowali nad tym problemem ponad 10 /at.
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Alexander-Hirschowitz Theorem revisited

Dowéd Alexandera i Hirschowitza jest raczej zawity. Byt on upraszczany
przez wielu autoréw, m.in.

e Karen Chandler (Trans. Amer. Math. Soc. 353 (2001) i Compositio
Math. 134 (2002));
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Alexander-Hirschowitz Theorem revisited

Dowéd Alexandera i Hirschowitza jest raczej zawity. Byt on upraszczany
przez wielu autoréw, m.in.
e Karen Chandler (Trans. Amer. Math. Soc. 353 (2001) i Compositio
Math. 134 (2002));

@ Maria Brambilla i Giorgio Ottaviani (J. Pure Appl. Algebra 212
(2008));
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Alexander-Hirschowitz Theorem revisited

Dowéd Alexandera i Hirschowitza jest raczej zawity. Byt on upraszczany
przez wielu autoréw, m.in.

e Karen Chandler (Trans. Amer. Math. Soc. 353 (2001) i Compositio
Math. 134 (2002));

@ Maria Brambilla i Giorgio Ottaviani (J. Pure Appl. Algebra 212
(2008));

o Elisa Postinghel (Ann. Mat. Pura Appl. (4) 191 (2012)).
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Alexander-Hirschowitz Theorem revisited

Dowéd Alexandera i Hirschowitza jest raczej zawity. Byt on upraszczany
przez wielu autoréw, m.in.
e Karen Chandler (Trans. Amer. Math. Soc. 353 (2001) i Compositio
Math. 134 (2002));
@ Maria Brambilla i Giorgio Ottaviani (J. Pure Appl. Algebra 212
(2008));
o Elisa Postinghel (Ann. Mat. Pura Appl. (4) 191 (2012)).

Weszystkie dowody bazuja na pewnych degeneracjach, tzn., jesli warunek
zachodzi dla punktéw w pozycji szczegdlnej, to zachodzi réwniez dla
punktéw w pozycji ogélnej (pod warunkiem, ze oba pofozenia naleza do
ptaskiej rodziny podschematéw).
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Od punktéw do punktéw ttustych, mate wartosci m

Wielu autoréw studiowato problem dla punktéw ogdlnych z wyzszymi
krotno$ciami
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Od punktéw do punktéw ttustych, mate wartosci m

Wielu autoréw studiowato problem dla punktéw ogdlnych z wyzszymi
krotnosciami m.in.
e Ciro Ciliberto i Rick Miranda: P?, réwne krotnoéci m < 12 (Trans.
Amer. Math. Soc. 352 (2000));
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Od punktéw do punktéw ttustych, mate wartosci m

Wielu autoréw studiowato problem dla punktéw ogdlnych z wyzszymi
krotnosciami m.in.
e Ciro Ciliberto i Rick Miranda: P?, réwne krotnoéci m < 12 (Trans.
Amer. Math. Soc. 352 (2000));

e Stephanie Yang: P2, rézne krotnoéci < 7 (J. Algebraic Geom. 16
(2007));
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Od punktéw do punktéw ttustych, mate wartosci m

Wielu autoréw studiowato problem dla punktéw ogdlnych z wyzszymi
krotnosciami m.in.
e Ciro Ciliberto i Rick Miranda: P?, réwne krotnoéci m < 12 (Trans.
Amer. Math. Soc. 352 (2000));
e Stephanie Yang: P2, rézne krotnoéci < 7 (J. Algebraic Geom. 16
(2007));
@ Marcin Dumnicki i Witold Jarnicki: P2, réwne krotnosci < 42 (J.
Symbolic Comput. 42 (2007));
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Od punktéw do punktéw ttustych, mate wartosci m

Wielu autoréw studiowato problem dla punktéw ogdlnych z wyzszymi
krotno$ciami m.in.

e Ciro Ciliberto i Rick Miranda: P?, réwne krotnoéci m < 12 (Trans.
Amer. Math. Soc. 352 (2000));

e Stephanie Yang: P2, rézne krotnoéci < 7 (J. Algebraic Geom. 16
(2007));

@ Marcin Dumnicki i Witold Jarnicki: P2, réwne krotnosci < 42 (J.
Symbolic Comput. 42 (2007));

Uwaga

Ciliberto i Miranda wprowadZzili degeneracje przestrzeni otaczajacej
(zastapili P? przez inny schemat) dokonujac jednoczesnie specjalizacji
pofozenia punktow.
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Od punktéw do punktéw ttustych, ustalone m

Hipoteza (SHGH, Segre-Harbourne-Gimigliano-Hirschowitz)

Niech V' bedzie zbiorem s ogdlnych punktéw krotnosci m w P?(KK).

Wtedy albo
HFy(d) = min { (d—2i-2)7 s(m;— 1) }

albo system liniowy
|Op:(d) @ T

zawiera ttustg (—1)-krzywa w zbiorze punktéw bazowych.
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Od punktéw do wyzej wymiarowych podrozmaitosci

Twierdzenie (Hartshorne-Hirschowitz 1982)

Niech V' bedzie zbiorem s ogdlnych prostych w przestrzeni rzutowej
PN(K), z N > 3. Wtedy funkcja Hilberta V jest dwuwielomianowa.
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Od punktéw do wyzej wymiarowych podrozmaitosci

Twierdzenie (Hartshorne-Hirschowitz 1982)

Niech V' bedzie zbiorem s ogdlnych prostych w przestrzeni rzutowej
PN(K), z N > 3. Wtedy funkcja Hilberta V jest dwuwielomianowa.
Doktadniej, mamy

HFy(d) = min { (N :; d),s(d + 1)} :
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Od punktéw do wyzej wymiarowych podrozmaitosci

Twierdzenie (Hartshorne-Hirschowitz 1982)

Niech V' bedzie zbiorem s ogdlnych prostych w przestrzeni rzutowej
PN(K), z N > 3. Wtedy funkcja Hilberta V jest dwuwielomianowa.
Doktadniej, mamy

HFy(d) = min { (N :; d),s(d + 1)} :

Najtrudniejszym przypadkiem jest N = 3. Dowéd w przypadku P2 opiera
sie na specjalizaji niektérych prostych na gtadka kwadryke przy
jednoczesnej specjalizacji par innych prostych tak, aby ich punkty
przeciecia lezaty na tej kwadryce.
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Liniowe podrozmaitosci réznych wymiaréw

Twierdzenie (Carlini, Catalisano, Geramita 2013, druk 2016)

Niech V' bedzie uktadem s ogdlnych prostych i jednego ogdlnego punktu
krotnosci m w rzutowej przestrzeni PN(K), z N > 4. Wtedy funkcja
Hilberta V jest dwuwielomianowa.
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Liniowe podrozmaitosci réznych wymiaréw

Twierdzenie (Carlini, Catalisano, Geramita 2013, druk 2016)

Niech V' bedzie uktadem s ogdlnych prostych i jednego ogdlnego punktu
krotnosci m w rzutowej przestrzeni PN(K), z N > 4. Wtedy funkcja
Hilberta V jest dwuwielomianowa.

Doktadniej, mamy

HFv(d):min{<N:d>,s(d+1)+ <m+/\’\/—1>}. (1)
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Liniowe podrozmaitosci réznych wymiaréw

Twierdzenie (Carlini, Catalisano, Geramita 2013, druk 2016)

Niech V' bedzie uktadem s ogdlnych prostych i jednego ogdlnego punktu
krotnosci m w rzutowej przestrzeni PN(K), z N > 4. Wtedy funkcja
Hilberta V jest dwuwielomianowa.

Doktadniej, mamy

HFv(d):min{<N:d>,s(d+1)+ <m+/\’\/—1>}. (1)

Uwaga

| \

W przypadku N = 3 sytuacja jest bardziej skomplikowana:
Réwnos¢ (1) jest nieprawdziwa dla

2<s<mid=m.
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Liniowe podrozmaitosci réznych wymiaréw

Carlini, Catalisano i Geramita rozwazali sktadowe V' w specjalnej pozycji i
wprowadzili sundiale. S3 to degeneracje roztacznej pary prostych do pary
prostych przecinajacych sie, z zanurzona sktadowa w punkcie przeciecia.
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Liniowe podrozmaitosci réznych wymiaréw

Carlini, Catalisano i Geramita rozwazali sktadowe V' w specjalnej pozycji i
wprowadzili sundiale. S3 to degeneracje roztacznej pary prostych do pary
prostych przecinajacych sie, z zanurzona sktadowa w punkcie przeciecia.

Przypadek N = 3 zostat rozwigzany przez Aladpoosh-Ballico (Rend. Sem.
Mat. Univ. Pol. Torino 2015) i Ballico (Mediterranean Journal of
Mathematics (2016)).
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Ogolny problem

Problem (Carlini, Catalisano, Geramita)

Znalez¢é funkcje Hilberta schematu w PN sktadajacego sie ze zbioru
ogolnych prostych i jednej ttustej liniowej podprzestrzeni ustalonego
wymiaru.
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Ogolny problem

Problem (Carlini, Catalisano, Geramita)

Znalez¢é funkcje Hilberta schematu w PN sktadajacego sie ze zbioru

ogolnych prostych i jednej ttustej liniowej podprzestrzeni ustalonego
wymiaru.

Motywacja: Wyznaczyé wymiar (wyzszych) rozmaitosci siecznych do
zanurzenia Segrego produktu przestrzeni rzutowych.
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(Potowicznie) ttuste proste

Definicja (Ballico)

"Podwdjna” prosta Y C IP* nazywamy spdjny dywizor typu (2,0) na
gtadkiej kwadryce.
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(Potowicznie) ttuste proste

Definicja (Ballico)

"Podwdjna” prosta Y C IP* nazywamy spdjny dywizor typu (2,0) na
gtadkiej kwadryce.

Uwaga

| \

Definicja ta to raczej uogdlnienie zero-wymiarowego podschematu
dtugosci 2 niz punktu podwdjnego (ktéry ma dtugosé 3).
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(Potowicznie) ttuste proste

Definicja (Ballico)

"Podwdjna” prosta Y C IP* nazywamy spdjny dywizor typu (2,0) na
gtadkiej kwadryce.

Definicja ta to raczej uogdlnienie zero-wymiarowego podschematu
dtugosci 2 niz punktu podwdjnego (ktéry ma dtugosé 3).

A\

Twierdzenie (Ballico 2012)

Niech V' bedzie zbiorem s ogdlnych prostych i t ogélnych "podwdjnych”
prostych w P3. Wtedy V' ma dwuwielomianowa funkcje Hilberta.

\
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Prawdziwie podwdéjna prosta

Podwdjng prosta X C P2 nazywamy podschemat, ktérego nosnikiem jest
prosta L i ktérego struktura jest okreslona przez kwadrat wysaturowanego
ideatu I, definiujacego L.
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Prawdziwie podwdéjna prosta

Definicja
Podwdjng prosta X C P2 nazywamy podschemat, ktérego nosnikiem jest

prosta L i ktérego struktura jest okreslona przez kwadrat wysaturowanego
ideatu I, definiujacego L.

Twierdzenie (Aladpoosh 2016)

Niech V' bedzie zbiorem s ogdlnych prostych i jednej ogdlnej prostej
podwéjnej w PN, gdzie N > 3. Wtedy

HF  (d) = min{(de), s(d+ 1)+ (Nd + 1) }

z wyjatkiem
o N=4 s=2 d=2.
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Jedna ttusta prosta w P3: gtéwne twierdzenie wykfadu

Twierdzenie (Bauer, Di Rocco, Schmitz, Szemberg, Sz.)

Niech V' bedzie zbiorem s ogdlnych prostych i jednej ogdlnej prostej
krotnosci m (tzn. zdefiniowanej przez I") w P3. Wtedy

HFy(d) = min { (d:3), s(d+1)+ %m(m +1)(3d +5 — 2m)}

dla wszystkich d > 3('";r 1).
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Zygzak: Nowy sktadnik

Definicja (Zygzak)

Zygzakiem dtugosci z nazywamy schemat graniczny otrzymany jako
specjalizacje uporzadkowanego zbioru z ogdlnych prostych Ly, Ly, ..., L,
w ten sposéb, ze prosta Ly przecina L,, prosta L, przecina Ly i L3 oraz
ich punkty przeciecia sa rézne, prosta L3 przecina Ly i Ly oraz ich punkty
przeciecia sa rézne, itd, ostatecznie, prosta L, 1 przecina L,_» i L, w
dwéch réznych punktach. Struktura w punktach przeciecia jest taka sama
jak struktura sundialu w punkcie przeciecia sie prostych.
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Zygzak: Nowy sktadnik

Definicja (Zygzak)

Zygzakiem dtugosci z nazywamy schemat graniczny otrzymany jako
specjalizacje uporzadkowanego zbioru z ogdlnych prostych Ly, Ly, ..., L,
w ten sposéb, ze prosta Ly przecina L,, prosta L, przecina Ly i L3 oraz
ich punkty przeciecia sa rézne, prosta L3 przecina Ly i Ly oraz ich punkty
przeciecia sa rézne, itd, ostatecznie, prosta L, 1 przecina L,_» i L, w
dwéch réznych punktach. Struktura w punktach przeciecia jest taka sama
jak struktura sundialu w punkcie przeciecia sie prostych.

Zygzak dfugosci z ma zatem (z — 1) punktéw osobliwych.
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Zygzak: Nowy sktadnik

Definicja (Zygzak)

Zygzakiem dtugosci z nazywamy schemat graniczny otrzymany jako
specjalizacje uporzadkowanego zbioru z ogdlnych prostych Ly, Ly, ..., L,
w ten sposéb, ze prosta Ly przecina L,, prosta L, przecina Ly i L3 oraz
ich punkty przeciecia sa rézne, prosta L3 przecina Ly i Ly oraz ich punkty
przeciecia sa rézne, itd, ostatecznie, prosta L, 1 przecina L,_» i L, w
dwéch réznych punktach. Struktura w punktach przeciecia jest taka sama
jak struktura sundialu w punkcie przeciecia sie prostych.

Zygzak dfugosci z ma zatem (z — 1) punktéw osobliwych.

Sundial jest zygzakiem dtugosci 2.

Justyna Szpond Funkcja Hilberta prostych i ttustej prostej



Zygzak dtugosci 7
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Jak korzystamy z zygzaka w dowodzie

Punkty osobliwe z zygzaka specjalizujemy na ogélna gtadka kwadryke w
P3.
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Jak korzystamy z zygzaka w dowodzie

Punkty osobliwe z zygzaka specjalizujemy na ogélna gtadka kwadryke w
P3. Pokazujemy, ze kwadryka jest sktadowa rozwazanego systemu
liniowego, zatem mozemy ja "wyciagna¢” (co zmniejsza stopnien d o 2).
Schemat rezydualny zygzaka nazywamy zredukowanym zygzakiem.
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Jak korzystamy z zygzaka w dowodzie

Punkty osobliwe z zygzaka specjalizujemy na ogélna gtadka kwadryke w
P3. Pokazujemy, ze kwadryka jest sktadowa rozwazanego systemu
liniowego, zatem mozemy ja "wyciagna¢” (co zmniejsza stopnien d o 2).
Schemat rezydualny zygzaka nazywamy zredukowanym zygzakiem.

Co druga prosta zredukowanego zygzaka specjalizujemy na gtadka
kwadryke jako ogélna prosta, wszystkie w tym samym rulingu.
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Jak korzystamy z zygzaka w dowodzie

Punkty osobliwe z zygzaka specjalizujemy na ogélna gtadka kwadryke w
P3. Pokazujemy, ze kwadryka jest sktadowa rozwazanego systemu
liniowego, zatem mozemy ja "wyciagna¢” (co zmniejsza stopnien d o 2).
Schemat rezydualny zygzaka nazywamy zredukowanym zygzakiem.

Co druga prosta zredukowanego zygzaka specjalizujemy na gtadka
kwadryke jako ogélna prosta, wszystkie w tym samym rulingu.
Pokazujemy, ze réwniez ta kwadryka jest sktadowa systemu liniowego. Po
jej wyjeciu, stopien systemu zmiejszy sie o 2. Systemem rezydualnym
zredukowanego zygzaka jest uktad roztacznych ogdlnych prostych.
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Slad i schemat rezydualny

Definicja (Slad i schemat rezydualny)

Niech Y bedzie gtadkim dywizorem w PN i niech Z ¢ PN bedzie
domknietym podschematem. Wtedy podschemat Z"" = Try(Z)
zdefiniowany na Y przez ideat

IZ"/Y = (/y + /Z) /IY C OY

nazywamy $ladem Z na Y.
lloraz Iz = (I7 : ly) C Opn definiuje Z' = Resy(Z), nazywany
schematem rezydualnym schematu Z wzgledem Y .
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Slad i schemat rezydualny

Definicja (Slad i schemat rezydualny)

Niech Y bedzie gtadkim dywizorem w PN i niech Z ¢ PN bedzie
domknietym podschematem. Wtedy podschemat Z"" = Try(Z)
zdefiniowany na Y przez ideat

IZ"/Y = (/y + /Z) /IY C OY

nazywamy $ladem Z na Y.
lloraz Iz = (I7 : ly) C Opn definiuje Z' = Resy(Z), nazywany
schematem rezydualnym schematu Z wzgledem Y .

Ciag rezydualny

0 —Z2(-Y)—1z —Zzi)y —0
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Slad i schemat rezydualny

Definicja (Slad i schemat rezydualny)

Niech Y bedzie gtadkim dywizorem w PN i niech Z ¢ PN bedzie
domknietym podschematem. Wtedy podschemat Z"" = Try(Z)
zdefiniowany na Y przez ideat

IZ"/Y = (/y + /Z) /IY C OY

nazywamy $ladem Z na Y.
lloraz Iz = (I7 : ly) C Opn definiuje Z' = Resy(Z), nazywany
schematem rezydualnym schematu Z wzgledem Y .

Ciag rezydualny

0 —Z2(-Y)—1z —Zzi)y —0

Stosujemy ten ciag z gtadka kwadryka Y w P3 i wszystkie elementy
tensorujemy ze snopem Ops(d).
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Nieréwnos¢ Castelnuovo

Niech Y C PN bedzie dywizorem stopnia e i niech d > e bedzie liczba
catkowita. Niech Z C PN bedzie domknigtym podschematem. Wtedy

H(PY, Opn(d) ©T7) < h(BY, Opn(d — €) @ Tesy(2)) +
+ hO(Y’ Oy(d) ®ITFY(Z)/Y)'
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Nieréwnos¢ Castelnuovo

Lemat

Niech Y C PN bedzie dywizorem stopnia e i niech d > e bedzie liczba
catkowita. Niech Z C PN bedzie domknietym podschematem. Wtedy

H(PY, Opn(d) ©T7) < h(BY, Opn(d — €) @ Tesy(2)) +
+ hO(Y’ Oy(d) ® ITFY(Z)/Y)'

Przestrzet HO(PV, Opn(d — e) ® ZResy(z)) Nazywamy

rezydualnym systemem liniowym HO(PN Opn(d) ® Z7) wzgledem Y,
a H(Y, Oy(d) ® Iy, (z),v) nazywamy

$ladem HO(PN, Opn(d) ® Zz) na Y.
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Szkic dowodu

Etapy dowodu gtéwnego twierdzenia

@ specjalizujemy proste i punkty z zygzakéw na gtadka kwadryke;
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Szkic dowodu

Etapy dowodu gtéwnego twierdzenia

@ specjalizujemy proste i punkty z zygzakéw na gtadka kwadryke;

@ sprawdzamy, ze $lad systemu na kwadryce jest pusty (stosujemy
lemat z pracy Tomasza Lenarcika (Ann. Polon. Math. 101 (2011)));

Justyna Szpond Funkcja Hilberta prostych i ttustej prostej



Szkic dowodu

Etapy dowodu gtéwnego twierdzenia

@ specjalizujemy proste i punkty z zygzakéw na gtadka kwadryke;

@ sprawdzamy, ze $lad systemu na kwadryce jest pusty (stosujemy
lemat z pracy Tomasza Lenarcika (Ann. Polon. Math. 101 (2011)));

@ wyciggamy kwadryke i rozwazamy system rezydualny;
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Szkic dowodu

Etapy dowodu gtéwnego twierdzenia

@ specjalizujemy proste i punkty z zygzakéw na gtadka kwadryke;

@ sprawdzamy, ze $lad systemu na kwadryce jest pusty (stosujemy
lemat z pracy Tomasza Lenarcika (Ann. Polon. Math. 101 (2011)));

@ wyciggamy kwadryke i rozwazamy system rezydualny;

@ starannie zapisujemy wszystkie dane!
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Szkic dowodu

Etapy dowodu gtéwnego twierdzenia
@ specjalizujemy proste i punkty z zygzakéw na gtadka kwadryke;

@ sprawdzamy, ze $lad systemu na kwadryce jest pusty (stosujemy
lemat z pracy Tomasza Lenarcika (Ann. Polon. Math. 101 (2011)));

@ wyciggamy kwadryke i rozwazamy system rezydualny;

@ starannie zapisujemy wszystkie dane!

Wykorzystujemy programy komputerowe do

@ postawienia odpowiedniej hipotezy o ograniczeniu na stopien d;
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Szkic dowodu

Etapy dowodu gtéwnego twierdzenia
@ specjalizujemy proste i punkty z zygzakéw na gtadka kwadryke;

@ sprawdzamy, ze $lad systemu na kwadryce jest pusty (stosujemy
lemat z pracy Tomasza Lenarcika (Ann. Polon. Math. 101 (2011)));

@ wyciggamy kwadryke i rozwazamy system rezydualny;

@ starannie zapisujemy wszystkie dane!

Wykorzystujemy programy komputerowe do

@ postawienia odpowiedniej hipotezy o ograniczeniu na stopien d;

@ sprawdzania réznych krokoéw redukcji.
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Wtasnos¢ maksymalnego rzedu

Twierdzenie

Dla podschematu W C PP? sktadajacego sie z ogélnej prostej krotnoéci m
i ustalonej liczby r ogdlnych prostych, zawezenie

HO(P3, Ops(d)) — HO(W, Ow(d))

ma maksymalny rzad dla wszystkich d > do(m) = 3("31).

3
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Bardzo ogdlny szkic procedury indukcyjne;j

Dla ciag dtugosci wynik
B(k,0, m) 1 B(k—1,1,m—-1)
B(k,1, m) 2 B(k—1,0,m—1)
B(k,2, m) 1 B(k,0,m — 1)
I(k,0,m) 2 I(k—2,2,m—2)
I(k,1, m) 1 I(k—1,2,m—1)
1(k,2,30) 3¢—-1 B(k—20+1,1,1)

1(k,2,3¢+1) 3 +1 B(k —2¢,0,0)
1(k,2,30+2) 3¢ +1 B(k —2¢,0,1)
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Kroki redukcyjne dla d = 3k + 2

e =1 e h=2k+2—m

° /z7=0 etzy=k+m(m—1)—1
Krok pdla2<p<m-2

=1 o Iz, = | =53]

o [p=2k+2— 22| —m—Iz

tz, = k+pm(m—p)+3ip(p—1)(p+1)—2p+1
jeslip#A0 mod3

tz, = pm(m — p) + 3p(p — 1)(p +1) — 2p + 2§
jesSlip=0 mod3
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Kroki redukcyjne dla d = 3k 4+ 2 czeé¢ |l

Jedli m = 0,2mod 3, Krok m —1

o [p=2k+2— 22| —m—lz,+1

° Izp:Ltz"Eiﬁlj o tz,=0

Jesli m = 1mod 3, Krok m—1

0 d,=1 ol_2k+2—L%J—m—/zp
I_t2p_1+lj

2

° Iz, =
o tz, = pm(m —p) + 3p(p — 1)(p+1) = 2p + 2§

Jesli m = 1mod 3, Krok m
°d,=1 olp:2k+2fL”T_1J—m—lzp+1

e Izp:LtzpailHJ ° 1z, =0
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Funkcja Hilberta w P3 jest dwuwielomianowa

Ograniczenie na stopieri d podane w gféwnym twierdzeniu jest
wymuszone faktem, ze dla d odpowiednio duzego, pewne niezmienniki
ideatu Z moga by¢ doktadnie wypisane. Zatem mozemy korzystac¢ z
indukgji.
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Funkcja Hilberta w P3 jest dwuwielomianowa

Ograniczenie na stopieri d podane w gféwnym twierdzeniu jest
wymuszone faktem, ze dla d odpowiednio duzego, pewne niezmienniki
ideatu Z moga by¢ doktadnie wypisane. Zatem mozemy korzystac¢ z
indukgji.

Uwaga

Sprawdzilismy (komputerem) setki przykfadéw i w zadnym przypadku nie
znalezlismy "innej” funkcji Hilberta.
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Przestrzenie rzutowe wyzszego wymiaru

W przestrzeni P* pojawiaja sie specjalne przypadki. Najprostszy z nich to
1 podwdjna prosta L i 2 zwykte proste Ly i L. Suma hiperpowierzchni
rozpietych przez L i L; znika podwdjnie wzdtuz L i raz wzdtuz kazdej z
L;, podczas gdy system ten jest niespodziewany.
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Przestrzenie rzutowe wyzszego wymiaru

Przyktad

W przestrzeni P* pojawiaja sie specjalne przypadki. Najprostszy z nich to
1 podwdjna prosta L i 2 zwykte proste Ly i L. Suma hiperpowierzchni
rozpietych przez L i L; znika podwdjnie wzdtuz L i raz wzdtuz kazdej z
L;, podczas gdy system ten jest niespodziewany.

Uwaga

Przypuszczamy jednak, ze z podobnym ograniczeniem jak w przypadku
IP?, wartosci funkcji Hilberta w PV moga byé wyznaczone w sposéb
dwuwielomianowy.
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