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Konfiguracje Fermata

Konfiguracja Fermata prostych na ptaszczyznie P> nazywamy zbidr zer
liniowych czynnikéw wielomianu

(x"=y")(y" = 2")(2" = x").
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Konfiguracje Fermata

Konfiguracja Fermata prostych na ptaszczyznie P> nazywamy zbidr zer
liniowych czynnikéw wielomianu

(x"=y")(y" = 2")(2" = x").

Uwaga

Hirzebruch nazywat te konfiguracje konfiguracja Cevy.
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Przyktad n =3

Dla n = 3 jest to konfiguracja dualna Hessego. )
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Przyktad n =3

Dla n = 3 jest to konfiguracja dualna Hessego. )

Mamy 9 prostych przecinajacych sie w 12 punktach. )
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Przyktad n =3

Dla n = 3 jest to konfiguracja dualna Hessego. )

Mamy 9 prostych przecinajacych sie w 12 punktach. )

/N

Konfiguracji tej nie mozna narysowac na rzeczywistej ptaszczyznie. )
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Nieoczekiwane krzywe

Twierdzenie (Theorem 6.12, CHMN)

Niech Z, bedzie ideatem punktéw dualnych do prostych konfiguracji
Fermata

(x"=y")y" = 2")(2" = x").

Wtedy ze zbiorem Z, zwiazana jest nieoczekiwana nierozkfadalna krzywa
stopnia n+ 2 z krotnoscia n + 1 w ogdlnym punkcie dla kazdego n > 5.
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Nieoczekiwane krzywe cd

Niech W bedzie zbiorem punktéw osobliwych konfiguracji Fermata J

(x"=y")(y" = 2")(2" — x"),
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Nieoczekiwane krzywe cd

Niech W bedzie zbiorem punktéw osobliwych konfiguracji Fermata

(x"=y")(y" = 2")(2" — x"),

tzn. punktéw postaci
P(%B) = (1 ce% EB)

gdzie € jest pierwiastkiem stopnia n z jedynki, 1 < a,, 5 < n; oraz 3
punktéw postaci (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1).
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Nieoczekiwane krzywe cd

Niech W bedzie zbiorem punktéw osobliwych konfiguracji Fermata

(x"=y")(y" = 2")(2" — x"),

tzn. punktéw postaci
P(%B) = (1 ce% 56)

gdzie € jest pierwiastkiem stopnia n z jedynki, 1 < a,, 5 < n; oraz 3
punktéw postaci (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1).

Niech punkt P = (a: b : c) bedzie punktem generycznym w P2 J
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Nieoczekiwane krzywe cd

Niech W bedzie zbiorem punktéw osobliwych konfiguracji Fermata

(x"=y")(y" = 2")(2" — x"),

tzn. punktéw postaci
P(%B) = (1 ce% 56)

gdzie € jest pierwiastkiem stopnia n z jedynki, 1 < a,, 5 < n; oraz 3
punktéw postaci (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1).

Niech punkt P = (a: b : c) bedzie punktem generycznym w P2 J

Przyjmijmy oznaczenia
v n\ 1 v n—1 e n+1
- \2 ’ B 2 )’ N 2 )
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Nieoczekiwane krzywe cd

Twierdzenie

Wtedy krzywa

Qp(x:y:z)=—cxy((ub” + ve") (2" — x") + (ua" + vc")(y" — 2"))
— bxz((ua" + vb")(y" — 2") + (uc" + vb")(x" — ))
— ayz((ub" + va")(z" — x") + (uc" + va™)(x" —
+ wa" tbex?(y" — z") + wab™ tey?(2" — x")
+ wabc" 122 (x" — y")

@ znika we wszystkich punktach zbioru W,
@ znika do rzedu 4 w P,

@ jest niespodziewang krzywa stopnia n+ 2 dla W.
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Uogdlnienie do przestrzeni rzutowych wyzszych wymiaréw

Konfiguracja typu Fermata hiperpfaszczyzn Fpy w PN nazywamy
konfiguracje okreslona przez liniowe czynniki wielomianu

Frn,n= H (X" =)

0<i<jsN
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Uogdlnienie do przestrzeni rzutowych wyzszych wymiaréw

Konfiguracja typu Fermata hiperpfaszczyzn Fpy w PN nazywamy
konfiguracje okreslona przez liniowe czynniki wielomianu

Frn,n= H (X" =)

0<i<jsN

Whiosek
Dla N = 2 w powyzszej definicji otrzymujemy konfiguracje Fermata
prostych.

| 5\
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Uogdlnienie do przestrzeni rzutowych wyzszych wymiaréw

Konfiguracja typu Fermata hiperpfaszczyzn Fpy w PN nazywamy
konfiguracje okreslona przez liniowe czynniki wielomianu

FN,n - H (Xln - XJn)

0<i<jsN

Dla N = 2 w powyzszej definicji otrzymujemy konfiguracje Fermata
prostych.

.

Dla N > 2 konfiguracja typu Fermata wyznacza punkty F(0), proste
FR(1), ptaszczyzny Fj(2), itd.
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Konfiguracje typu Fermata punktéw w P3

WezZzmy pod uwage ideat | generowany przez 8 dwumiandw stopnia 4
nastepujacej postaci:

x(y® = 2%), x(22 = w?), y(x® - 2°), y(z2* — w?),

z(x* = y%), z(y® = w?), w(x® = y®), w(y® - 2%).
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Konfiguracje typu Fermata punktéw w P3

WezZzmy pod uwage ideat | generowany przez 8 dwumiandw stopnia 4
nastepujacej postaci:

x(y® = 2%), x(22 = w?), y(x® - 2°), y(z2* — w?),

z(x* = y%), z(y® = w?), w(x® = y®), w(y® - 2%).

Jest to ideat 27 = 3% (zupetne przecigcie) punktéw postaci
Py = (1:e*: 68 :¢7)
gdzie € jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z jedynki, 1 < o, 5,7 < 3;

oraz 4 punktéw postaci (1:0:0:0), (0:1:0:0), (0:0:1:0),
(0:0:0:1). Oznaczmy zbicr tych 31 punktéw przez W.
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Konfiguracje typu Fermata punktéw w P3

WezZzmy pod uwage ideat | generowany przez 8 dwumiandw stopnia 4
nastepujacej postaci:

3 8 3

x(y* = 2%), x(2% = w?), y(x® = 2%), y(2* — w?),

z(x* = y%), z(y® = w?), w(x® = y®), w(y® - 2%).

Jest to ideat 27 = 3% (zupetne przecigcie) punktéw postaci
Py = (1:e*: 68 :¢7)
gdzie € jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z jedynki, 1 < o, 5,7 < 3;

oraz 4 punktéw postaci (1:0:0:0), (0:1:0:0), (0:0:1:0),
(0:0:0:1). Oznaczmy zbicr tych 31 punktéw przez W.

Zbiér W jest podzbiorem punktéw konfiguracji F3. )
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Niespodziewane powierzchnie w IP3

Twierdzenie (Bauer, Malara, Szemberg, Sz.)

Niech R = (a: b : ¢ : d) bedzie punktem generycznym w P3. Wtedy
kwartyka

( )Xz 4+ (@ - d¥) - yiz
( )-x2° 4+ b*(d° — a%) - y2°
+d?(b* - 3) w4+ d?( - %) - yPw
( )- 22w+ a%(c2 - b)) - xw
( )

yw? + A(bP — 3 - zw

@ znika we wszystkich punktach zbioru W,

@ znika do rzedu 3 w R,

@ jest niespodziewana powierzchnig dla W.
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BMSS duality

Twierdzenie

Kwartyka ta moze by¢ zapisana jako wielomian stopnia 5 w zmiennych
a,b,c,d. Niech S = (x:y:z:w), wtedy

Qs(a:b:c:d)=y(w? -2 23 + x(z22 — w?) - a°p°
+z(y? —w?)- a2+ z(w? — x3) - 32
+x(w? —y?) - 223+ y(x* — w?) - b3
+w(2 —y3) -3 d® + w(x® - 2%) - b*d?
+w(y® —x%) - SEd?> + x(y* — 2°) - a2
+y(22 = x3) - bPd® + (3 — y?) - AdP.

Powierzchnia Qs ma punkt potréjny w S.
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| co dalej?

Naturalne pytania: )
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| co dalej?

Naturalne pytania: )

Co z przestrzeniami rzutowymi wyzszych wymiaréw?
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| co dalej?

Naturalne pytania: )

Co z przestrzeniami rzutowymi wyzszych wymiaréw?

Czy moze by¢ wiecej niz jeden generyczny ttusty punkt?
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| co dalej?

Naturalne pytania: )

Co z przestrzeniami rzutowymi wyzszych wymiaréw?

Czy moze by¢ wiecej niz jeden generyczny ttusty punkt?

Czy istnieja nieoczekiwane hiperpowierzchnie z wyzej wymiarowym
zbiorem punktéw bazowych
(np. krzywe zamiast punktéw)?
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| co dalej?

Naturalne pytania: )

Co z przestrzeniami rzutowymi wyzszych wymiaréw?

Czy moze by¢ wiecej niz jeden generyczny ttusty punkt?

Czy istnieja nieoczekiwane hiperpowierzchnie z wyzej wymiarowym
zbiorem punktéw bazowych
(np. krzywe zamiast punktéw)?

Zatem jest to poczatek bardzo dtugiej podrézy! )
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Wyzej wymiarowe przestrzenie rzutowe i wiecej ttustych
punktéw

Twierdzenie (Sz.)

Niech N = 2k + 1 bedzie liczba nieparzysta. Niech W)y bedzie zbiorem
ztozonym z punktéw fundamentalnych w PN oraz punktéw postaci

(T:e™e®: ... ),
gdzie ¢ jest prymitywnym pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1, oraz
1 gal,...,a,\/ <3

Niech R oraz Pi, ..., Pc_1 beda punktami oglnymi w PN. Wtedy istnieje
jednoznacznie wyznaczona hiperpowierzchnia stopnia 4 taka, ze

@ przechodzi przez wszystkie punkty zbioru Wy,
@ ma punkt krotnosci 3 w R,
@ ma punkty osobliwe w Py, ..., Pyx_1,

@ jest nieoczekiwana dla zbioru Wy .
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Twierdzenie w P°

Twierdzenie (Sz.)

Niech W5 bedzie zbiorem ztozonym z punktéw fundamentalnych w P°
oraz punktéw postaci

(l c g g2 O3 . S .50t5)

: : : : : ,
gdzie € jest prymitywnym pierwiastkiem trzeciego stopnia z 1 oraz
1 <Oz1,...,045 <3

Niech R oraz P bedg punktami ogdlnymi w P>. Wtedy istnieje
jednoznacznie wyznaczona hiperpowierzchnia stopnia 4 taka, ze

@ przechodzi przez wszystkie punkty zbioru W,
@ ma punkt krotnosci 3 w R,

@ jest osobliwa w punkcie P,

@ jest nieoczekiwana dla Ws.
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Szkic dowodu

Ideat | 249 punktéw z Wi generowany jest przez formy stopnia 4 postaci

xi( = x)

gdzie i # j# k # i orazi,j, k € {0,1,2,3,4,5}.
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Szkic dowodu

Ideat | 249 punktéw z Wi generowany jest przez formy stopnia 4 postaci

xi( = x)

gdzie i # j# k # i orazi,j, k € {0,1,2,3,4,5}.

Baza ideatu | sktada sie z 24 wielomiandw stopnia 4 (kwartyk). J
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Kwartyki z ogélnym punktem potrojnym

Niech R = (ag : a1 : ... : as) bedzie punktem ogdlnym w P®. J
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Kwartyki z ogélnym punktem potrojnym

Niech R = (ag : a1 : ... : as) bedzie punktem ogdlnym w P®. J

Baza przestrzeni kwartyk przechodzacych przez Ws i majacych punkt
potréjny w R skfada sie z szesciu kwartyk

S,y Je.
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Kwartyki z ogélnym punktem potrojnym

Niech R = (ag : a1 : ... : as) bedzie punktem ogdlnym w P®. J

Lemat

Baza przestrzeni kwartyk przechodzacych przez Ws i majacych punkt
potréjny w R skfada sie z szesciu kwartyk

S,y Je.

Kazdy element bazy jest stozkiem nad jednoznacznie wyznaczona
powierzchnia stopnia 4 w P* przechodzaca przez punkty zbioru W3 z
punktem potréjnym bedacym rzutem punktu R.

Generatory te maja dwustopien (5,4).
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Kwartyka z dodatkowym ogdlnym punktem podwdjnym

Niech P = (bg : by : ... : bs) bedzie punktem ogdlnym w P°. )
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Kwartyka z dodatkowym ogdlnym punktem podwdjnym

Niech P = (bg : by : ... : bs) bedzie punktem ogdlnym w P°. |

Kwartyka
f = J1(P)J6 —JQ(P)J5+J3(P)J4+J4(P)J3—J5(P)J2+J6(P)J1

ma krotnos¢ 2 w punkcie P.
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Kwartyka z dodatkowym ogdlnym punktem podwdjnym

Niech P = (bg : by : ... : bs) bedzie punktem ogdlnym w P°. |

Kwartyka
f = J1(P)J6 —JQ(P)J5+J3(P)J4+J4(P)J3—J5(P)J2+J6(P)J1

ma krotno$¢ 2 w punkcie P.

Kwartyka f ma trzy-stopieri (4,10,4) w zmiennych b, a, x. J
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Konkluzja

Nie wiadomo gdzie jeszcze mozna szukac, i w jakiej postaci,
nieoczekiwanych hiperpowierzchni...
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Konkluzja

Nie wiadomo gdzie jeszcze mozna szukac, i w jakiej postaci,
nieoczekiwanych hiperpowierzchni...

. ale mamy pomysty (wiecej za rok)! J
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