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Niech X ¢ RY bedzie domknietym zbiorem semialgebraicznym.

Definicja

Niech F': (X,0) — (R™,0) bedzie ciaglym odwzorowaniem semialgebraicznym,
0 € X. Przez wyktadnik Lojasiewicza odwzorowania F na zbiorze X w punkcie
0 rozumiemy najmniejszy wyktadnik n € R w nieréwnosci

|F(x)] > Cdist(z, F7*(0) N X)? dla z € X,

w otoczeniu 0 i pewnej stalej C' > 0, i oznaczamy Ly (F|X).

Niech F': X — R™ bedzie ciaglym odwzorowaniem semialgebraicznym. Przez
wyktadnik Lojasiewicza w nieskoriczonosci odwzorowania F na zbiorze X
rozumiemy najwiekszy wyktadnik v € R taki, ze

|F(z)] > Clzl¥ dla ze X,

w otoczeniu nieskoriczonosci i pewnej statej C' > 0, i oznaczamy Lo (F|X).
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Niech F = (f1,..., fm): CV — C™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym
dj =deg fj,j=1,...,m,di > ... > dy > 01iniech

di---dp, dla m <k

B(dy, ... dy: k) = .
(ds ) {dlmdk_ldm dla m > k.

o J. Chadzyniski (1983) udowodnil, ze

LE(F)>dy—dvdy+ Y (F),
be F—1(0)

gdzie up(F) jest ktotnoscia F' w punkcie b, dla N =m =21
#F71(0) < o0.
e J. Kollar (1988)

LS (F) > dp — B(dy,...,dm; N).
e E. Cygan, T. Krasinski, P. Tworzewski (1999)

LE(F) > dy — B(dy, ..., dm; N)+ Y m(F),
beF—1(0)

gdzie pp(F) jest krotnoscia przeciecia w sensie R. Achillesa,
P. Tworzewskiego i T. Winiarskiego graph F' i C" x {0} w punkcie (b,0).
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o Z. Jelonek (2006) otrzymal dla k-wymiarowej rozmaitosci algebraicznej
V c CY stopnia D nastepujace oszacowanie

LE(F|V) > dp — D+ B(dy, ..., dm; k) + #(F~1(0) N V),

gdzie #(F~1(0)NV) < +o0.
e E. Cygan (2005) podala globalng nieréwnosé

. B(ds,..., dpm ;N
dlSt(M) @ ) dla zeCN

Pz o (T

dla pewnej statej C' > 0, gdzie V = F~1(0). Ponadto E. Cygan
udowodnita, ze dla zbioréw algebraicznych zespolonych X,Y c C¥
istnieje stala C' > 0 taka, ze

dlSt(I’X n Y)>degX.dng dla z € (CN

e X 1@ Y >
dise, )+ i) 2 € (TR
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o Dla zbioréw algebraicznych rzeczywistych X,Y C RY opisanych przez
wielomiany stopnia co najwyzej d K. Kurdyka i S. Spodzieja (2012)
otrzymali

dla z € RY

(#)

N—
dist(z, X NY) ) d(6d-3)""

stz X ist(z.Y) >
dist(z, X) + dist(z,Y) > C ( 1+ [zf?

i pewnej statej C' > 0.

Celem pracy jest uogoélnienie powyzszych wynikow na przypadek zbioréw
semialgebraicznych. Niech X C RY bedzie zbiorem semialgebraicznym
domknietym. Wtedy

X=X1U...UXy,

gdzie
X = {.’E € RN :gi,l(m) > 07 - Gi n(‘r) >0, hi,l(x) == hi,li(m) = 0}7

i=1,...k Gi1, - Gir;, Ri1,-.. hig, € Rlzy,...,zn]. Przyjmijmy, ze r; jest
najmniejsza mozliwg liczbg nieré6wnosci g; j() > 0 w definicji zbioru X; dla
i=1,..k.
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Definicja
Przez r(X) oznaczamy najmniejsza z liczb max{ry,...,rx} w powyzszym
przedstawieniu. Jak L. Brocker pokazal,

2:-4---N jesli N jest parzysta
r(X) < e
3-5---N jesli N jest nieparzysta.

| A

Definicja

Przez k(X) oznaczamy minimum z liczb

max{deg g1,1,--- 7deggk,’r‘k7deg h1,17 ey hk,lk}

dla powyzszego przedstawienia, pod warunkiem, ze r; < r(X).

y

Kurdyka, Spodzieja, Szlachc ( Nieré6wnosé Lojasiewicza bLodz 2013



Przejdzmy do otrzymanych twierdzen.

Twierdzenie

Niech X,Y c RY beda domknietymi zbiorami semialgebraicznymi i niech
0e XNY. Poltozmy r =r(X) +r(Y) i d = max{x(X), k(Y)}. Wowczas isnieje
otoczenie U C RN punktu 0 i dodatnia stata C' takie, ze

dist(z, X) + dist(z,Y) > Cdist(z, X N Y)46=3"""" qla 3 € U.

Ponadto, jesli 0 jest punktem izolowanym zbioru X NY, to dla pewnego
otoczenia U C RY punktu 0 i pewnej dodatniej stalej C' mamy

(2d—1)N+741
2

dist(x, X) + dist(z,Y") > C|z| dla z € U.
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Twierdzenie

Niech X C R¥ bedzie zbiorem algebraicznym zdefiniowanym przez uktad

roéwnan wielomianowych g1(z) = - - - = g,(z) = 0, gdzie
g1,--->9r € Rlxy,...,xx]. Niech F : RY — R™ bedzie odwzorowaniem
wielomianowym i niech d = max{deg F,deg g1, ...,degg,}. Wowczas dla

pewnej statej C' > 0 mamy nieréwnosé

dla z € X.

dist(z, F~1(0) N X))d<6d_3)m

Pz o (SEEE

Ponadto, jesli X jest zbiorem nieograniczonym i F~1(0) N X jest zbiorem

zwartym, to mamy
LR (F|X) > —d(6d — 3)N 1.
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Twierdzenie

Niech X,Y C R¥ beda domknietymi zbiorami semialgebraicznymi. Pol6zmy
r=r(X)+7rY)id=max{k(X),s(Y)} Wowczas isnieje stala C > 0 taka, ze
dla kazdego x € R zachodzi nier6wnosé

dist(z, X NY) > d(6d-—3)N+r

dist(z, X) + dist(2,Y) > C ( 1+ [z|

Kluczowym faktem wykorzystywanym w dowodach powyzszych twierdzen jest
nieré6wnosé (#).
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Wnhiosek
Niech F': X — R™ bedzie ciagglym odwzorowaniem semialgebraicznym, gdzie
X C RY jest domknietym zbiorem semialgebraicznym i niech Y = graph F.
Jesli d = max{2, k(X),k(Y)} ir =r(X)+r(Y), wowczas istnieje stata C' > 0
taka, ze

dla z € X.

dist(z, F~1(0) N X) ) T

Folz o (e

W szczegolnosci jesli X jest zbiorem nieograniczonym i F~1(0) N X jest
zbiorem zwartym, to mamy

LR (F|X) > (1 —d)d(6d — 3)N+1,
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