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TWIERDZENIE HADAMARDA
O ODWRACALNOSCI ODWZOROWAN

Anna Szlachcinska (L.6dz)

Streszczenie

Celem artykutlu jest przedstawienie dowodu twierdzenia Hadamarda o od-
wracalnosci odwzorowan elementarnymi metodami topologicznymi.

Wstep

Ponad sto lat temu J. Hadamard pokazal, ze

Odwzorowanie f: R™ — R™ klasy C' jest dyfeomorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy jakobian J¢(x) # 0 dla kazdego x € R™ i odwzorowanie f jest wlasciwe.

Twierdzenie to nadal wzbudza zainteresowanie matematykéw. Wérdd nich jest
W. B. Gordon, ktéry podatl jego dowdd stosjac metody réwnan rézniczkowych
(patrz [Go]).

Celem tego artykulu jest podanie dowodu powyzszego twierdzenia elementarng
teoria nakry¢, wzorujac sie na monografii S. Lojasiewicza (patrz [Lo]) oraz podanie
wersji zespolonej tego twierdzenia dla odwzorowan biholomorficznych.
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W pierwszym rozdziale opracowane sa, pod katem dalszej czedci pracy, wybrane
zagadnienia z topologii przy mozliwie najstabszych zatozeniach. Ponadto przyto-
czone sa za [Ch2] i [Bi] potrzebne w dalszej czeci artykutu fakty z wielowymiarowe;
analizy zespolonej i rzeczywiste;j.

W drugim, gléwnym rozdziale podane sa zwigzki miedzy nakryciem, lokalnym
homeomorfizmem i wladciwoscia. Rozdzial ten jest opracowany na podstawie wspo-
mnianej powyzej monografii S. Lojasiewicza. Analiza pojecia nakrycia doprowadza
do wtasnosci 2.3, ktéra mowi, ze nakrycie musi by¢ surjekcja. Dzigki temu udaje si¢
poprawi¢ niedoktadne sformulowanie w [Lo] warunku koniecznego i wystarczajace-
go na to, by odwzorowanie bylto nakryciem skoniczonym (twierdzenie 2.1). Nastepnie
dowodzone jest, za S. Lojasiewiczem, podstawowe twierdzenie 2.2.

W rozdziale trzecim podane sa dowody zapowiedzianych na poczatku twierdzen
(twierdzenia 3.1 1 3.2), w ktérych wykorzystywane jest twierdzenie 2.2.

W ostatnim rozdziale sformutowany jest zwiazek twierdzenia Hadamarda z hi-
poteza jakobianowa.

Pragne podzigkowaé¢ Panu Profesorowi Jackowi Chadzynskiemu za pomoc w
czasie pisania pracy. Dziekuje takze uczestnikom Seminarium Katedry Funkcji Ana-
litycznych i Réwnan Rézniczkowych, na ktérym referowatam prace, w szczegdlnosci
prof. S. Spodziei.

1 Preliminaria

Przez fy oznaczamy obciecie odwzorowania f: M — N do zbioru U C M.

1.1 Wybrane zagadnienia z topologii

Wprowadzimy najpierw podstawowe pojecie tego rozdziatu.
Przestrzeniq topologiczng nazywamy pare (M, O) zlozona ze zbioru M i rodziny
O jego podzbioréw spelniajacej warunki:

(i) e O, M € O,
(11) jesli Ay € Oi1A€0,t0 A1NAs €O,
(iii) jedli A C O, to A € O.

Zbiér M nazywamy przestrzenig. Podzbiory nalezace do rodziny O (zwanej
topologia w M) nazywamy zbiorami otwartymi.

Niech M i N beda przestrzeniami topologicznymi.

Podamy teraz kolejne definicje.

Podzbidr U przestrzeni M nazywamy otoczeniem punktu a € M, gdy jest otwar-
ty w topologii M ia e U.

Przestrzen M nazywamy spdjng, gdy nie daje sie roztozyé na dwa zbiory do-
mkniete, niepuste i roztaczne.



75

Przestrzen M nazywamy przestrzeniq Hausdorffa, gdy dla kazdej pary réznych
punktow x1, zo € M istnieja otoczenia Uy i Uy odpowiednio punktéw x; i zo takie,
ze U1 n Ug = @

Podzbiér K przestrzeni Hausdorffa M nazywamy zwartym, gdy z kazdego po-
krycia otwartego zbioru K w topologii M mozna wybra¢ podpokrycie skonczone.

Podzbiér A przestrzeni M nazywamy izolowanym, gdy dla kazdego a € A ist-
nieje zbidr otwarty G, taki, ze G, N A = {a}.

Wtasno$¢ 1.1.  Niech M bedzie przestrzeniq Hausdorffa. Podzbiér A zwarty i
1zolowany przestrzeni M jest skonczony.

Dowdéd. Przypusémy przeciwnie, ze zbiér A C M jest nieskonczony. Poniewaz
zbiér A jest izolowany, wiec dla kazdego punktu a € A istnieje zbiér otwarty G,
taki, ze Go,NA = {a}. Rodzina {G, }4ca jest pokryciem otwartym zbioru A takim,
ze w kazdym zbiorze G, jest zawarty dokladnie jeden element zbioru A. Stad, z
pokrycia tego nie mozna wybraé¢ podpokrycia skonczonego zbioru A. To przeczy
zwartosci A i konczy dowdd wlasnodci. O

Wtasnosé 1.2, Niech M bedzie przestrzeniq Hausdorffa. Jesli punkt c € M, zbior
K C M jest zwarty i taki, ze ¢ € K, to istnieje otoczenie V punktu c oraz zbior
otwarty U taki, ze K CU 1V NU = .

Dowéd. Dla kazdego z € K mamy, ze © # c. Istniejg otoczenia U, i V, w
topologii M odpowiednio punktéw z i ¢ takie, ze U, NV, = () dla kazdego = € K.
Rodzina {U, },cx jest pokryciem otwartym zbioru zwartego K. Zatem mozemy z
niej wybraé¢ podpokrycie skoniczone {U,,,...,U,, } zbioru K. Polézmy U = U,, U
o UU,, 1V =V, NNV, . Wowezas UNV =, V jest zbiorem otwartym,
ceViKcU,czyliVNK =0. To konczy dowdd. O

Podzbiér F przestrzeni M nazywamy domknietym, gdy dopelnienie X \ F' jest
zbiorem otwartym.

Wtasnos$é 1.3. Niech M bedzie przestrzeniqg Hausdorffa. Jesli zbior K C M jest
zwarty, to jest domkniety.

Dowdd. Z wlasnodcei 1.2 wynika, ze dla kazdego punktu ¢ € M \ K istnieje oto-
czenie V takie, ze ¢ € V. .C M \ K. Stad zbiér M \ K jest otwarty, czyli zbiér K
jest domkniety.

To konczy dowdd. O

Wtlasno$¢ 1.4. Niech M bedzie przestrzeniq Hausdorffa. Jesli zbior F C M jest
domknietym podzbiorem zbioru zwartego K C M, to zbior F jest zwarty.

Dowdéd. Niech zbiory Uy, s € S, beda otwarte w topologii M oraz tworza pokrycie
zbioru F. Zbiory Us, s € S i H = M \ F stanowia pokrycie zbioru K. Zatem
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mozemy z niego wybraé¢ podpokrycie skoniczone zbioru K. Jesli zbiér H nie jest
elementem tego pokrycia, to jest ono pokryciem zbioru F. Natomiast jesli zbiér
H jest elementem tego pokrycia, to mozemy H odrzucié i otrzymamy skonczone
pokrycie zbioru F'.

To konczy dowdd. O

Niech A C M bedzie dowolnym zbiorem. Najmniejszy zbiér domkniety zawie-
rajacy A nazywamy domknieciem zbioru A i oznaczamy A.

Wtasnosci operacji domknigcia stosowane w dalszej czeséci pracy znalezé mozna
w [En].

Przestrzen Hausdorffa M nazywamy lokalnie zwartg, gdy dla kazdego x € M
istnieje otoczenie U punktu x takie, ze U jest zbiorem zwartym w M. Zbiér U ¢ M
nazywamy otoczeniem zwartym punktu x € M.

Udowodnimy wlasnosé

Wtlasnosé 1.5. Jesli M jest przestrzenig lokalnie zwartq, to dla dowolnego punktu
x € M i dla dowolnego otoczenia V- C M tego punktu istnieje otoczenie V, C M
punktu x takie, ze V, CV iV, jest zbiorem zwartym.

Dowdéd. Niech F = M\ V iniech W C M bedzie otoczeniem punktu x takim,
ze W jest zbiorem zwartym. W my$l wlasnosci 1.4 zbiér Fy = F N W jest zwarty
iz ¢ Fy. Zatem na mocy wlasnoéci 1.2 istnieja zbiory otwarte V, i Uy w topologii
M takie, ze

(1) Ve C W,

(2) x €V, FoCUoiVImU():@.

Polézmy U = Uy U (M \ W). Zbiér U jest otwarty, za$ z (1) i (2) wynika, ze
V, NU = (). Ponadto, z (2) mamy

F=FnNM=FnW)U[Fn(M\W)] =
FUFN(M\W)] CcUyU(M\W)=U.

Stad i z okreslenia F' dostajemy
(3) V.c M\UCV.
Reasumujac, z (3) mamy
V.CM\U=M\UCcCYV,
iz (1) V, C W, comamocy wlasnoéci 1.4 daje zwartosé¢ zbioru V. (]

Odwzorowanie f: M — N nazywamy cigglym, gdy dla kazdego zbioru otwar-
tego G C N zbiér f~1(G) jest otwarty w M.
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Wtasnos$é 1.6. Jesli f: M — N jest odwzorowaniem cigglym, to dla zbioru zwar-
tego K C M zbior f(K) jest zwarty.

Dowéd. Wezmy dowolne pokrycie otwarte {Us}ses zbioru f(K) w topologii N.
Wtedy zbiory {f~1(Us)}ses tworza pokrycie otwarte zbioru K. Zatem istnieje zbior
skonczony {s1,...,s,} C S taki, ze

Kcf ' U,)u---ufYU,,).

Poniewaz dla kazdego zbioru U C N zachodzi réwnoéé f(f~1(U)) C U oraz dla
dowolnych Vi,...,V,, C M mamy f(V1U---UV,) = f(V1)U---U f(V,,), wiec biorac
obrazy obu stron powyzszego otrzymujemy, ze

FIK)C U, U U, .

To konczy dowdd. O

Pokazemy nastepujaca wlasno$é

Wtasno$é 1.7.  Jezeli odwzorowania [ i g sq cigglymi przeksztalceniami prze-
strzeni topologicznej M w przestrzen Hausdorffa N, to zbior

{zeM: f(x) =g(x)}
jest domkniety.

Dowéd. Pokazemy, ze zbiér A = {& € M : f(x) # g(x)} jest otwarty. Dla
dowolnego = € A mamy f(x) # g(x) i w przestrzeni N istnieja otoczenia Uy i Uy
odpowiednio punktéw f(z) i g(z) takie, ze Uy N Uy = 0. Zbiér U = f~1(Uy) N
g~ 1(Us) jest otoczeniem punktu z. Ponadto, dla kazdych y € Uy i z € Us jest
y # z. Zatem zbiér U C A. Stad i z dowolnosci punktu z dostajemy otwartosé
zbioru A. O

Odwzorowanie ciagte f: M — N nazywamy otwartym, gdy dla kazdego zbioru
otwartego A C M obraz f(A) jest zbiorem otwartym w N.

Odwzorowanie ciagte f: M — N nazywamy homeomorfizmem, jesli jest bijekcja
przestrzeni M na N oraz odwzorowanie f~' jest ciggte.

Odwzorowanie f: M — N nazywamy lokalnym homeomorfizmem, gdy dla kaz-
dego punktu a € M istnieje otoczenie U punktu a takie, ze f(U) jest zbiorem
otwartym w N i fy: U — f(U) jest homeomorfizmem.

Latwo zauwazamy

Wtasnosé 1.8.  Jesli lokalny homeomorfizm f: M — N jest bijekcjq, to jest ho-
meomorfizmem.

Istotnie, z lokalnej homeomorficznoéci odwzorowania f wynika, ze f~! jest od-
wzorowaniem ciaglym. O
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1.2 Wybrane zagadnienia z analizy matematycznej

Przez R, R} oznaczamy odpowiednio cialo liczb rzeczywistych oraz zbiér liczb
rzeczywistych nieujemnych. Dla z = (z1,...,2,) € R"™ przyjmujemy || z ||=
CE% + .+ x%
Przrzestrzen R™ jest lokalnie zwarta, zatem zachodza w niej wszystkie wlasnosci
z paragrafu 1.1.
Niech f = (f1,..., fn): G — R* G C R", bedzie odwzorowaniem rézniczkowal-
nym. Macierz A = [0f/0x;]1<k j<n Nazywamy macierzq Jacobiego odwzorowania
f. Wyznacznik detA nazywamy jakobianem odwzorowania f i oznaczamy Jy.

Bezposrednio z [Bi], twierdzenie 1.8.1 oraz twierdzenie 1.8.2, dostajemy naste-
pujace wlasnosci

Wtasno$é 1.9. Jesli G C R" jest zbiorem otwartym, odwzorowanie f: G — R™
jest klasy C* oraz J¢(a) # 0 dla pewnego a € G, to

(a) f(G) zawiera pewne otoczenie punktu f(a).

(b) istniejg otoczenia U iV odpowiednio punktow a i f(a) takie, ze odwzorowanie
f:U =V jest wzajemnie jednoznaczne.

Wtasno$é 1.10. Jesli G C R”™ jest zbiorem otwartym, odwzorowanie f: G — R™
jest klasy C* oraz J¢(z) # 0 dla kazdego x € G, to

(a) zbidr f(G) jest otwarty.
(b) jesli f jest réznowartosciowe, to f= jest klasy C*.

Niech D, G C R™ beda zbiorami otwartymi. Odwzorowanie f: D — G nazywa-
my dyfeomorfizmem, gdy odwzorowuje bijektywnie D na G oraz odwzorowania f i
f~! sa klasy C*.

1.3 Wybrane zagadnienia z analizy zespolonej

Przez C oznaczamy cialo liczb zespolonych. Przyjmujemy oznaczenie C* =
C\ {0}.

Przrzestrzen C™ jest lokalnie zwarta, zatem zachodza w niej wszystkie wlasnosci
z paragrafu 1.1.

Funkcje f nazywamy holomorficzng w punkie z = (z1,...,2,) € C* gdy w
pewnym otoczeniu tego punktu jest ciggla i ma w tym otoczeniu pochodne czast-
kowe 0f/0z;, j = 1,...,n, tzn. gdy jest ciagla i holomorficzna wzgledem kazdej
zmiennej osobno. Powiemy, ze funkcja f jest holomorficzna w zbiorze D € C", gdy
jest holomorficzna w kazdym punkcie tego zbioru.

Niech G C C™ bedzie zbiorem otwartym. Odwzorowanie f = (f1,..., fm): G —
C™ nazywamy holomorficznym, gdy funkcje f1,..., fin sa holomorficzne.

Niech f = (f1,...,fn): G — C" G C C™, bedzie odwzorowaniem holomorficz-
nym. Macierz A = [0fi/0%;]1<k,j<n Nazywamy macierzq Jacobiego odwzorowania
f. Wyznacznik detA nazywamy jakobianem odwzorowania f i oznaczamy Jy.
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Wtasnoéé 1.11. 1 Jesli G € C" jest zbiorem otwartym, f: G — C" odwzorowa-
niem holomorficznym i Jp(a) # 0 dla pewnego a € G, to istniejg otoczenia U iV
odpowiednio punktéw a i f(a) takie, ze fuy: U — V jest odwzorowaniem wzajemnie
jednoznacznym i odwzorowanie fgl: V' — U jest holomorficzne.

Wtasnoéé 1.12.2 Niech G C C" bedzie zbiorem otwartym. Jesli f = (f1,..., fa):
G — C" jest odwzorowaniem holomorficznym réznowartosciowym, to jego jakobian
nigdzie nie znika w G.

Z wtasnosci 1.11 1 1.12 otrzymujemy

Wtasnoéé 1.13.3 Jesli G C C™ jest zbiorem otwartym, f: G — C" odwzorowa-
niem holomorficznym réznowartosciowym, to
(a) f jest odwzorowaniem otwartym.

(b) f~1: f(G) — G jest odwzorowaniem holomorficznym.

2 Nakrycia, lokalny homeomorfizm,
odwzorowania wtasciwe

W rozdziale tym przyjmujemy, ze M i N sa przestrzeniami Hausdorffa.

Wtasnoséé 2.1.  Niech odwzorowanie f: M — N bedzie lokalnym homeomorfi-
zmem oraz odwzorowania ciggle h;: E — M, i = 1,2, spelniajg w zbiorze E C N
rownania

(4) f(hi(2)) =2, dlai=1,2.

Jesli hi(c) = ha(c) dla pewnego punktu ¢ € E, to hy = hy w pewnym otoczeniu
punktu ¢ w F.

Istotnie, niech a = hy(c) = ha(c). Poniewaz f jest lokalnym homeomorfizmem,
wiec istnieje otoczenie U punktu a takie, ze f(U) jest zbiorem otwartym w N
i odwzorowanie frr: U — f(U) jest homeomorfizmem. Potézmy hy'(U) = V; i
hgl(U) = V,. Zbiory V1, V5 sa otwarte i ¢ € Vi NV, Niech V = Vi N Va. Z (4)
mamy

fulhi(z)=zdlazeV, i=1,2.

Skad dostajemy, ze hi(2) = f;'(z) = ha(2) dla z € V. To daje, ze hy(z) = ha(2)
dlaze VNE.
(]

Przy zatozeniach powyzszej wtasnosci dostajemy

1Zob. [Ch2], twierdzenie 12.1.
2Zob. [Ch2], twierdzenie 21.1.
3Zob. [Ch2], twierdzenie 21.2.
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Wtasnosé 2.2. Jesli zbior E jest spjny, to hy = ho w E.

Istotnie, poniewaz zbiér {z € E: h1(z) = ha(z)} jest niepusty, otwarty (w mysl
wlasnosci 2.1) i domkniety (w my$l wlasnosci 1.7) w E, wiec pokrywa sie z E. O

Udowodnimy nastepujacy lemat

Lemat 2.1. Niech odwzorowanie f: M — N bedzie lokalnym homeomorfizmem.
Jesli przestrzen M jest spojna i istnieje odwzorowanie ciggle h: N — M speilniajgce
f(h(2)) =2z w N, to f jest homeomorfizmem.

Dowé6d. Zachodzi réwnosé
(5) h(N)={xz e M: h(f(z)) = z}.

Istotnie, wezmy dowolny punkt xzo € h(N). Wtedy istnieje zp € N takie, ze
h(z0) = xo. Stad i z zalozenia f(zg) = f(h(z0)) = z0. Zatem h(f(zo)) = o,
czyli pokazalidmy, ze h(N) C {z € M: h(f(z)) = x}. Wezmy teraz dowolny punkt
xg € {& € M: h(f(x)) = z}, a wiec spelniajacy réwnosé h(f(zg)) = z¢. Ponie-
waz f odwzorowuje M w N, wiec oznaczajac zg = f(xg) mamy zg € N oraz
xo = h(f(x0)) = h(zp). Reasumujac zachodzi (5).

Pokazemy teraz, ze h(N) = M. Z réwnosci (5) i wlasnosci 1.7 wynika, ze zbiér
h(N) jest domkniety. Zbiér h(N) jest réwniez otwarty. Istotnie, wezmy dowolny
a € h(N). Obciecie fy do pewnego otoczenia U punktu a jest homeomorfizmem na
otoczenie f(U) punktu ¢ = f(a). Poniewaz h(c) = h(f(a)) = a = f;;'(c), wiec na
mocy wilasnosci 2.1 h = f,jl w pewnym otoczeniu V' C f(U) punktu c. Wéwczas
h(V) = f;'(V) jest otoczeniem punktu a, zawartym w h(N). Stad zbiér h(N)
jest otwarty. Zbiér h(NN) jako niepusty, otwarty i domkniety podzbiér przestrzeni
spéjnej M, pokrywa sie z M, czyli h jest surjekcja.

Wykazemy teraz, ze odwzorowanie f jest réznowartosciowe. Istotnie, niech
f(x1) = f(z2), gdzie x1, z2 € M. W mysl powyzszego istnieja punkty z1, z0 € N
takie, ze h(z1) = x1 oraz h(z2) = x9. Korzystajac z zalozenia dostajemy, ze f(z1) =
f(h(z1)) = z1 oraz f(x2) = f(h(22)) = 22. Zatem z1 = h(z1) = h(z2) = 3. Stad
odwzorowanie f jest réznowartosciowe.

7 powyzszego i wlasnosci 1.8 odwzorowanie f: M — N jest homeomorfizmem.

To koniczy dowdd. U

Odwzorowanie f: M — N nazywamy nakryciem, gdy kazdy punkt przestrze-
ni N posiada otoczenie V, dla ktérego f~1(V) jest suma zbioréw U; otwartych,
roztacznych i takich, ze odwzorowania fr,: U; — V sa homeomorfizmami.

7 powyzszej defnicji wynika tatwo

Wtlasnos$é¢ 2.3. Nakrycie f: M — N jest surjekcjq.
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Istotnie, niech f: M — N bedzie nakryciem. Przypuéémy przeciwnie, ze zbior
N\ f(M) jest niepusty. Wezmy dowolny punkt z € N \ f(M). W my$l definicji
nakrycia isnieje otoczenie V punktu z oraz rozlaczne zbiory otwarte U; takie, ze
F7H(V) jest suma zbioréw U; oraz odwzorowania fy, : U; — V sa homeomorfizmami
na V. Zatem istnieje z € U; taki, ze fy,(x) = z. To daje sprzeczno$é z tym, ze

2 & f(M). O

Wtasno$é 2.4. Nakrycie f: M — N jest lokalnym homeomorfizmem.

Istotnie, wezmy dowolny punkt @ € M iniech f(a) = b. Z definicji nakrycia isnieje
otoczenie V punktu b oraz rozlaczne zbiory otwarte U; takie, ze f~1(V) jest suma
zbioréw U; oraz odwzorowania fi,: U; — V sa homeomorfizmami na V. Wéowczas
a € U, dla pewnego [, f(U;) = V jest zbiorem otwartym i fy,: Uy — f(U;) jest
homeomorfizmem. O

Niech odwzorowanie f: M — N bedzie nakryciem. Wéwczas dla dowolnego
punktu ¢ € N liczbe #f~1(c) nazywamy krotnosciq nakrycia f w punkcie c. Méwi-
my, ze nakrycie f: M — N jest skoniczone, gdy jego krotno$¢ w dowolnym punkcie
przestrzeni N jest skonczona.

Prawdziwe sa wlasnosci

Wtasno$é 2.5. Krotnosé nakrycia f: M — N jest lokalnie stala.

Istotnie, w my$l definicji nakrycia dla dowolnego punktu ¢ € N istnieje otoczenie
V oraz rozlaczne zbiory otwarte U; takie, ze f~1(V) jest suma zbioréw U; oraz
odwzorowania fy,: U; — V sa homeomorfizmami. Wowczas #f~1(z) = #f71(c)
dla z € V. O

7 powyzszego dostajemy tatwo

Wtasno$é 2.6. Jezeli przestrzeri N jest spdjna, to krotnosé nakrycia f: M — N
jest stala.

Przypu$émy przeciwnie, ze krotno$é nakrycia f nie jest stala. Niech Wy = {z € N :
#f2) =1}, Wo={2€N:#fH2)=2},..., Woo = {2 € N: #f71(2) = 00}
Zbiory W1, ..., Wy na mocy wlasnosci 2.5 sa otwarte. Istnieja k i1, k < takie, ze
zbiory Wy, 1 W, sa niepuste. Wowczas Wi U- - -UWj i Wi U- - -UW, sg niepustymi
zbiorami otwartymi. Ponadto powyzsze zbiory sa roztaczne i ich suma réwna jest
N. To przeczy spdjnosci przestrzeni N. (]

Jezeli krotno$¢ nakrycia f: M — N jest stata w N, to jej wartos¢ p nazywamy
krotnoscig nakrycia f i méwimy, ze nakrycie jest p-krotne. Nakrycie nazywamy
jednokrotnym, gdy jest 1-krotne.

Podamy przyktad nakrycia co-krotnego

Przyktad 1. Funkcja exp: C — C* jest oco-krotnym nakryciem.
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Istotnie, wezmy a € C* i b € C takie, ze exp(b) = a. Poniewaz funkcja exp jest
lokalnym homeomorfizmem, wiec istnieja otoczenia Uy i V' odpowiednio punktéw
bia takie, ze expy, : Up — V jest homeomorfizmem. Wowczas

exp ' (V) = | Ux, gdzie Uy = 2kmi + Up.
keZ

Wezmy dowolny punkt z € exp (V). Wtedy exp(z) =y € V i istnieje 2o € Uy
takie, ze exp(zg) = y. Stad z = 2o + 2kmi € Uy dla pewnego k € Z. Odwrotnie,
jesli z € Uy dla pewnego k € Z, to istnieje zg € Uy takie, ze z = zg + 2kmi. Zatem
exp(z) =exp(z9) € V, czyli 2z € exp~ (V).

Latwo zauwazy¢, ze zbiory Uy sa rozlaczne dla k € Z. Istotnie, przypusémy
przeciwnie, ze istnieje z € Uy N Uj, gdzie k # |. Wowczas istniejg z, 2; € Up takie,
ze z = 2z + 2kmi = 2z + 2lwi. Zatem exp(zg) =exp(z;). Stad zx = 2, a wiec k = [,
co daje sprzecznosé.

Ponadto odwzorowanie expy, : Uy — V jest homeomorfizmem dla kazdego k €
Z. Wystarczy pokazac, ze expy, jest réznowartosciowy dla kazdego k € Z. Istotnie,
ustalmy dowolne k € Z i wezmy y, z € Uy takie, ze expy;, (y) = expy, (2). Wowezas
istnieja yx, zx € Up takie, ze y = yx+2kmiiz = zi+2kmi. Zatem exp(yr) = exp(yrp+
2kmi) = exp(y) = exp(z) = exp(z + 2kmi) = exp(zy). Stad i z réznowartosciowosci
expy;, otrzymujemy réznowartosciowosé funkeji expy, . O

Zachodzi wlasnos$é

Wtasno$é 2.7. Kazde nakrycie jednokrotne jest homeomorfizmem.

Istotnie, jesli f: M — N jest nakryciem jednokrotnym, to jest surjekcja oraz
odwzorowaniem réznowartosciowym. Z witasnosci 2.4 i 1.8 wynika, ze odwzorowanie
f: M — N jest homeomorfizmem. O

Ponadto, tatwo pokazaé

Wtasno$é 2.8.  ZloZenie nakrycia z homeomorfizmem (w dowolnym porzadku)
jest nakryciem.

Istotnie, niech f: M — N bedzie nakryciem oraz niech ¢: N — P bedzie
homeomorfizmem. Ztozenie ¢ o f odwzorowuje M na P. Wezmy dowolny punkt
z € P. Wéwczas, z definicji nakrycia punkt ¢ ~1(2) posiada otoczenie V, dla ktére-
go f~1(V) jest suma zbioréw U; otwartych, roztacznych i takich, ze odwzorowania
fu.: U; — V sa homeomorfizmami. Stad punkt z posiada otoczenie W = ¢(V),
dla ktérego (¢ o f)~1(W) jest suma zbioréw U; otwartych, roztacznych i takich, ze
odwzorowania (¢ o f)y,: U; — W sa homeomorfizmami.

Niech teraz f: M — N bedzie nakryciem oraz niech ¢: R — M bedzie home-
omorfizmem. Zlozenie f o ¢ odwzorowuje R na N. Wezmy dowolny punkt z € N.
Wéwezas, z definicji nakrycia punkt z posiada otoczenie V', dla ktérego f~1(V) jest
suma zbioréow U, otwartych, rozlacznych i takich, ze odwzorowania fy,: U; — V



83

sa homeomorfizmami. Stad punkt z posiada otoczenie V, dla ktérego (f o)~ 1(V)
jest suma zbioréw A; = ¢~ (U;) otwartych, roztacznych i takich, ze odwzorowania
(fop)y,: A; = V sa homeomorfizmami. O

Niech dalej przestrzenie M i N beda lokalnie zwarte.

Odwzorowanie ciggte f: M — N nazywamy wila$ciwym, gdy dla dowolnego
zbioru K zwartego w N przeciwobraz f~1(K) jest zwarty w M.

Uwaga 1. 7Z przyktadu 1 wynika, ze nakrycie nie musi by¢ odwzorowaniem wta-
$ciwym. Funkcja exp: C — C* jest nakryciem, natomiast nie jest odwzorowaniem
wlasciwym.

Twierdzenie 2.1. Niech odwzorowanie f: M — N bedzie surjekcjg. Nastepujgce
warunki sqg réownowazne:

(a) [ jest nakryciem skoniczonym,

(b) f jest lokalnym homeomorfizmem i odwzorowaniem wiasciwym.

Dowéd. (a) = (b). Zalézmy najpierw, ze f jest nakryciem skoficzonym. Zatem
dla dowolnego punktu ¢ € N istnieje otoczenie W, punktu ¢ oraz zbiory otwarte
i roztaczne Qi,...,Q,, takie, ze f71(W.) = QU ---UQq, i fo,: Qi — W, jest
homeomorfizmem dla i = 1,...,s.. Wowczas, z lokalnej zwartosci przestrzeni N,
na mocy wlasnoéci 1.5, istnieje otoczenie U. C W, punktu ¢ w topologii N takie,
ze V. = U, C W. jest zbiorem zwartym oraz f~'(V.) = By U---U By,, gdzie
By, ..., B, sa homeomorficzne z V.. Na mocy wlasnosci 1.6 zbiory Bi,...,DBs,
sa zwarte. W ten sposéb otrzymujemy, ze dowolny punkt przestrzeni N posiada
otoczenie o przeciwobrazie zwartym. Niech K C N bedzie zbiorem zwartym. Wow-
czas rodzina {U.}.ck jest pokryciem otwartym zbioru K. Mozemy z niego wybraé
podpokrycie skonczone {U,,...,U., } zbioru K. Zatem zbiory V.,,..., V., tak-
ze stanowia pokrycie zbioru K. Stad i z powyzszego dostajemy, ze f~1(K) jest
zbiorem zwartym. Zatem odwzorowanie f jest wlasciwe i oczywiscie jest lokalnym
homeomorfizmem.

(b) = (a). Zalézmy teraz, ze f jest lokalnym homeomorfizmem i odwzorowaniem
wladciwym. Wezmy punkt ¢ € N. Wtedy zbiér f~1(c) jest zwarty (poniewaz zbiér
jednoelmentowy {c} jest zwarty) oraz izolowany?. Zatem, z wlasnosci 1.1, zbiér ten
jest skoficzony. Niech f~1(c) = {ay,...,a,}. Wezmy otoczenia roztaczne Uy, ..., U,
punktéw aq, ..., a, takie, ze fy, jest homeomorfizmem na f(U;), za$ f(U;) otocze-
niem punktu ¢, ¢ = 1,...,r. WeZmy otoczenie zwarte V* punktu ¢ (otoczenie takie
istnieje, gdyz N jest lokalnie zwarta). Wéwczas na mocy wlasnosci 1.3, 1.4 oraz 1.6
zbiér T = f(f~1(V*)\(U1U- - -UU,.)) jest zwarty i nie zawiera punktu c. W my$l wia-
snosci 1.2 istnieje otoczenie V punktu ¢, roztaczne z T i takie, ze V.C V*N( f(U;).
Wtedy f~1(V) Cc Uy U---UU,. Istotnie, gdyby istniat x € f~1(V)\ (U U---UU,),

4Niech a € f~1(c). Odwzorowanie fu, jest réznowartosciowe dla pewnego otoczenia U, punktu
a. Zatem U, N f~1(c) = {a}.
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to f(z) € f(fTP WM\ (UL U---UU)) C f(FFAVH\N(OLU---UU,)) =T i
f(z) € V. Zatem f(x) € TNV, co jest sprzeczne z okre§leniem zbioru V. Ma-
my wiec 71 (V) = U, U---UU,., gdzie U, = U; N f~YV), i = 1,...,r, sa
otwarte (jako iloczyn dwdch zbioréw otwartych), rozlaczne oraz odwzorowania
for: U, — fU) = f(U;n f~YV)) = f(U;) NV = V sa homeomorfizmami.
Zatem odwzorowanie f jest nakryciem skonczonym.

To konczy dowdd. O

Uwaga 2. Lokalny homeomorfizm i wladciwosé odwzorowania nie implikuje sur-
jektywnosci tego odwzorowania. Istotnie, wezmy koto jednostkowe K C C o srodku
w 0 i funkcje f okre$long wzorem f(z) = z dla z € K. Polézmy K3 = {z € C:
| z—3 ||< 1}. Niech f: K — K U K5. Wéwczas funkcja f jest lokalnym home-
omorfizmem oraz odwzorowaniem wlasciwym, ale nie jest surjekcja (a zatem nie
jest nakryciem).

Zaréwno w [Lo], Prop. B.3.1, jak i w [Fo], Tw. 1.4.22, nie wystepuje zalozenie
o surjektywnosci odwzorowania.

Udowodnimy lemat

Lemat 2.2. Niech H C R™, H # R", bedzie zbiorem otwartym. Jesli [0,b] C H,
to istnieje zbidr otwarty wypukly W taki, ze [0,0] C W C H.

Dowdéd. Niech 6 bedzie polowa odleglosci miedzy zbiorami [0,b] i N \ H.

Wtedy § > 0. Istotnie, gdyby 6 = 0, to w my$l definicji odlegtosci istnialyby
Ci%gi {pn}neN C [07 b] 1 {Qn}nEN cCR" \ H takie, ze

(6) lim (pn — gn) = 0.

n—oo
Poniewaz [0, b] jest zbiorem zwartym, wiec z ciagu {p, }neny mozna wybraé podciag
zbiezny {pn, }ren taki, ze lim p, = p € [0,b]. Stad, z (6) i z domknietosci zbioru
n—oo
R™\ H mamy, ze lim g,, =pipe R\ H. To daje sprzecznosc.
n—oo

Niech W bedzie d-pokryciem odcinka [0,b]. Oczywiscie W jest zbiorem otwar-
tym i W C H. Zauwazmy, ze W jest zbiorem wypuklym. Istotnie, niech ¢,d € W.
Woéwezas istnieja punkty ¢/, d’ € [0,b] takie, ze || c— ¢ [[< di||d—d ||<I. Wtedy
dla kazdego ¢ € [0, 1]

dt+ (1 —t)d €10,

oraz

ct+(1—t)d—c —(1—-t)d ||=
[ (e=c)t+1=t)(d-d)|<
le=c ||t+ || d—d || (1—t)<é.

Zatem [c,d] C W. O
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Twierdzenie 2.2. Jezeli M # 0 jest spéjna, N za$ homeomorficzna z R™, to
kazde nakrycie f: M — N jest jednokrotne, czyli jest homeomorfizmem.

Dowd6d. Na mocy wlasnoéci 2.8 mozna przyjaé, ze N = R"™. Wedlug lematu
2.1 wystarczy wykazaé istnienie odwzorowania cigglego h: N — M takiego, ze
f(h(2)) = z dla z € N. Z wlasnosci 2.3 mamy, ze istnieje a € M takie, ze f(a) = 0.
Niech 7 bedzie rodzing wszystkich odwzorowan g o dziedzinach otwartych w N i
gwiazdzistych wzgledem 0, o wartosciach w M, ciagtych, spelniajacych warunki:
f(g(z)) = ¢ w dziedzinie odwzorowania g oraz g(0) = a. Rodzina 7 jest niepusta,
gdyz zawiera f;; ! przy odpowiednio dobranym otoczeniu U punktu a. Z wlasnoci
2.2 wynika, ze dwa dowolne odwzorowania z 7 sa réwne w przecieciu ich dziedzin,
poniewaz jest ono spdjne i zawiera 0. Zatem h = | J{g: g € T}, gdzie g traktujemy
jako wykres odwzorowania, jest odwzorowaniem i nalezy do 7. Niech H bedzie
dziedzing odwzorowania h (H jest otwarty jako suma zbioréw otwartych). Poka-
zemy, ze H = N. Przypu$émy przeciwnie, ze H C N, H # N. Wéwczas istnieje
a € R™\ {0} takie, ze pélprosta Ry 5t — at € R™ nie lezy catkowicie w H. Niech
to = sup{t € Ry : [0,at] C H}. Polézmy ¢ = aty. Oczywiscie [0,¢) C H. Ponadto
¢ ¢ H. Istotnie, w przeciwnym razie z otwartosci i gwiazdzistosci H istniatoby
t1 > to takie, ze [0,at;] C H, co przeczy okresleniu tg. Wezmy otoczenie wypukle
V punktu ¢, dla ktérego f~1(V) jest suma zbioréw U; otwartych, roztacznych i ta-
kich, ze fy,: U; — V sa homeomorfizmami. Wezmy b € [0,¢) N V. W mys$l lematu
2.2 istnieje zbiér otwarty wypukly W taki, ze [0,b] C W C H.

7 powyzszego mamy h(b) € U; dla pewnego [, wiec h(b) = h(b) gdzie h = fljll,
przy czym f(h(z)) = zw V. Zatem h = h w WNV, wiec hyy Uh jest odwzorowaniem
ciaglym w zbiorze W U V', zawierajacym [0, c] i jego obcigcie do zbioru otwartego
wypuklego Wy takiego, ze [0,¢] C Wy C WUV, nalezy do 7. Zatem Wy C H, skad
c € H. To daje, ze H = R"” i koticzy dowdd. O

3 Twierdzenie Hadamarda

Zaczniemy od definicji.

Odwzorowanie holomorficzne f: G — D nazywamy biholomorfizmem, gdy jest
odwzorowaniem réznowartosciowym i f(G) = D, gdzie G,D C C" sa zbiorami
otwartymi.

W rozdziale tym udowodnimy twierdzenie Hadamarda najpierw w przestrzeni
zespolonej.

Twierdzenie 3.1. (Hadamard) Odwzorowanie holomorficzne f: C* — C™ jest
biholomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jakobian J;(z) # 0 dla kaZdego z € C™ i
odwzorowanie f jest wlasciwe.

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze odwzorowanie f jest biholomorfizmem. Woéwczas
na mocy wlasnosci 1.12 mamy, ze Jy(z) # 0 dla kazdego z € C™. Ponadto, z
wlasnosci 1.13 dostajemy, ze odwzorowanie f~': C* — C” jest holomorficzne, a
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wiec jest ciagle. Zatem, na podstawie wlasnoéci 1.6, f~! odwzorowuje zbiory zwarte
na zbiory zwarte, czyli odwzorowanie f jest wlasciwe.

Zalézmy teraz, ze Jy(z) # 0 dla kazdego z € C™ i odwzorowanie f jest wlasciwe.
Z wtasnosci 1.11 otrzymujemy, ze dla kazdego z € C" isnieje otoczenie U, takie,
ze f(U,) jest zbiorem otwartym, odwzorowanie fy. : U, — f(U,) jest wzajemnie
jednoznaczne i odwzorowanie odwrotne fljzl: fU,) — U, jest holomorficzne. Za-
tem odwzorowanie fy.: U, — f(U,) jest homeomorfizmem, czyli odwzorowanie
f jest lokalnym homeomorfizmem. Stad i z wlasciwosci odwzorowania f, na pod-
stawie twierdzenia 2.1, mamy, ze odwzorownie f jest nakryciem skonczonym. Z
kolei, z twierdzenia 2.2, poniewaz przestrzen C™ jest spéjna oraz homeomorficzna
z przestrzenia R?"?, wiec nakrycie f: C* — C” jest jednokrotne. W konsekwencji
odwzorowanie f jest biholomorfizmem.

To konczy dowdd. O

Twierdzenie Hadamarda w wersji rzeczywistej formulujemy nastepujaco:

Twierdzenie 3.2. (Hadamard) Odwzorowanie f: R™ — R"™ klasy Ct jest dyfe-
omorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jakobian Jr(x) # 0 dla kazdego x € R™ i
odwzorowanie f jest wlasciwe.

Dowdéd. Zalézmy najpierw, ze odwzorowanie f jest dyfeomorfizmem. Wéowcezas
J¢(x) # 0 dla kazdego « € R™. Istotnie, z twierdzenia o superpozycji odwzorowan,
dla dowolnego o € R” mamy

Jr-10p(x0) = Jp-1(f(20)) - Jy(20)-

Z drugiej strony f~1o f =idgn. Stad Jp-105(x0) = 1. Zatem Jp-1(f(x0))- Jf(z0) =
1, czyli J¢(xg) # 0. Ponadto, odwzorowanie odwrotne f~L, bedac ciagtym, na
podstawie wlasnosci 1.6, odwzorowuje zbiory zwarte na zbiory zwarte. To daje, ze
odwzorowanie f jest wlasciwe.

Zalézmy teraz, ze J¢(x) # 0 dla kazdego € R™ i odwzorowanie f jest wia-
$ciwe. Poniewaz J¢(z) # 0 dla kazdego & € R", wiec z twierdzenia o lokalnym
odwracaniu odwzorowania (wlasno$é 1.9), dla kazdego x € R™ isnieje otoczenie
U, takie, ze f(U,) jest zbiorem otwartym oraz fy,: U, — f(U,) jest réznowarto-
$ciowe, a zatem odwracalne. Stad i z wlasnoséci 1.10 mamy, ze f[jrl jest klasy C*
dla kazdego x € R™. Zatem odwzorowanie fy,: U, — f(Usy) jest dyfeomorfizmem
dla kazdego =z € R", czyli odwzorowanie f jest lokalnym dyfeomorfizmem. Ponie-
waz kazdy dyfeomorfizm jest homeomorfizmem, wiec z powyzszego otrzymujemy,
ze odwzorowanie f jest lokalnym homeomorfizmem. Stad i z wladciwosci odwzoro-
wania f na podstawie twierdzenia 2.1 wnosimy, ze jest ono nakryciem skonczonym.
Poniewaz przestrzen R™ jest spdjna, wiec wedlug twierdzenia 2.2 kazde nakrycie
f: R — R"™ jest jednokrotne. Odwzorowanie f jest réznowartoéciowe, klasy C! i
takie, ze J¢ # 0, czyli, na podstawie wlasnosci 1.10, f~! jest klasy C*.

To daje teze i konczy dowod. O



87

4 Uwagi koncowe

Przyjmujemy oznaczenie K = {R, C}.
Odwzorowanie wielomianowe F': K" — K" nazywamy kellerowskim, gdy jako-
bian tego odwzorowania jest rozny od zera w kazdym punkcie x € K™.

7 twierdzen 3.1 i 3.2 dostajemy twierdzenie zwiazane z hipoteza jakobianowsg,
Kellera z 1939 roku, do dzisiaj nie rozwiazana.

Twierdzenie 4.1. Niech F': K" — K" bedzie odwzorowaniem kellerowskim. Na-
stepujgce warunki sq réwnowazne:

(a) odwzorowanie F jest odwracalne,

(b) odwzorowanie F jest wlasciwe.
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The Hadamard theorem on invertibility of mappings

Summary. In this article we present a proof of the Hadamard theorem on inverse
mapping based on elementary topological methods.
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