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Magdalena D ↪ebowska, Anna Fluder,

Tomasz Szemberg (Kraków)

1 Problem i jego motywacja

Jednym z najwi ↪ekszych osi ↪agni ↪eć teorii liczb wieńcz ↪acym minione stulecie by l dowód
Wielkiego Twierdzenia Fermata podany przez Wilesa [Wil]. Przypomnijmy jego
wypowiedź.

Twierdzenie 1 Niech n b ↪edzie liczb ↪a naturaln ↪a wi ↪eksz ↪a b ↪adź równ ↪a 3 i niech
x, y, z b ↪ed ↪a liczbami ca lkowitymi takimi, że

xn + yn = zn.

Wtedy xyz = 0.

Powyższe równanie ma nieskończenie wiele rozwi ↪azań dla wyk ladnika n = 2.
S ↪a to tak zwane trójki pitagorejskie.

Z algebraicznego punktu widzenia różnica mi ↪edzy równaniem Pitagorasa (n =
2) i równaniami Fermata (n ≥ 3) polega na tym, że opisana przez nie krzywa

Cn = {(x : y : z) ∈ P2 : xn + yn − zn = 0}
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jest wymierna dla n = 2 i ma wyższy genus dla n ≥ 3. Twierdzenie Faltingsa [Fal]
zastosowane w tej sytuacji implikuje, że na krzywej Cn dla n ≥ 4 jest co najwyżej
skończona ilość punktów o obu wspó lrz ↪ednych ca lkowitych. Nie b ↪edziemy jednak
śledzić tego aspektu tutaj. Nasz ↪a uwag ↪e skupimy na istnieniu (a raczej wyznacze-
niu dok ladnej ilości) rozwi ↪azań równania Fermata w skończonej charakterystyce.
Oszacowania ilości punktów dostarcza nast ↪epuj ↪aca nierówność Hasse-Weila:

(1) #(Cn) ≤ q + 1 + 2 g
√
q,

gdzie q oznacza ilość elementów cia la, a g genus krzywej.
Jak wiadomo z kursu algebry charakterystyka każdego cia la jest albo równa

zero, albo jest liczb ↪a pierwsz ↪a. Cia la o charakterystyce zero maj ↪a si l ↪a rzeczy nie-
skończenie wiele elementów. Wśród cia l o skończonej charakterystyce s ↪a takie,
które maj ↪a skończon ↪a ilość elementów. Najprostszym przyk ladem takiego cia la
jest Fp, które można interpretować jako zbiór liczb {0, 1, 2, . . . , p−1} z dzia laniami
mnożenia i dodawania indukowanymi z Z modulo p. Jeśli Fq, dla pewnego q = pr,
jest cia lem skończonym, to można je utożsamiać z cia lem powsta lym z pierścienia
wielomianów Fp[X] przez wydzielenie pewnego idea lu maksymalnego generowanego
przez nierozk ladalny wielomian stopnia r postaci

f(X) = Xr + a1X
r−1 + · · · + ar,

gdzie a1, . . . , ar ∈ Fp. Ta interpretacja daje możliwość prowadzenia konkretnych
obliczeń.

Rozszerzenie Fq : Fp jest skończone, a zatem algebraiczne. Ponadto Fq jest
cia lem rozk ladu wielomianu Xq −X. Wynika st ↪ad, że każde rozszerzenie postaci
Fqk : Fq jest rozszerzeniem Galois. Grupa Galois tego rozszerzenia Gal(Fqk/Fq)
jest cykliczna, generowana przez endomorfizm Frobeniusa

φ = φqk : Fqk ∋ α −→ αq ∈ Fqk .

Uwaga 2 Twierdzenie Fermata nie może być prawdziwe w skończonej charaktery-
styce. Wynika to z tożsamości

(x + y)p = xp + yp,

która jest prawdziwa w każdym ciele o charakterystyce równej p. (Wielu studentów
uważa, że tożsamość ta zachodzi także w charakterystyce zero. Zbadanie źróde l tego
przekonania pozostawiamy jednak dydaktykom.)

Przyk lad 3 W dowolnym ciele F3k zachodzi równość

13 + 13 = 23.

W skończonej charakterystyce zatem w laściwe jest pytanie nie tyle o istnie-
nie rozwi ↪azań równania Fermata, ile o wyznaczenie ich dok ladnej liczby. Jest to
również pytanie fascynuj ↪ace, szczególnie, gdy liczb ↪e t ↪a chce si ↪e wyznaczyć efektyw-
nie w rozs ↪adnym czasie.
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Problem. Wyznaczyć efektywnie ilość rozwi ↪azań równania

xn + yn = zn

w (skończonym) ciele Fq.

Problemu tego nie rozwi ↪ażemy tu w ca lości. Zaprezentujemy jednak dwa przy-
padki, które zawieraj ↪a w sobie ciekawe aspekty teoretyczne.

Zaczniemy od przypomnienia definicji dwóch ważnych homomorfizmów zwi ↪aza-
nych z rozszerzeniami cia l.

Definicja 4 Addytywny homomorfizm

Tr = TrF
qk

/Fq
: Fqk ∋ α −→ α + αq + · · · + αqk−1

∈ Fq

nazywamy śladem.

Obraz śladu leży w Fq, gdyż jest niezmienniczy ze wzgl ↪edu na dzia lanie grupy
Galois rozszerzenia.

Definicja 5 Multiplikatywny homomorfizm

Norm = NormF
qk

/Fq
: Fqk ∋ α −→ α · αq · · · · · αqk−1

∈ Fq

nazywamy norm ↪a.

Norma jest dobrze zdefiniowana z tych samych wzgl ↪edów, co ślad.

2 Krzywa hermitowska

W pierwszym przyk ladzie rozważymy Problem dla n = q + 1 nad cia lem Fq2 . To
wygl ↪ada na bardzo szczególny przypadek. I tak jest rzeczywíscie. Pozwala on
jednak na zilustrowanie niezwykle użytecznego sposobu podej́scia w sytuacji, która
nie jest obarczona nadmiernymi komplikacjami technicznymi.

Wygodnie jest zacz ↪ać nasze rozważania od liniowej zmiany zmiennych. x′ = x + y
y′ = x + z
z′ = x + y + z

Równanie Fermata przyjmuje w nowych zmiennych (primy pomijamy) postać:

yzq + yqz = xq+1.

Krzywa zadana tym równaniem jest nazywana hermitowsk ↪a [RuSt]. Jest ona naj-
lepiej znanym przyk ladem krzywej, która jest maksymalna tzn. ma najwi ↪eksz ↪a
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możliw ↪a z punktu widzenia oszacowania (1) ilość punktów, o czym przekonamy si ↪e
za moment.

Dla z = 0 mamy ewidentnie dok ladnie jeden punkt (w nieskończoności), który je
spe lnia: (0 : 1 : 0). Możemy zatem ograniczyć si ↪e do cz ↪eści afinicznej. Podstawiaj ↪ac
z = 1 dostajemy równanie

y + yq = x · xq.

Zauważmy, że lewa strona to TrFq2/Fq
(y), zaś prawa strona to NormFq2/Fq

(x). Niech

w ∈ F∗
q b ↪edzie różnym od zera elementem. Wtedy istnieje dok ladnie q2

q = q

elementów y takich, że Tr(y) = w oraz q2−1
q−1 = q + 1 takich elementów x, że

Norm(x) = w. To daje (q − 1) · q · (q + 1) rozwi ↪azań. Dodatkowe q rozwi ↪azań
otrzymujemy dla x = w = 0. Razem jest ich zatem q3, a po uwzgl ↪ednieniu punktu w
nieskończoności mamy q3+1 punktów na krzywej Cq+1 nad cia lem Fq2 . Zauważmy,

że w tej sytuacji genus jest równy g(Cq+1) = q(q−1)
2 i mamy równość w nierówności

(1) (q należy zast ↪apić przez q2).

3 Charakterystyka 2

W tym przyk ladzie podamy wzór na ilość punktów #X(F2k) na krzywej eliptycznej

X = C3 : x3 + y3 = z3

nad dowolnym skończonym cia lem F2k charakterystyki 2.

Twierdzenie 6 Niech X b ↪edzie krzyw ↪a eliptyczn ↪a dan ↪a równaniem x3 + y3 = z3.
Wówczas ilość punktów tej krzywej nad cia lem F2k wyraża si ↪e wzorem

#X(F2k) =

{
2k + 1 jeśli k jest nieparzyste

2k + 1 − 2(−2)k/2 jeśli k jest parzyste

Twierdzenie dotyczy nieskończonego ci ↪agu liczb naturalnych. W teorii liczb
w lasności ci ↪agów cz ↪esto bada si ↪e za pomoc ↪a funkcji tworz ↪acych. To podej́scie sta-
nowi motywacj ↪e nast ↪epuj ↪acej, ogólnej definicji.

Definicja 7 Niech X b ↪edzie rzutowym podzbiorem algebraicznym określonym nad
cia lem Fq i niech ak := #X(Fqk). Funkcj ↪e

ZX(t) := exp

( ∞∑
k=1

ak · t
k

k

)

nazywamy funkcj ↪a zeta zbioru X (nad Fq).

Wprost z definicji wynika tylko, że ZX(t) jest szeregiem formalnym o wspó lczyn-
nikach wymiernych. W istocie jest to funkcja wymierna nad Q. To stwierdzenie
stanowi treść hipotezy Weila sformu lowanej oko lo roku 1949 [Wei] i udowodnionej
w 1959 przez Dworka [Dwo].
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Nasza wiedza o postaci funkcji zeta jest, przynajmniej w odniesieniu do zbiorów
g ladkich, znacznie dok ladniejsza. Wyraża to nast ↪epuj ↪ace twierdzenie wykazane
przez Deligne [Del] i Grothendiecka [Gro].

Twierdzenie 8 Niech X b ↪edzie g ladkim zbiorem algebraicznym wymiaru d. Wów-
czas

ZX(t) =
P1(t) · · · · · P2d−1(t)

P0(t) · · · · · P2d(t)
,

gdzie Pi s ↪a wielomianami o wspó lczynnikach ca lkowitych, ze wspó lczynnikiem wio-
d ↪acym równym 1. Ich stopień jest określony przez topologi ↪e rozmaitości X, a
dok ladniej odpowiada i–tej liczbie Bettiego X traktowanego jako rozmaitość zespo-
lona, degPi = dimR Hi(X(C),R).

Ponadto wiadomo, że wielomiany Pi s ↪a postaci

Pi(t) =

degPi∏
j=1

(1 − αijt),

dla pewnych liczb zespolonych αij , których modu l jest równy |αij | = qi/2 (ten fakt
znany jest jako hipoteza Riemann dla rozmaitości nad cia lami skończonymi i zosta l
wykazany dla krzywych w 1948 roku przez Weila [Wei], a ogólnie w 1974 roku przez
Deligne’go [Del]).

Zastosujemy teraz powyższe fakty do krzywej C3. Krzywa ta jest g ladka i
eliptyczna. Dostajemy st ↪ad natychmiast, że

P0(t) = 1 − t, P2(t) = 1 − 2t, P1(t) = (1 − αt)(1 − αt)

dla pewnej liczby zespolonej α takiej, że |α| =
√

2.
Powyższa postać wielomianów Pi jest prawdziwa dla dowolnej krzywej eliptycz-

nej określonej nad cia lem F2. Wyliczenie α wymaga konkretnego równania. Nie jest
to dziwne, gdyż ilość punktów na krzywych eliptycznych nad cia lami skończonymi
nie jest sta la. Z rozważań we wcześniejszym przypadku wiemy, że nad F22 na
krzywej C3 jest 9 punktów. Ta informacja wystarcza by wyliczyć α. Wprost z
porównania postaci funkcji zeta z definicji 7 i twierdzenia 8 wynika bowiem, że

(2) #C3(F2k) = 1k + 2k − αk − αk.

Zatem w szczególności

#C3(F4) = 9 = 1 + 4 − (α2 + α2)

z czego wnioskujemy α =
√

2i. W po l ↪aczeniu z (2) kończy to dowód twierdzenia 6.
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How many solutions of Fermat equation there are?

In this note we study the number of solutions of the Fermat Equation xn+yn =
zn in finite characteristic p. We compute the complete Zeta Function in the case of
characteristic two and the cubic equation. We also show that there are pairs (n, p)
for which the number of solutions is the maximal possible i.e. equal to the upper
bound in the Hasse-Weil inequality.
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