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DOMKNIECIE STOZKA

DYWIZOROW SZEROKICH NA POWIERZCHNIACH

Tomasz Szemberg (Krakow)

1 Wstep

Niech X bedzie minimalng powierzchnig algebraiczng i niech NA(X) oznacza stozek
dywizorow szerokich na X. Ten stozek jest otwarty. Jego domknigciem jest stozek
Nef(X) sktadajacy sie z dywizoréw numerycznie efektywnych D (nef) tj. takich,
ze D.C > 0 dla kazdej krzywej C' C X.

Przypomnijmy, ze zgodnie z kryterium Nakai-Moishezona dywizor D C X jest
szeroki wtedy i tylko wtedy, gdy D? > 0 i D.C > 0 dla kazdej krzywej C C X.
Zatem na brzegu domkniecia stozka dywizoréw szerokich B(X) = Nef(X)\NA(X)
mozemy w naturalny sposéb wyrdzni¢ trzy roztaczne klasy.

T1 = {B € B(X) takie, ze B?> = 0 i istnieje krzywa C C X taka, ze B.C =0},
T2 = {B € B(X) takie, ze B?=01i B.C > 0 dla wszystkich krzywych C},
T3 = {B € B(X) takie, ze B2 > 0iistnieje krzywa C C X taka, ze B.C = 0}.

Oczywiscie w klasie T1 zawsze zawarty jest dywizor zerowy, celowe jest zatem
rozwazanie klasy T1* zawierajacej nietrywialne dywizory typu T1.

W tej pracy badamy istnienie dywizoréw poszczegélnych typdéw na réznych ty-
pach powierzchni. Motywacja byla praca [5], w ktérej wykazano, ze dywizory typu

praca wykonana w ramach grantu KBN nr. 2 PO3A 061 08



32

T2 nie istnieja na powierzchniach o wymiarze Kodairy 0. Uzyskana klasyfikacje
ilustruje nastepujaca tabela (”+” oznacza istnienie).

’ powierzchnia \ T1* \ T2 \ T3 ‘

P2 - R
prostokreslna + + |+
abelowa + — | =
K3 + | - | +
Enriquesa + — +
hipereliptyczna | + — | -
eliptyczna + |+
ogdblnego typu + + | +

W sytuacji tréjwymiarowej podobny problem badal Serrano [6], korzysta on jednak
ze znacznie bardziej zaawansowanych metod.

2 Przygotowanie

Zacznijmy od nastepujacego latwego ale uzytecznego faktu.

Lemat 1 Niech B € B(X) bedzie dywizorem typu T2. Wtedy ani B ani —B nie
moze byc efektywny.

Dowdd. Gdyby bylo inaczej mieliby$émy natychmiast B? # 0, sprzecznogé. [ |

Przyklad 2 (Mumford) Niech C bedzie gltadka krzywa o genusie g > 2 i niech
E bedzie stabilng wiazka wektorowa rzedu 2 na C taka, ze degci(F) = 0 (unor-
mowanie) 1 taka, ze wszystkie jej potegi symetryczne sa stabilne. Niech X = P(FE)
oznacza powierzchnie kreslna zadana przez E. Niech p : X — C bedzie projekcja.
Wiazke tautologiczng na X oznaczamy jak zwykle Ox(1). W szczegdlnosci mamy
Ox(1) | F 2 Op1(1) dla kazdego widkna F' projekeji p. Niech D € |Ox(1)] bedzie
ustalonym dywizorem. Wtedy D jest typu T2, [2, 1.10.6].

Do konstrukeji kolejnych przykladéw potrzebowaé bedziemy jeszcze kilku wlasnosci
powierzchni X zdefiniowanej powyzej. Krzywe na X modulo numeryczna
réwnowazno$é tworza grupe Num(X) = ZD @ ZF, gdzie F oznacza klase wiékna
projekeji p. Przeciecie krzywych na X zdeterminowane jest przez relacje D? =
0,D.F = 1,F? = 0. Ponadto, jedli krzywa C' =, aD + BF jest efektywna to
B = C.D jest liczba dodatnia. Podobnie « jest nieujemna, gdyz @ = C.F i F
jest nierozkladalna oraz F? = 0. Dywizor kanoniczny Ky = —2D + p* K¢, zatem
Kx =npum —2D + (2g — 2)F (patrz [3, Section V.2]).

W dalszej czesci wykorzystamy réwniez twierdzenie Reidera, ktére w tej postaci
mozna znalezé w [8].



33

Lemat 3 (Reider) Niech L bedzie szerokg wigzkg liniowg na gladkiej powierzchni
X. Jesli L? > 10 i L.C > 3 dla kazdej krzywej C C X, to wigzka stowarzyszona
Kx + L jest bardzo szeroka.

Lemat 4 Przy zaltoZeniach Przykladu 2 wigzka liniowa postaci N = 2mD + p*R,
gdzie R jest wigzkg liniowq na krzywej C' stopnia 2n, jest bardzo szeroka o ile m > 1
in>g.

Dowdd. Niech L =2(m + 1)D + p*(R — K¢). Wtedy L jest szeroka na podstawie
kryterium Nakai-Moishezona i L? = 8(m+1)(n—g+1) > 16. Dla C =, aD+3F
with @ > 0,8 > 0 mamy L.C = 2(m + 1)8 + 2a(n — g + 1) > 4. Teza wynika z
Lematu 3, poniewaz N = L + Kx. |

3 Powierzchnie z wymiarem Kodairy —oo

Na P2? grupa Nerona-Severiego ma rzad 1. Stozek dywizoréw szerokich jest
péiprosta i tylko dywizor trywialny jest w zbiorze B(P?).

Stwierdzenie 5 Istniejg minimalne powierzchnie prostokreslne zawierajgce dywi-
zory z kazdej z klas T1,T2,T3.

Dowéd. Przyktad 2 jest typu T2. _

Niech X bdzie stozkiem stopnia 2 w P3 i niech ¢ : X — X bedzie jego
minimalng rezolwenta. Wtedy X jest powierzchnig Hirzebrucha X5 (patrz [1, V.4])
i dywizor wyjatkowy E odwzorowania o spehia warunek E? = —2. Niech F
bedzie transformata wlagciwa prostej lezacej na X. Wtedy F2=0i E.F=1. W
szczegolnosci F jest dywizorem typu T1*.

Niech teraz B = E 4 2F. Mamy B2 = —2+4+4>0i B.E = —2+2 = 0. Zatem
B nalezy do klasy T3. ]

4 Powierzchnie z wymiarem Kodairy 0

Stwierdzenie 6 Niech X bedzie powierzchnig K38 lub powierzchnig Enriquesa,
wtedy nie istnieje dyywizor typu T2 na X.

Dowdd. Zalézmy, ze B € B(X) jest dywizorem typu T2. Wtedy z Lematu 1 i
formuly Riemanna-Rocha mamy —h!(B) = x(X) > 0, sprzecznos¢. |

Przyklad 7 Dywizor typu T3 na powierzchni K3.

Niech A bedzie Jacobianem gladkiej krzywej C' o genusie 2. Odwzorowanie
Abela-Jacobiego jest zanurzeniem krzywej C' w A i jego obraz © zadaje na A
polaryzacje typu (1,1). Niech ¢ : A 3 © — —x € A bedzie kanoniczna inwolucja
na A. Wtedy ¢ ma 16 punktéw statych eq,...,e15 na A. Niech Bl : A— A bedzie
rozdmuchaniem tych punktéw i niech Ey, ..., 15 beda dywizorami wyjatkowymi.
Niech 7= BI*(t). Powierzchnia ilorazowa K = A/ <7 > jest gladka powierzchnig
Kummera powierzchni abelowej A. Niech 7 bedzie odwzorowaniem ilorazowym
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7: A — K. Krzywe D; := 7(E;) sa (—2)-krzywymi na K. Niech wreszcie
L =20 1i L = BI*(L). Wiazka liniowa L zadaje morfizm ¢ : A — P3| ktéry

faktoryzuje nad K:
A
F \w
K

— P3
P

Morfizm ¢ zadany jest przez wiazke liniowa M na K ktéra jest sktadnikiem
prostym wiazki wektorowej 7. (L). Ponadto v jest zanurzeniem K\ (DoU...UDys).
W szczegdlnoéci wynika z tego, ze M? > 01i M.D; = 0. W ten sposéb otrzymu-
jemy szukany przyklad. Warto jeszcze zaznaczy¢, ze obraz odwzorowania v jest
klasyczna kwartyka Kummera w P? 7 szesnastoma punktami podwéjnymi (patrz
[4, 4.8 1 10.2]). Dowody i wiecej przykladéw tego typu znalezé mozna w [7].

Przyklad 8 Dywizor typu T1 na powierzchni K3.

Niech A = FE; x Ey bedzie iloczynem kartezjariskim krzywych eliptycznych.
Niech X bedzie gladka powierzchnia Kummera powierzchni A (jak w Przyktadzie
7). Wtedy X zawiera nieskoniczenie wiele krzywych eliptycznych, z ktérych kazda
jest dywizorem typu T1*, wynika to z tzw. adjunction formula.

W dalszym ciagu przydadza sie nam nastepujace fakty dotyczace powierzchni En-
riquesa.

Fakt 9 [1, VIII.17.5] KaZda powierzchnia Enriquesa X posiada rozwitdknienie elip-
tyczne, tzn. istnieje odwzorowanie X — P, ktdrego generycznymi widknami sg
krzywe eliptyczne.

Fakt 10 [1, VIII.16.1] Jesli D jest dywizorem na powierzchni Enriquesa takim, Ze
D? = -2, to D jest efektywny (tzn. h°(D) > 0).

Fakt 11 [1, VIII.15.1] Forma przeciecia na powierzchni Enriquesa X jest izome-
tryczna (pomijajgc cze$é zwigzang z torsjg) z formg H & (—Es). Czyli w pewnej
bazie D1, ..., D1g mozna jg zapisac jako

S -
10

2 0 1 0 0 0 0 0
0 -2 0 1 0 0 0 0
10 -2 1 0 0 0 0
0 1 1 -2 1 0 0 0
0 0 0 1 -2 1 0 0
0o 0 0 0 1 -2 1 0
0o 0 0 0 0 1 -2 I

i 0o 0 0 0 0 0 1 -2

(puste miejsca w macierzy oznaczajg 0). Ponadto na generycznej powierzchni En-
riquesa elementy bazy D1, Do mozna dobraé jako wtokna dwdch réznych rozwtoknien
eliptycznych.
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Stwierdzenie 12 Istniejg powierzchnie Enriquesa z dywizorami typue T1* i T3.

Dowéd. Niech X bedzie powierzchnia Enriquesa i niech 7 : X — P! bedzie
rozwléknieniem eliptycznym na X. Kazde gladkie wiékno F' odwzorowania 7 jest
typu T1*.

Aby wskaza¢ dywizor typu T3 zaldézmy, ze X jest generyczna powierzchnia
Enriquesa i rozpatrzmy dywizor B = Dy + Dy, gdzie Dy, Dy sa wybrane jak w
Fakcie 11. Oczywiscie B> = 2 > 0. Dywizory Ds,..., D1y sa efektywne (Fakt
10) i speliaja B.D; = 0 dla i = 3,...,10. Pozostaje pokazaé, ze B jest nef.
Zalézmy, ze tak nie jest tzn. istnieje krzywa C taka, ze BC' < 0. Poniewaz B i C'
sa efektywne musza mieé¢ wspdlne skladowe a zatem C' = oD 4+ Dy + Cq, gdzie
C1 jest efektywna krzywa przecinajaca B w sposob wlasciwy i a, 8 > 0. Ale wtedy
B.C > 0, sprzecznos¢. ]

Stwierdzenie 13 Niech X bedzie powierzchnig abelowq. Wszystkie dywizory B €
B(X) sq typu T1.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze B € B(X) jest typu T2. Z Lematu 1 wynika, ze
h%(B) = h°(—B) = 0. Z twierdzenia Riemanna-Rocha otrzymujemy h'(B) = 0.
Zatem B jest wiazka liniowa na X, ktorej wszystkie grupy kohomologii znikaja.
Oznacza to, ze B jest nietrywialnym elementem grupy Pic’(X) (patrz [4, 3.5]).
Zatem B jest numerycznie trywialny co przeczy zalozeniu B.C > 0 dla wszystkich
krzywych C.

Zalézmy z kolei, ze B € B(X) jest typu T3. Wtedy h°(—B) = 0 i z twierdzenia
Riemanna-Rocha wynika, ze B jest efektywny.

Niech C bedzie krzywa taka, ze B.C' = 0. Z twierdzenia Hodge’a o Indeksie
mamy

B*.C*<(B.0)*=0.

Zatem C? = 0 i C jest krotnoscia C = mC’ pewnej krzywej eliptycznej C’.
Poniewaz B.C = 0 i obie krzywe sg efektywne mamy B = kC’ dla pewnej do-
datniej liczby k. To przeczy zalozeniu B2 > 0. [ |

Przyklad 14 Niech X = F; x E5 bedzie produktem krzywych eliptycznych Wtedy
np. E; jest dywizorem typu T1*.

Stwierdzenie 15 Na powierzchniach hipereliptycznych nie istniejg dywizory typu
T2 i T3.

Dowdd. Powierzchnia hipereliptyczna X jest postaci X = (E; X E2)/G gdzie
Fh, E5 sa krzywymi eliptycznymi a G jest grupa abelowa operujaca na F4 jako
grupa translacji a na Ey w ten sposdb, ze Fy/G =2 P! (cf. [1, V.5]). Niezmienniki
takich powierzchni sa dobrze opisane. W szczegdlnosci h?(Ox) =01 h1(X) = 2.
Ciag wykladniczy snopéw indukuje dlugi ciag kohomologii

HY(X,Z) — HYX,0x) — HY(O0%) — H*(X,Z) — H*(Ox) 0.

Zatem grupa Nerona-Severiego dla X ma rzad 2.
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Niech 7; : X — E;/G, dla i = 1,2 beda naturalnymi rzutowaniami. Ich
wiékna sa krotnosciami krzywych eliptycznych Fy, Fy generujacych grupe N(X).
Dywizor D = A\ F} + Ao F5 jest szeroki wtedy i tylko wtedy, gdy A1, A2 > 0. Zatem
B(X) skiada si¢ z dwéch pélprostych generowanych przez Fiy i Fy. Oznacza to, Ze
kazdy dywizor B € B(X) jest krotnodcia Fy lub Fy. Czyli jest typu T1* i zaden
inny typ nie jest mozliwy. ]

5 Powierzchnie eliptyczne

Przykiad 16 Niech F bedzie krzywa eliptyczna a C krzywa o genusie g > 2.
Wtedy X = E x C jest powierzchnia eliptyczng (Kx = priK¢o). Kazde widkno
jednej z naturalnych projekcji na X jest typu T1*.

Przykilad 17 Niech C bedzie gladka krzywa o genusie ¢ > 2 i niech X z rzu-
towaniem p : X — C bedzie powierzchnia prostokreslna jak w Przyktadzie 2.
Niech D € |Ox(1)] bedzie ustalonym dywizorem i niech R bedzie wiazka linio-
wa stopnia 2g na C. Z Lematu 4 wynika, ze wigzka liniowa N = 4D + p*R
jest bardzo szeroka. Na podstawie twierdzenia Bertiniego istnieje gladki dywizor
B € |N|. Niech 7 : Y — X bedzie nakryciem podwéjnym rozgalezionym nad B.
Powierzchnia Y jest gladka i dla jej wiazki kanonicznej mamy

1
Ky =" (Kx + 53) =71*(p*" (K¢ + R)).

Zatem wszystkie sekcje globalne Ky sa stale wzdtuz wldékien p (pochodza z krzywej
() co oznacza, ze kod(Y) = 1. Ponadto Y jest powierzchnig minimalng (nie zawiera
(—=1)—krzywych), gdyz produkt przecigcia wiazki kanonicznej z dowolna krzywa jest
liczba parzysta: Ky =pum 7 ((49—2)F) (F oznacza wldkno p). Dywizor G = 7*D
jest typu T2. Istotnie, G? = D? = 0 i przeciecie G z dowolna krzywa jest dodatnie
co wynika z formuly rzutowania (projection formula).

Przyklad 18 Niech D € P? bedzie gladka krzywa stopnia 4. Niech X = D x P!
bedzie iloczynem kartezjanskim krzywych z rzutowaniami pr; : X — D and
pro : X — P Rozwazmy wiazke N = 4D + 4E na X (przez E oznaczamy
klase wldkna pry). Jesli krzywa D jest dostatecznie ogélna, na X nie ma zadnych
relacji, co oznacza, ze grupa Nerona-Severiego jest wolna i generowana przez D i
E. Zatem krzywa C = aD + SFE jest efektywna jesli « > 01 8 > 0. Z kryterium
Nakai-Moishezona wynika, ze wiazka liniowa N jest szeroka. Co wiecej Lemat
3 implikuje, ze jest ona bardzo szeroka tzn. zadaje zanurzenie X w pewne PF.
System liniowy |N| zawiera w szczegdlnosci dywizor B postaci 4 rézne wiékna
pr1 + 4 rézne wildkna pro. W szczegélnosci B ma 16 punktow podwdéjnych i sa
to jego jedyne osobliwosci. Niech 7 : ¥ — X bedzie nakryciem podwdjnym
rozgalezionym nad B. Powierzchnia Y ma takze 16 punktéw podwdjnych. Podobne
rachunki jak w poprzednim przykladzie pokazuja, ze Y jest powierzchnia eliptyczna.
Ponadto, poniewaz B jest dywizorem zawartym w hiperptaszczyznie, Y moze by¢
zanurzone w P**1. Niech ¢ : Y — Y bedzie minimalna rezolwenta osobliwosci



37

Y. Powierzchnia Y zawiera 16 krzywych z samoprzecigciem —2. Dywizor M =
o*(Opr+1(1)|Y) jest typu T3 poniewaz Sciaga wszystkie (—2)—krzywe.

Podsumowujac powyzsze przykltady mamy

Stwierdzenie 19 Istniejg minimalne powierzchnie eliptyczne zawierajgce dywizo-
ry kazdego z typow T1*, T2, T3.

6 Powierzchnie ogdlnego typu
Dla powierzchni ogélnego typu mamy nastepujace

Stwierdzenie 20 Istniejg minimalne powierzchnie ogdlnego typu zawierajgce dy-
wizory kazdego z typow T1*, T2, T3.

Przyklad 21 Niech X = C' x D bedzie iloczynem kartezjanskim dwodch krzywych
o genusie > 2. Widkno kazdego z rzutowan na X jest typu T1*.

Przyklad 22 Niech X bedzie jak w Przykladzie 2 (zachowujemy notacje z
Przyktadu) i niech N = 6D +p*R, gdzie degR > 2g. Z Lematu 4 wynika, ze N jest
bardzo szeroki a zatem istnieje gtadki dywizor B € |N|. Niech 7 : Y — X bedzie
nakryciem podwdjnym rozgalezionym nad B. Analogicznie jak w Przykladzie 17
pokazujemy, ze powierzchnia Y jest gladka minimalna powierzchnia ogélnego typu
i 7*(D) jest typu T2.

Przyklad 23 Niech X bedzie powierzchnia stopnia 5 w P3, ktérej jedynymi oso-
bliwosciami sa punkty podwdjne. Wtedy X jest ogdlnego typu i przeciagniecie
wigzki Ox (1) na minimalng rezolwente X zadaje dywizor typu T3 ($ciaga krzywe
wyjatkowe nad punktami podwdéjnymi).

Uwagi konicowe

Wszystkie przyklady dywizorow typu T2 w tej pracy zwiazane sa z przykladem
Mumforda. Réwniez dywizory typu T3 powstaja w ten sam sposéb: jako
przeciagniecia bardzo szerokiej wiazki na minimalng rezolwentg osobliow$ci danej
powierzchni.  Interesujace byloby uzyskanie istotnie innych przyktadéw lub
wykazanie, ze takie przyklady nie istnieja.
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On the Closure of Ample Cone

Summary

In this note we study nef non-ample divisors on algebraic surfaces. We divide them
in three mutually disjoint classes and show that the existence of divisors in a given
class is related to the Kodaira-Enriques classification of surfaces. In particular we
construct examples of Mumford type for elliptic surfaces and surfaces of general

type.
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