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ZANURZENIA WYZSZEGO RZEDU

T. Szemberg (Krakéw)

0 Wstep

Jednym z fundamentalnych probleméw w geometrii algebraicznej jest badanie mor-
fizméw z rozmaitosci algebraicznych w przestrzenie rzutowe. Szczegdlnie intere-
sujacym przypadkiem morfizméw sa zanurzenia. Gléwnym celem tej pracy jest
prezentacja dwoch sposobéw uogdlnienia klasycznego pojecia zanurzenia. Obie
wersje zanurzen wyzszego rzedu pojawily sie w literaturze pod koniec lat 80-tych
w pracach Beltramettiego, Francii i Sommese [8], [9] 1 znalazly szybko stale miejsce
w stowniku wspdlczesnej geometrii algebraicznej. W ostatnim czasie zanurzenia
wyzszego rzedu znalazly zastosowanie przy badaniu stalych Seshadriego wiazek li-
niowych. Stale te mierza w szczegélnosci lokalne wilasnosci wiazek liniowych i sg
intensywnie studiowane z uzyciem zaréwno analitycznych [14] jak i algebraicznych
metod [25].

W poczatkowej czesci pracy wprowadzamy definicje oraz prezentujemy podsta-
wowe wilasnosci zanurzen wyzszego rzedu. W drugiej czesci pracy prezentujemy
aktualne wyniki i problemy w nadziei, ze zainteresowany Czytelnik siggnie do ory-
ginalnych prac po bardziej szczegdlowe opisy interesujacych go zagadnien.

Mniej zaawansowanemu Czytelnikowi chcacemu zapoznac¢ sie z teoria wiazek
linjowych na rozmaitosciach rzutowych oraz zagadnieniami prowadzacymi do
rozwazania zanurzen wyzszego rzedu polecamy ksiazke [11]
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1 Definicje i podstawowe wlasnosci

Niech X bedzie gladka rozmaitoscia algebraiczng i niech L bedzie wigzka liniowa
na X.

Definicja 1.1 Mowimy, ze wigzka L jest globalnie generowana, jesli dla kazdego
punktu x € X odwzorowanie brania wartosci sekcji globalnej w punkcie

H(L) — H°(0,) 2 H°(Ox /m,)
jest surjekcjq.

Uwaga 1.2 Surjektywnosé w powyzszej definicji jest réwnowazna stwierdzeniu, Ze
dla kazdego punktu x € X istnieje taka sekcja s € HO(L), ze s(x) # 0. Geome-
trycznie oznacza to, Ze istnieje dywizor D € |L| taki, ze x &€ D. Mdowimy, Ze system
lintiowy |L| nie ma punktéw bazowych.

Jesli L jest globalnie generowana to dla kazdego punktu z € X
H(L®m,)={sc H(L) | s(z) = 0}

jest hiperplaszczyzna kowymiaru 1 w H?(L). Pozwala to na zdefiniowanie
nastepujacego morfizmu:

pr: X3 — QOL(-%') S IP(HO(L)*)

gdzie o (z) jest punktem odpowiadajacym prostej w HY(L)* dualnej do
hiperptaszczyzny H°(L ® m,).

Definicja 1.3 Wigzke L nazywamy bardzo szerokg, jesli odwzorowanie ¢y, jest za-
nurzeniem. Jesli istnieje takie k € Z7, ze kL jest wigzkq bardzo szerokg, to o
wigzce L mowimy, Ze jest szeroka.

Korzystajac z definicji szerokosci i oznaczajac przestrzen wiazek liniowych na X
(modulo liniowa réwnowaznos$¢) przez Pic(X) mozna latwo zauwazyé, ze wiazki
szerokie tworza w przestrzeni Picg(X) = Pic(X) ®z Q otwarty stozek. Wiazki w
domknieciu tego stozka nazywamy numerycznie efektywnymi. Réwnowaznie wiazki
numerycznie efektywne mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob:

Definicja 1.4 Mowimy, Ze wigzka liniowa L na rozmaitosci algebraicznej X jest
numerycznie efektywna, w skrocie nef, jesli L.C > 0 dla kazdej krzywej alge-
braicznej C C X.

W szczegolnosci wigzka trywialna jest nef. Oczywiscie réwniez kazda wigzka sze-
roka L jest nef, gdyz zachodzi L.C' > 0 dla wszystkich krzywych C.

W dalszych czesciach potrzebowaé bedziemy jeszcze jednej wlasnosci wiazek linio-
wych.

Definicja 1.5 Mdwimy, Ze wigzka liniowa L jest duza, jesli h®(kL) ~ kY™ X cayli

gdy L ma maksymalny wymiar Kodairy. Jesli wigzka L jest nef to z twierdzenia
Riemanna-Rocha wynika, e warunek ten jest réwnowazny warunkowi LY™X > 0,
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Uwaga 1.6 Warunek, Ze wigzka L jest bardzo szeroka jest réwnowazny surjekty-
wnosci odwzorowania

HY(L) — H°(L® Oy)

dla wszystkich 0—wymiarowych podschematow Z C X dlugosci 2.

Ten warunek z kolei mozna rozbi¢ na dwa w zaleznosci od tego czy Z sklada sig
z dwoch punktow z1,xo € X czy jest punktem = € X z wyrdznionym wektorem
stycznym.

a) surjektywnosé odwzorowania
HO(L) — HO(L ® OX/mm@me)
odpowiada injektywnosci odwzorowania ¢y,

b) surjektywno$é¢ odwzorowania
H°(L) — H°(L® Ox/m2)
odpowiada injektywnosci rézniczki dey,.

Poréwnanie przedstawionych powyzej warunkéw oraz definicji 1.1 prowadzi do
nastepujacych naturalnych uogdlnienn zaproponowanych przez Beltramettiego,
Francie i Sommese. Niech k bedzie nieujemna liczba catkowita, mamy nastepujace
definicje:

Definicja 1.7 Mowimy, ze wigzka liniowa L jest k—bardzo szeroka, jesli dla
kazdego 0—wymiarowego podschematu Z C X dtugosci k + 1 odwzorowanie

HY(L) — H°(L® Oy)
jest surjekcjq.
Definicja 1.8 Mowimy, ze wigzka L generuje dzety do rzedu k, jesli odwzorowanie

0 0
H(L) — H(L® C’)x/mg@..@mﬁ:)

jest surjekcjg dla dowolnych punktow x1,...,x, € X i dodatnich liczb catkowitych
ki,..., k. takich, zZe ki + ...+ k. =k + 1.

7 powyzszych definicji wynika natychmiast, ze wiazka liniowa L jest 0—bardzo
szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy generuje dzety do rzedu 0. Oba te warunki sa
ponadto réwnowazne globalnemu generowaniu wiazki L.
Podobnie wigzka L jest 1—bardzo szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy generuje
dzety do rzedu 1 a to z kolei jest réwnowazne temu, ze wiazka jest bardzo szeroka.
Wiasnosé¢ generowania dzetow do rzedu k jest w ogdlnosci silniejsza od bycia
k—bardzo szeroka.

Lemat 1.9 Niech L bedzie wigzkq generujgcg dzety do rzedu k, wtedy L jest
k—bardzo szeroka.
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Dowdd. Niech Z C X bedzie 0—wymiarowym podschematem dilugosci k& + 1.
Zatézmy, ze po redukcji Zpeq = {x1,...,2z,}. Dla kazdego ¢ = 1,...,r istnieje
ideal A; zawarty w pierscieniu lokalnym Ox ., taki, ze

Oz, = Ox 4, /A;.

Niech k; bedzie dlugoscia idealu A; oraz niech M; oznacza ideal maksymalny w
pierscieniu Ox ,,. Inkluzja (M;)* C A; wynika z lematu Nakayamy i implikuje
inkluzje

H(Oz4,) € H(Ox/ ).

Mamy zatem

HY(L®0Oz) =2 aH(L®Oz,,) C @HO(L@@OX/mg) = HO(L@Ox/mg@__@mg;)'

Poniewaz odwzorowanie H°(L) — H°(L ® Oyz) jest restrykcja odwzorowania
HO(L) — HY(L® Ox/ i g gmtr) jego surjektywnos¢ wynika z zalozeii lematu.
Ty zr

U

Zwigzek w druga strone stanowi tre$é¢ nastepnej propozycji [10, Proposition
2.1].

Propozycja 1.10 Niech L bedzie k—bardzo szerokq wigzkg liniowg. Wtedy L
generuje dzety do rzedu s, gdzie s jest maksymalng liczbg catkowitq takg, Ze

<S+”) <kl
S

W dalszej czesci uzyteczna bedzie réwniez nastepujaca obserwacja [10, Lemma 2.2].

Lemat 1.11 Niech L1, Ly bedg wigzkami liniowymi generujgcymi dzety do rzedu
k1 © ko odpowiednio. Wtedy L = Ly + Lo generuje dzety do rzedu k = ki + k.

2 Krzywe algebraiczne

Gdy rozmaito$¢ X jest wymiaru jeden oba wprowadzone w poprzedniej czesci
pojecia sa réwnowazne. Dlatego w przypadku krzywych algebraicznych méwimy
krétko o zanurzeniach rzedu k. Nastepujace twierdzenie jest motywacja dla
twierdzen typu Fujity pojawiajacych sie w dalszych czesciach pracy.

Twierdzenie 2.1 Niech X bedzie gladkg krzywg o genusie g i niech L bedzie
wigzkg liniowq stopnia d na X. Jesli d > 2g + k, to L definiuje zanurzenie rzedu
k.

Dowdd. Niech dane beda liczby dodatnie k4. . .+k, = k+11ipunkty z1,... 2, € X.
7 ciagu dokladnego kohomologii dla ciagu snopéw

0—Lemle.. . omk — L LRO0x/ g gmiy —0

T
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wynika, ze odwzorowanie H°(L) — H°(L ® Ox/ k1. omkr) Jest surjektywne,
o) ®...@mg7
jesli
H' (Lomi®...omt)=0.
Fakt, ze snop L ® m’;} ... ®mg’§: w przypadku krzywych jest lokalnie wolny

pozwala na bardzo latwe wykazanie postulowanego znikania w oparciu o dualnosé
Serre’a:

H(Lemh o.. . emf) 20Ky - (Lomb o...emk))
i poniewaz deg(Kx — (L ® mM @...@ml)) < -1, wiec h(Kx — (L ®
mM @...@mk))=0. L]

Uwaga 2.2 Przykltad 4.5 pokazuje, Ze uzyskany wynik jest optymalny dla dowol-
nego k. Interesujgce bytoby uzyskac takie przyktady réwniez dla krzywych o dowol-
nym genusie.

Whniosek 2.3 Niech X bedzie gladkq krzywg o genusie g i niech L bedzie wigzkg
liniowq takq, ze deg L > k + 2. Wowczas wigzka stowarzyszona Kx + L zadaje
zanurzenie rzedu k.

Whniosek 2.4 Niech X bedzie gtadkg krzywg o genusie g i niech L bedzie szerokg
wigzkq liniowg na X. Wigzka stowarzyszona Kx + sL zadaje zanurzenie rzedu k
dla s > k + 2.

3 Powierzchnie algebraiczne

Nastepujace twierdzenie uzyskane przez Reidera [28] podaje numeryczng charak-
teryzacje globalnie generowanych i bardzo szerokich wiazek stowarzyszonych na
powierzchniach algebraicznych.

Twierdzenie 3.1 (Reider) Niech X bedzie gladkg powierzchnig rzutowg i niech
L bedzie szerokg wigzkg liniowg na X.

1). Jesli L? > 5 i system liniowy |K x + L| ma punkt bazowy x, to istnieje krzywa
algebraiczna D C X przechodzgca przez punkt x taka, zZe

e DL=0iD?=—1; lub
e DL=1iD?=0.

2). Jedli L? > 10 i system liniowy |Kx + L| nie spetnia warunku z uvwagi 1.6 dla
podschematu Z C X dltugosci 2, to istnieje krzywa algebraiczna D C X taka, Ze
ZCD:

e D.L=0iD?=-2ubD?=—1; lub
e DL=1iD?>=—1lub D2 =0; lub

e DL=2iD?=0.
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Oryginalny dowdd tego twierdzenia zostal uzyskany z wykorzystaniem nieréwnosci
Bogomolowa dla stabilnych wiazek wektorowych rzedu 2 na powierzchniach al-
gebraicznych (c? < 4e¢p). Interesujacy dowéd twierdzenia Reidera w oparciu o
twierdzenie Kawamaty-Viehwega o znikaniu zawiera praca [31] w tym samym tomie.
Wykorzystujac nieréwnosé Bogomolowa wynik Reidera zostal rozszerzony [9] dla
k—bardzo szerokich wiazek liniowych.

Twierdzenie 3.2 (Beltrametti-Sommese) Niech L bedzie szerokq wigzkg li-
niowg na gtadkiej powierzchni algebraicznej X i niech L? > 4k + 5. Wtedy albo
system liniowy K x + L jest k—bardzo szeroki albo istnieje efektywny dywizor D C X
taki, ze wigzka L — 2D jest Q-efektywna, D zawiera podschemat Z dlugosci k + 1,
dla ktorego warunek z definicji 1.7 nie jest spetniony 1

L.D
L.D—k—1§D2<T<k+1.

Uzyskanie podobnego wyniku dla generowania dzetéw okreslonego rzedu wymaga
bardziej zaawansowanych metod i uzyskany wynik jest mniej dokladny.

Twierdzenie 3.3 Niech L bedzie szerokq wigzkq liniowq na gtadkiej powierzchni
algebraicznej X i miech L? > (k + 2)? oraz L.C > k* + 3k + 2 dla wszystkich
krzywych C C X. Wtedy wigzka Kx + L generuje dzety do rzedu k.

Dowdd. Powyzsze twierdzenie dla generowania dzetéw w jednym punkcie zostalo
udowodnione przez Lazarsfelda [25, Corollary 7.4]. Dowdd generacji dzetéw do
rzedu k przy mocniejszych warunkach numerycznych i z uzyciem metod anality-
cznych jest zasugerowany w [14, Exercise 8.6]. Kompletny dowdd z optymalnymi
stalymi oparty na twierdzeniu Kawamaty-Viehwega o znikaniu przedstawiony jest
w pracy [31].

4 Produkty wiazek na rozmaitosciach abelowych

W tej czesci pracy zajmiemy sie pytaniem ktéra potega tensorowa lub ogdélniej pro-
dukt ilu szerokich wiazek liniowych na rozmaitosci abelowej jest wiazka k—bardzo
szeroka lub generuje dzety do rzedu k. Dla & = 0 lub 1 mamy nastepujace klasyczne
twierdzenie [24, Theorem 4.5.1].

Twierdzenie 4.1 (Lefschetz) Niech L bedzie szerokg wigzkq liniowg na roz-
maitosci abelowej. Wtedy

a) wigzka 2L jest globalnie generowana,
b) wigzka 3L jest bardzo szeroka.

Twierdzenie to mozna uogdlnié¢ zastepujac potege tensorowa produktem tej samej
ilodci dowolnych wiazek szerokich.

Twierdzenie 4.2 (Bauer-Szemberg) Niech L1, Lo, Ly bedg szerokimi wigzkami
lintowymi na rozmaitosci abelowej. Wtedy

a) wigzka L1 + Lo jest globalnie generowana,
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b) wigzka Ly + Lo + L3 jest bardzo szeroka.

Dowéd tego twierdzenia oraz dyskusja przypadku, gdy juz L1 + Lo jest wiazka
bardzo szeroka jest przedstawiony w pracy [5, Theorem 1.1].

Dla zanurzen wyzszego rzedu twierdzenie przediuza sie w sposéb liniowy ze
wzgledu na ilosé tensorowanych wiazek liniowych.

Twierdzenie 4.3 (Bauer-Szemberg)
Niech Lq,...,Lgyo bedg szerokimi wigzkami liniowymi na rozmaito$ci abelowey.
Wtedy wigzka

L=1ILi+...+ Lo

generuje dzety do rzedu k.

Dowdéd. Postulowany fakt jest natychmiastowym wnioskiem z czgsci a) twierdzenia
4.2 oraz nastepnego twierdzenia [6, Theorem 2.1]. L]

Twierdzenie 4.4 (Bauer-Szemberg) Niech Li,...,Li11  bedg  szerokimi
wigzkami lintowymsi na rozmaitosci abelowej. Zatoimy ponadto, ze wigzka Lj 41
jest globalnie generowana. Wtedy wigzka

L=IL1+...4 Lgt
generuje dzety do rzedu k.

Twierdzenie 4.3 jest optymalne w tym sensie, ze dla dowolnej liczby n > 1 istnieje
rozmaitosé abelowa X,, wymiaru n oraz szeroka wiazka liniowa L,, taka, ze wiazka
(k 4+ 1)L,, nie generuje dzetéw do rzedu k, a nawet wiecej: wigzka (k + 1)L, nie
jest k—bardzo szeroka.

Przyklad 4.5 Niech En, ..., E, bedg krzywymi eliptycznymi i niech X,, = E; X
... X E,, oraz niech

n
Ln:OX(ZEl X .o, XEi_l X {0} XEi+1 X ... XEn)
i=1

Wigzka (k + 1)L, nie jest k—bardzo szeroka dla dowolnej nieujemnej liczby
catkowitej k.

Dowdd. Rozwazmy krzywa E = FEy x {0} x ... x {0} C X,,. Wystarczy pokazad,
ze zaciesnienie (k + 1)Ln‘  hie jest wiazka k—bardzo szeroka.

Zalézmy, ze k jest liczba parzysta i wybierzmy punkty Pi, ... ,Pg € F rozne
od zera Py € E oraz takie, ze P; # P; i P, # —P; dla i # j. Niech Z bedzie
zredukowanym schematem z nosnikiem na zbiorze { —Pg, coey =P, Py, P, P% 1.
Wtedy Z jest schematem dlugosci k + 1, réwne sa systemy liniowe |(k + 1)Ln| 5l =
|(k + 1) Py| oraz odwzorowanie

H((k+1)Py) — H°((k+1)Py ® Oy)
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nie jest surjekcja, gdyz na mocy twierdzenia Abela (patrz [20, Paragraf 2.2]) kazdy
dywizor z systemu (k 4+ 1)Py zawierajacy k sposréd wybranych punktéw zawiera
réwniez pozostaly punkt.

Dla k nieparzystego podobnie dobieramy uklad

—Pk;1,...7—P17P1,...,Pk;l.

U

W powyzszym przyktadzie L,, zadaje na X,, polaryzacje gtéwna, w szczegélnosci
R°(L) = 1. Do$é¢ naturalne wydaje si¢ przypuszczenie, ze gdy wiazka liniowa
zawiera duzo sekcji globalnych to wystarczaja one do zadania zanurzenia. Nastepne
twierdzenie obrazuje, ze tak jest istotnie na prostych powierzchniach abelowych,
tzn. takich, ktére nie zawieraja zadnych krzywych eliptycznych.

Twierdzenie 4.6 Niech X bedzie prostg powierzchnig abelowg oraz niech L bedzie
wigzkg typu (1,d) na X. Wtedy

(a) L jest globalnie generowana wtedy i tylko wtedy, gdy d > 3,

(b) L jest bardzo szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy d > 5.

Dowdd. Twierdzenie to jest prostym zastosowaniem twierdzenia Reidera (twierdze-
nie 3.1). Dowdd uzyskany metodami typowymi dla rozmaitosci abelowych mozna
znalezé w [24, Theorem 10.4.1]. Wynik tego samego typu z dokladng informacja
dotyczaca "zle” polozonych krzywych eliptycznych na dowolnych powierzchniach
abelowy przedstawiony jest w [22]. L]

Powyzsze twierdzenie daje sie uogélni¢ dla zanurzen wyzszego rzedu.
Uogolnienie to obrazuje w szczegdlnosci, ze pojecia wiazki k—bardzo szerokiej oraz
generujecej dzety do rzedu k sa na rozmaitosciach abelowych istotnie rézne.

Twierdzenie 4.7 (Bauer-Szemberg) Niech X bedzie powierzchnig abelowg z
liczbg Picarda p(X) =1 i niech L bedzie wigzkg liniowg typu (1,d) na X. Niech k
bedzie nieujemng liczbg catkowitq. Zachodzg nastepujgce warunks:

(a) L generuje dzety do rzedu k wtedy i tylko wtedy, gdy d > %(k +2)2,

(b) L jest k—bardzo szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy d > 2k + 3.

Dowdd. Sprawdzenie, ze warunek d > %(k + 2)2 implikuje generowanie dzetéw do
rzedu k opiera sie na wykorzystaniu twierdzenia Kawamaty-Viehwega o znikaniu
uzupelnionego o lemat Sakai’a. Szczegdly przedstawione sg w [7, Proposition 2.1].
W czesci (b) implikowanie przez warunek d > 2k 4+ 3 k—bardzo szerokosci jest
prostym zastosowanie twierdzenia 3.2. Znacznie ciekawszy jest dowdd implikacji
przeciwnej. Przedstawiamy go ponize;j. L]

Nastepujaca propozycja zawiera jedna z implikacji twierdzenia 4.7 z po-
minigciem zalozenia p(X) = 1. Przedstawiamy jej dowdd gdyz opiera sig¢ on na
ogdélnych technikach nie zwigzanych z kontekstem rozmaitosci abelowych.
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Propozycja 4.8 Niech L bedzie wigzkg liniowg typu (1, d) na powierzchni abelowej
X. Jesli L jest k—bardzo szeroka, to d > 2k + 3.

Dowdéd. 7 twierdzenia 4.6 wynika, ze propozycja jest prawdziwa dla k =01k = 1.
Zatem mozemy zalozy¢, ze L jest k—bardzo szeroka dla k > 2. Przypusémy, ze
d < 2k + 2. Niech

o : X — P(HY(L)") = P!

bedzie zanurzeniem danym przez system liniowy |L| oraz niech C' € |L| bedzie
gladka krzywa. Stosujac twierdzenie Riemanna-Rocha do ciaggu dokladnego

0—0x —L—0c(L)—0
otrzymujemy, ze odwzorowanie
a: H(L) — H°(Oc(L))

nie jest surjekcja. Oznacza to, ze krzywa C nie jest zanurzona w IP?~1 przez
zupely system liniowy. Niech D C IP(H®(O¢(L)*) bedzie obrazem krzywej C
przy zanurzeniu danym przez zupehly system liniowy |O¢(L)|. Odwzorowanie «
indukuje projekcje

a* :P(HY(Oc(L))*) — IP(H°(L)*)

z proste] @ = IP(coker ). Zaciednienie tej projekcji do D zadaje izomorfizm
D =~ C. Rozwazmy k—ta rozmaito$é¢ siecznych Sec”(D) krzywej D. Zgodnie z
przypuszczeniem d — 1 < 2k 4 1, zatem ze wzoru Zaka (patrz [32]) wynika, ze

dim Sec® (D) = min{d, 2k +1} > d — 1.

Oznacza to, ze istnieje punkt P € Seck(D) N Q. A zatem istnieje 0—wymiarowy
podschemat Zp dlugosci k + 1 zawarty w krzywej D taki, ze

PeP(H*(Oc(L)®ZIz,)").

Wtedy Z := (a*).Zp jest podschematem dlugosci k + 1 zawartym w krzywej C.
Poniewaz wiazka O¢ /(L) jest k—bardzo szeroka i punkt P lezy w centrum projekcji
o otrzymujemy

d—(k+1)—1=dimP(H°(L®ZIz)*) = dima*(P(H*(Oc(L) ® Iz,)*))

<dimP(H*(Oc(L) ®ZIz,)") =d— (k+1) -1,

sprzecznodc. L]

Uwaga 4.9 Dla prymitywnych wigzek liniowych na wyzej wymiarowych roz-
maito$ciach abelowych sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana nawet w przy-
padku klasycznych zanurzen [12]. W szczegdlnodci nie wiadomo czy na rozmaitosci
abelowej wymiaru trzy istnieje bardzo szeroka wigzka typu (1,1,8).
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5 Hipoteza Fujity
W 1987 roku Fujita [19] sformutowal nastepujaca hipoteze:

Hipoteza 5.1 (Fujita) Niech X bedzie gladkg rozmaitoscig wymiaru n i niech L
bedzie szerokg wigzkg liniowg na X. Wtedy wigzka stowarzyszona

0) Kx + sL jest globalnie generowana dla s > n + 1,

1) Kx + sL jest bardzo szeroka dla s > n + 2.

Uwaga 5.2 Przyklad X = IP" i L = Opn(1) pokazuje, zZe stalych w powyzszej
hipotezie nie mozna poprawi¢ nawet zakladajgc dodatkowo, Ze wigzka L jest bardzo
szeroka.

Prawdziwo$¢ hipotezy Fujity dla krzywych algebraicznych stanowi szczegdlny przy-
padek wniosku 2.4. Dla powierzchni algebraicznych poprawnos$¢ tej hipotezy
wynika z twierdzenia Reidera (twierdzenie 3.1). Dla wyzszych wymiaréw Ein i
Lazarsfeld [18] wykazali, ze na rozmaito$ciach wymiaru 3 wigzka Kx + 4L jest
globalnie generowana. Poprawnos¢ tej samej czesci hipotezy dla rozmaitosci wy-
miaru 4 wykazal Kawamata [23]. We wszystkich pozostatych przypadkach uzyskano
jedynie czgsciowe rezultaty. Ogodlne szacowania dla dowolnego wymiaru zostaly po-
dane ostatnio przez Angehrna i Siu [1], [30] (poréwnaj takze [15]).

Propozycja 5.3 (Angehrn-Siu) Niech X bedzie gladkg rozmaitoscig wymiaru n
i niech L bedzie szerokg wigzkq lintowg na X. Wigzka stowarzyszona

Kx + sL jest globalnie generowana dla s > %(n2 +n+2),

Kx + sL jest bardzo szeroka dla s > 2 (n+2+n( 3n;—1 )) .

Mimo trudno$ci z dowodem hipotezy Fujity w przypadku klasycznych zanurzen
celowe i interesujace wydaje sie jej sformulowanie dla zanurzen wyzszego rzedu.

Hipoteza 5.4 Istnicjg wielomiany v(n,k) i j(n,k) takie, ze dla gladkiej roz-
maito$ci X i szerokiej wigzki liniowej L na X wigzka stowarzyszona

ky) Kx + sL jest k—bardzo szeroka dla s > v(n, k),
k;) Kx + sL generuje dzety do rzedu k dla s > j(n, k).

W tak ogélnym sformutowaniu problem sprawdzenia poprawnosci hipotezy jest
oczywiscie bardzo trudny. Wprowadzenie ograniczenia na wymiar niewiele daje, co
pokazuje juz klasyczny przypadek. Dlatego celowe wydaje sie rozwazanie konkret-
nych klas rozmaitodci i ich zanurzen wyzszego rzedu. Problemy tego typu stanowia
obszar ozywionej pracy badawczej. W koricowej czesci pracy przedstawiamy wybér
aktualnych wynikéw. Zanim do tego przejdziemy pokazemy, ze w ogélnosci nawet
okreslenie stopnia wystepujacych w hipotezie 5.4 wielomianéw moze by¢ proble-
mem. Do tego potrzebna bedzie nastepujaca
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Definicja 5.5 Niech L bedzie szrokg wigzkq liniowg na X i niech x € X bedzie
ustalonym punktem. Stalg Seshadriego wigzki L w punkcie x nazywamy wielko$é:

L.C

E(L, fL') = inf m

gdzie infimum wziete jest po wszystkich nierozktadalnych krzywych C  prze-
chodzgcych przez punkt x. Stalg Seshadriego wigzki L okreslamy jako
L) := inf e(L,x).
e(L):= if e(L,z)

Pokazemy teraz, ze naiwne przedtuzenie hipotezy 5.1 tzn. oczekiwanie, ze wiazka
Kx + (n+ 1+ k)L generuje dzety do rzedu k nie jest prawdziwe.

Propozycja 5.6 (Miranda) Dla dowolnej liczby dodatniej e istnieje taka
powierzchnia X i szeroka wigzka liniowa L na X oraz punkt v € X, zee(L,x) < €.

Dowdd. Niech m bedzie liczba calkowita taka, ze % < €. Dla odpowiednio duzej
liczby d istnieje taka nierozkladalna krzywa D; C IP?, ze mult, D; = m. Dla
dostatecznie ogélnej krzywej Do C IP? stopnia d wszystkie krzywe postaci AD; +
uDay, (A :p) € P! sa nierozkladalne i przeciecie Dy N Dy skiada sie z d? rézmych
punktéw.

Niech f : X — IP? bedzie rozdmuchaniem IP? w punktach przeciecia D; N Ds.
System dywizoréw AD; + puDs zadaje morfizm

0: X — P!

z nierozktadalnymi wiéknami. Niech D oznacza transformate wiasciwa D przy
rozdmuchaniu f i niech £ begdzie dowolnym dywizorem wyréznionym tego rozdmu-
chania. Wéwczas E.D = 1 czyli E jest sekcja ¢. Z kryterium Nakai-Moishezona
[21, Theorem 5.1.10] wynika, ze wiazka L = 2D+ E jest szeroka. Poniewaz L.D = 1
i mult, D=m mamy )

e(L,z) < —

L

Powyzszy przyktad nietrudno, rozwazajac produkty, uogdlni¢ na dowolny
wymiar.

Whniosek 5.7 Nie istnieje liniowy wielomian jo(k) taki, Ze dla kazdej powierzchni
algebraicznej X i kazdej wigzki szerokiej na X wigzka Kx + ja(k)L generuje dzety
do rzedu k.

Dowdd. Niech para X, L bedzie ustalona i przypusémy, ze wielomian jo(k) jest li-
niowy. Niech C bedzie dowolna nierozkladalna krzywa przechodzaca przez ustalony
punkt x € X. Wiazka Kx + jo(k)L generuje dzety do rzedu k, wiec istnieje taki
dywizor D € |Kx + j2(k)L|, ze mult, D = k oraz D przecina C transwersalnie
w punkcie x. Poniewaz C' jest krzywa nierozkladalng wynika stad, ze C nie jest
sktadowa dywizora D i mamy

(Kx + j2(k)L).C' > mult, D - mult, C = k - mult, C.
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Przeksztalcajac otrzymujemy

L.C . k C.Kx
mult, C ~ jo(k)  ja(k) - mult, C°

Poniewaz C.K x jest pewna stata przechodzac z k do nieskonczono$ci otrzymujemy

LC

— > 0
mult, C =&

gdzie € jest stala mniejsza od dodatniej (!) granicy limg_, oo ﬁ Uzyskane uni-
wersalne szacowanie stalej Seshadriego w punkcie x przeczy propozycji 5.6. L]

Na zakoniczenie przedstawimy kilka ogdlnych faktéw dotyczacych hipotezy 5.4.
Dla krzywych mama v(1, k) = j(1,k) = k+2 (patrz: wniosek 2.4). Dla powierzchni
algebraicznych z twierdzen 3.2 i 3.3 otrzymujemy:

Propozycja 5.8 Hipoteza 5.4 jest prawdziwa dla powterzchni algebraicznych z
v(2,k) =2k +2i5(2,k)=k>+ 3k +2.

Dowdd optymalnosci powyzszej propozycji wykracza poza ramy tego opracowania
i bedzie przedstawiony gdzie indziej.
Dla konkretnych klas rozmaitosci mamy nastepujace wyniki.

Propozycja 5.9 Dla rozmaitosci abelowych hipoteza 5.4 jest spelniona dla wielo-
mianow japer (N, k) = vaper(n, k) = k + 1.

Dowdéd. Na rozmaitosciach abelowych dywizor kanoniczny jest trywialny, wiec teza
wynika z twierdzenia 4.4.

Propozycja 5.10 Dia rozmaitosci torycznych hipoteza 5.4 k;j) zachodzi dla wielo-
miany jior(n, k) =n+k+ 1.

Dowdd. Wiadomo, ze K x+(n+1)L jest wiazka numerycznie efektywna na dowolnej
rozmaitosci [19]. Poniewaz na rozmaitosciach torycznych szeroko$é wiazki liniowej
jest réwnowazna jej bardzo szerokosci [27] teza wynika z lematu 1.11. L]

O wynikach dotyczacych k—bardzo szerokosci na rozmaito$ciach torycznych
wspominamy w nastepnej czgsci pracy.

6 Przeglad wynikéw i perspektywy
W tej czesci pracy podajemy wybér aktualnych wynikéw dotyczacych zanurzen

wyzszego rzedu. Lista nie jest w zadnej mierze kompletna, jej taki a nie inny
wyglad najlepiej da sie uzasadni¢ osobistym smakiem autora.
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Eliptyczne quasi-wiazki

Definicja 6.1 Powierzchnie S nazywamy quasi-wigzkgq, jesli istnieje morfizm ¢ :
S — C z S na gladkg krzywg C taki, Ze wldkna ¢ sq spdjne, wszystkie wickna
gladkie sq izomorficzne i jedynymi wloknami osobliwymi sq¢ niezredukowane gtadkie
krzywe.

Problem k—bardzo szerokosci dla quasi-wiazek o widknie eliptycznym byt stu-
diowany przez Melle i Pelleschi’ego [26]. Podaja oni explicite opis grupy Picarda
quasi-wiazek eliptycznych oraz numeryczne warunki, podobne jak w twierdzeniu 3.2
na k—bardzo szerokos¢ wiazek liniowych na tego typu powierzchniach. Ze wzgledu
na szereg wstepnych definicji i mnogosé przypadkdéw nie przytaczamy uzyskanych
rezultatéow odsylajac Czytelnika do oryginalnej pracy.

Wiazki z L? < 4k + 4. Twierdzenie 3.2 podaje warunki kiedy wiazka liniowa L
na powierzchni algebraicznej S jest k—bardzo szeroka przy zalozeniu L? > 4k + 5.
Ballico i Sommese [2] podaja kompletng liste par (S, L) takich, ze L jest k—bardzo
szeroka i L? < 4k + 4. Tutaj przytoczymy nastepujacy rezultat.

Propozycja 6.2 Niech L bedzie k—bardzo szerokg wigzkg liniowg na gladkiej
powierzchni S takg, e L254k 4+ 4. Jesli dywizor kanoniczny Kg jest numerycznie
trywialny (tzn. Kg.C = 0 dla kazdej krzywej C C S) to S jest powierzchnig En-
riquesa lub powierzchnig K3 i L? = 4k, 4k + 2 lub 4k + 4.

Kwartyki w IP?. Asymptotyczne zachowanie wiazek generujacych dzety wyso-
kiego rzedu na powierzchniach S stopnia 4 w IP? opisat Bauer [3]. Uzyskany wynik
jest nastepujacy.

Propozycja 6.3 Niech S C IP? bedzie gladkg powierzchnig stopnia 4 i niech L =
Ox(1). Wtedy
a) (L) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy S zawiera prostg,
4

b) e(L) = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy forma Hesse ma punkt zerowy na S i S nie
zawiera prostej,

¢) (L) = 2 w pozostatych wypadkach.

Zwiazek stalych Seshadriego z zanurzeniami wyzszego rzedu podal Demailly [13,
Theorem 6.4].

Propozycja 6.4 Niech X bedzie gladkg rozmaitoscig © L szerokq wigzkg liniowg

na X. Niech s(L,x) oznacza najwickszg liczbe catkowitq s takg, ze L generuje dzety
do rzedu s w punkcie x. Dla

1
o(L,r) :=limsup,_, ., ;s(pL,:v)

zachodzi zwigzek
o(L,xz) =¢e(L,x).
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Powierzchnie Del Pezzo i powierzchnie toryczne. Powierzchnie Del Pezzo
sa dwuwymiarowym przypadkiem rozmaitosci Fano. Rozmaitos¢ X jest Fano jesli
dywizor antykanoniczny —Kx jest szeroki. Problem k—bardzo szerokosci poteg
tensorowych dywizora antykanonicznego na powierzchniach Del Pezzo byt badany
przez Di Rocco [16]. Podana charakteryzacja wymaga wprowadzenia szeregu do-
datkowych definicji, wiec ponownie odsytamy zainteresowanego czytelnika do ory-
ginalnego opracowania. Powierzchnie Del Pezzo sa biwymierne z IP?, ktére jest z
kolei powierzchnia toryczna. Ta sama autorka w [17] podaje prosta charakteryzacje
k—bardzo szerokosci na powierzchniach torycznych.

Propozycja 6.5 Niech S bedzie powierzchniq toryczng skojarzong z rtodzing
stozkow Ay z d krawedziami (patrz [27]). Niech L = Zj:_lz a;D;. Wtedy L jest
k—bardzo szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy L.D; > k dlai=1,...,d — 2.

Powierzchnie K3. Dla powierzchni K3 numeryczne warunki okreslajace global-
ne generowanie i bardzo szerokos¢ wiazki liniowej zostaly podane na diugo przed
twierdzeniem Reidera przez Saint-Donat [29]. Generowanie dzetéw wyzszego rzedu
na powierzchniach K3 bylo badane przez Bauera, Di Rocco i autora [4]. Uzyskany
wynik jest nastepujacy.

Propozycja 6.6 Niech X bedzie powierzchnig K3 i niech L bedzie szerokg wigzkg
lintowg na X. Zachodzi jeden z rozlgcznych przypadkow:

(a) wigzka nL generuje dzety do rzedu k dlan >k + 2,

(b) wigzka L jest postaci L = Ox(aE + 1), gdzie E C X jest krzywg eliptyczng,
I' C X jest (—2)—krzywg i EI' =1 oraz a > 3.

W przypadku (b) niech A oznacza skoticzony 2bidr punktéw osobliwych
rozwtdknienia X — IP' zadanego przez |E|. Wtedy nL generuje dzety do rzedu k
w punkcie x € X \ A dlan > k+ 2 i w punkcie x € A dlan > 2k + 1.

Reasumujac przedstawione powyzej rezultaty mozna zauwazy¢, ze dotychcza-
sowe badania skupialy si¢ na k—bardzo szerokosci i na badaniu wiazek liniowych
na powierzchniach. Wydaje sie, szczegdlnie ze wzgledu na ostatnie silne zain-
teresowanie statymi Seshadriego, ze dalsze prace powinny przebiega¢ w kierunku
znajdowania kryteriow generowania dzetéw wysokiego rzedu na powierzchniach i
wyzej wymiarowych rozmaitosciach.
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HIGHER ORDER EMBEDDINGS

Summary. The first part of this note gives an introduction to the theory of higher
order embeddings, which was developed in the late 80’s and gains again considerable
interest because of its connections to Seshadri constants and local positivity of line
bundles. Sections 4 and 6 contain an overview of some current results in the area.
Section 5 is devoted to Fujita conjecture put into the perspective of higher order
embeddings.
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