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INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA WEWNETRZNA
FUNKCJI --KATOWO GWIAZDZISTYCH
I ICH UOGOLNIEN

J. Stankiewicz, Z. Stankiewicz (Rzeszéw)

Funkcja f holomorficzna i jednolistna w kole A = {z : |z| < 1} nazywana
jest funkcja, mocno gwiazdzista rzedu o lub inaczej a-katowo gwiazdzista,
0 < a <1, jezeli jest unormowana

(1) f0) =0, f(0)=1
i spelnia warunek

()
5)

(2)

‘ < an/2, z€ A, (argl=0).

Zbidr tych funkcji oznaczmy przez S*(«).

Klasa ta wprowadzona zostala przez D.A. Brannana i W.E. Kirwana [1]
oraz niezaleznie przez J. Stankiewicza [7]. W [7] klase S*(«) nazwano klasa
funkcji a-katowo gwiazdzistych.

Brannan i Kirwan ([1]) otrzymali pewien geometryczny warunek, nazy-
wany o-widzialnodcia, ktéry byl warunkiem wystarczajacym na to, zeby
funkcja f nalezata do klasy S*(«). Dokladniej méwiac, wykazali oni, ze jezeli
funkcja f holomorficzna i jednolistna w A, unormowana warunkami (1) jest
taka, ze dla kazdego r € (0,1) i kazdego punktu w € f(C,), C. ={z:|z| =r},
A, ={z:|z| <r}, mamy A(w,d(r)) C f(4,), to f € S*(a). Zbidr A(w,(r))
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jest otoczka wypukta sumy mnogosciowej okregu Cjs(,y i dwoch odcinkow
linii stycznych do okregu Cj(,y wychodzacych z punktu w, gdzie

(3) 5(r) = cos(arm /2) max{|f(z)| : z € C,}.

J. Stankiewicz ([7], [8]) daje geometryczng charakteryzacje funkeji klasy
S*(a), ktora mowi, ze funkcja f holomorficzna, jednolistna i unormowana
warunkami (1) nalezy do klasy S*(a) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy punkt
w nie nalezacy do f(A) jest wierzchotkiem pewnego kata o rozwartosci
(1—a)m, ktérego przedtuzenie dwusiecznej przechodzi przez poczatek ukladu,
lezacego calkowicie w zewnetrzu obszaru f(A).

Interpretacja z [7], [8] jest tzw. interpretacja zewnetrzna bedaca uogdl-
nieniem interpretacji zewnetrznej dla funkcji gwiazdzistych. Interpretacja
Brannana i Kirwana jest interpretacja wewnetrzna, ale nie jest ona zbyt
dobra, bo zalezy od argumentu z danej funkcji i nie jest rozszerzeniem in-
terpretacji wewnetrznej dla funkcji gwiazdzistych.

Klasa S*(1) = S* jest dobrze znana, klasa, funkcji gwiazdzistych, dla kté-
rych znana jest interpretacja zewnetrzna jak tez interpretacja wewnetrzna.

Jak wiadomo funkcja f holomorficzna i jednolistna w A unormowana
warunkami (1) nalezy do klasy S* wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
w € f(A) nalezy do obszaru f(A) odcinek laczacy punkt w z poczatkiem
ukladu wspotrzednych:

(4) w € f(4) = Vie(o,1ytw € f(4).

W. Ma i D. Minda ([5]) podali pewna interpretacje wewnetrzna, dla klasy
S*(a). jest ona podobna do odpowiedniej interpretacji wewnetrznej dla klasy
S*, w ktérej odcinek zastapiono pewng soczewka, kolowa. Przytoczymy ten
rezultat.

Niech E, bedzie soczewka, kolowa, symetryczna wzgledem osi rzeczywistej,
powstala jako czesé¢ wspélna dwéch két domknietych, ktérych brzegi (okregi
ograniczjace) przecinaja sie w punktach 0 oraz 1 pod katem (1 — a)r. W
przypadku « = 1 soczewka ta redukuje sie do odcinka (0, 1).

Dla danego w € C i danego zbioru D € C polézmy

wD := {wn : n € D},
a w szczegdlnosei
wEq :={wn :n € Ey}.

Twierdzenie A ([5]). Funkcja f holomorficzna i jednolistna w A oraz unor-
mowana warunkamsi (1) nalezy do klasy S*(«) wtedy i tylko wtedy, gdy

(5) Vol{w € f(A) = wE, C f(A)).

Innymi stowy, jezeli wraz z kazdym punktem w obszaru f(A) w obszarze
tym lezy soczewka kotowa symetryczna o wierzchotkach 0 oraz w i rozwartosci
(1—a)m.

W pracach [7], [8] podana jest jeszcze inna geometryczna interpretacja dla
klasy S*(«). W interpretacji tej katy zwykte prostoliniowe zostaja zastapione
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przez tak zwane katy spiralne, to jest takie, w ktérych ramionami sa tuki
spiral logarytmicznych.

Niech Q, bedzie (katem spiralnym) zewnetrzem obszaru ograniczonego
tukami L, i L_, spiral logarytmicznych wychodzacych z punktu w = 1 o
katach stromosci rownych odpowiednio (1 — «)7/2 oraz —(1 — a)w/2.

Obszar C\Q. (a < 1) jest obszarem ograniczonym tukami odpowiednich

spiral logarytmicznych laczacych punkt w = 1 z punktem w =
—exp{mtg(ar/2)}.

Podobnie przez G, oznaczmy obszar ograniczony tukami tych samych
spiral logarytmicznych, ale laczacych punkt w = 1 2z punktem

w = —exp{—mtg(ar/2)}.

Ta inna interpretacja moze by¢ zadana nastepujaco:
Twierdzenie B ([5]). Funkcja f holomorficzna i jednolistna w A oraz unor-
mowana warunkamsi (1) nalezy do klasy S*(«) wtedy i tylko wtedy, gdy

(6) Vuw{w € C\f(4) = wQa € C\f(A)}.

Przytoczone tu Twierdzenie A jest przeniesieniem do wnetrza interpre-
tacji geometrycznej zewnetrznej ([7]) o osiaganiu katami zwykltymi. Mozliwe
jest przeniesienie do wnetrza interpretacji zewnetrznej danej przez Twier-
dzenie B. Nalezy w tym celu soczewki katowe FE, zastapi¢ “soczewkami
spiralnymi” G,,.

Twierdzenie 1. Funkcja f holomorficzna i jednolistna w A oraz unormowana
warunkami (1) nalezy do klasy S*(«) wtedy i tylko wtedy, gdy

(7) Vo{w € f(A) = wGys C f(A)}.

Dowdd. Dla dowodu wystarczalnosci warunku (7) wystarczy zauwazyé, ze
E, C Gy.

Dowéd w druga, strone (koniecznoéci warunku (7)) wynika z faktu, ze
kazda funkcja klasy S, nalezy do klasy Ss przy kazdym 8, |B| < (1 — a)n/2,
gdzie Sz jest dobrze znana klasa funkcji S-spiralnych wprowadzona przez
L. Spacka ([6]). Funkcje te maja nastepujaca interpretacje geometryczna
obszar f(A) ma z kazdg spirala logarytmiczna o kacie stromosci 3, jako czesé
wsp6lng, zbiér spéjny (jeden tuk spdjny spirali ograniczony lub nieograniczo-
ny). Innymi stowy, poruszajac sie po takiej spirali w jednym z mozliwych
kierunkéw, jedli wyjdziemy ze zbioru f(A), to juz do niego nie wrocimy i
odwrotnie, jezeli wejdziemy do zbioru f(A), to juz go nie opuszczamy.

Zbiér wG, jest czescia wspdlna wszystkich tukéw spiral wychodzacych
z punktu w i dazacych do poczatku ukladu o stromosciach g takich, ze
Bl < (1 = a)m/2.

Dla petlnosci dowodu wystarczy wiec zauwazy¢, ze
(8) S*(a) = Sa-—ayr/2NS_(1—ayr/2 = ﬂ Sp.

|BI<(1—a)m/2
Interpretacja ta daje sie przenies¢ prosto na klasy S*(a, 8) funkcji (o, 8)-

katowo gwiazdzistych wprowadzonych i badanych w pracach [3] i [4]. Klasy
te sa definiowane warunkami analitycznymi:

2f'(2)
9) Bm/2 < arg 8]

< am/2, z € A
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INTERNAL GEOMETRICAL INTERPRETATION OF a-ANGULAR
STARLIKE FUNCTIONS AND THEIR GENERALIZATION

Summary. A function f holomorphic and univalent in the disc A = {z : |z| <
1} is called an a-angular starlike function, 0 < a < 1, if f(0) = f/(0) =1 =0

and

2f'(2)
f(2)
The set of these functions is denoted by S*(«). In the article we give various
kinds of the geometrical characterizations of functions of the class S*(a).

We also postulate the possibility of carrying some interpretations over to
the classes S*(«, 8) of functions defined by the analytic conditions

am
< — z € A.

arg 5

!/
@<3mng(z)<oir z € A.

2 f(2) 2’
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