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INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA WEWNE
‘
TRZNA

FUNKCJI α-KA
‘
TOWO GWIAŹDZISTYCH

I ICH UOGÓLNIEŃ

J. Stankiewicz, Z. Stankiewicz (Rzeszów)

Funkcja f holomorficzna i jednolistna w kole ∆ = {z : |z| < 1} nazywana
jest funkcja

‘
mocno gwiaździsta

‘
rze

‘
du α lub inaczej α-ka

‘
towo gwiaździsta

‘
,

0 < α ≤ 1, jeżeli jest unormowana

(1) f(0) = 0, f ′(0) = 1

i spe lnia warunek

(2)

∣∣∣∣ arg
zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < απ/2, z ∈ ∆, (arg 1 = 0).

Zbiór tych funkcji oznaczmy przez S∗(α).
Klasa ta wprowadzona zosta la przez D.A. Brannana i W.E. Kirwana [1]

oraz niezależnie przez J. Stankiewicza [7]. W [7] klase
‘
S∗(α) nazwano klasa

‘funkcji α-ka
‘
towo gwiaździstych.

Brannan i Kirwan ([1]) otrzymali pewien geometryczny warunek, nazy-
wany δ-widzialnościa

‘
, który by l warunkiem wystarczaja

‘
cym na to, żeby

funkcja f należa la do klasy S∗(α). Dok ladniej mówia
‘
c, wykazali oni, że jeżeli

funkcja f holomorficzna i jednolistna w ∆, unormowana warunkami (1) jest
taka, że dla każdego r ∈ (0, 1) i każdego punktu w ∈ f(Cr), Cr = {z : |z| = r},
∆r = {z : |z| < r}, mamy ∆(w, δ(r)) ⊂ f(∆r), to f ∈ S∗(α). Zbiór ∆(w, δ(r))
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jest otoczka
‘

wypuk la
‘

sumy mnogościowej okre
‘
gu Cδ(r) i dwóch odcinków

linii stycznych do okre
‘
gu Cδ(r) wychodza

‘
cych z punktu w, gdzie

(3) δ(r) = cos(απ/2) max{|f(z)| : z ∈ Cr}.

J. Stankiewicz ([7], [8]) daje geometryczna
‘
charakteryzacje

‘
funkcji klasy

S∗(α), która mówi, że funkcja f holomorficzna, jednolistna i unormowana
warunkami (1) należy do klasy S∗(α) wtedy i tylko wtedy, gdy każdy punkt
w nie należa

‘
cy do f(∆) jest wierzcho lkiem pewnego ka

‘
ta o rozwartości

(1−α)π, którego przed lużenie dwusiecznej przechodzi przez pocza
‘
tek uk ladu,

leża
‘
cego ca lkowicie w zewne

‘
trzu obszaru f(∆).

Interpretacja z [7], [8] jest tzw. interpretacja
‘

zewne
‘
trzna

‘
be

‘
da

‘
ca

‘
uogól-

nieniem interpretacji zewne
‘
trznej dla funkcji gwiaździstych. Interpretacja

Brannana i Kirwana jest interpretacja
‘

wewne
‘
trzna

‘
, ale nie jest ona zbyt

dobra, bo zależy od argumentu z danej funkcji i nie jest rozszerzeniem in-
terpretacji wewne

‘
trznej dla funkcji gwiaździstych.

Klasa S∗(1) = S∗ jest dobrze znana
‘

klasa
‘
funkcji gwiaździstych, dla któ-

rych znana jest interpretacja zewne
‘
trzna jak też interpretacja wewne

‘
trzna.

Jak wiadomo funkcja f holomorficzna i jednolistna w ∆ unormowana
warunkami (1) należy do klasy S∗ wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego
w ∈ f(∆) należy do obszaru f(∆) odcinek  la

‘
cza

‘
cy punkt w z pocza

‘
tkiem

uk ladu wspó lrze
‘
dnych:

(4) w ∈ f(∆) ⇒ ∀t∈⟨0,1⟩tw ∈ f(∆).

W. Ma i D. Minda ([5]) podali pewna
‘
interpretacje

‘
wewne

‘
trzna

‘
dla klasy

S∗(α). jest ona podobna do odpowiedniej interpretacji wewne
‘
trznej dla klasy

S∗, w której odcinek zasta
‘
piono pewna

‘
soczewka

‘
ko lowa

‘
. Przytoczymy ten

rezultat.
Niech Eα be

‘
dzie soczewka

‘
ko lowa

‘
, symetryczna

‘
wzgle

‘
dem osi rzeczywistej,

powsta la
‘
jako cze

‘
ść wspólna dwóch kó l domknie

‘
tych, których brzegi (okre

‘
gi

ograniczja
‘
ce) przecinaja

‘
sie

‘
w punktach 0 oraz 1 pod ka

‘
tem (1 − α)π. W

przypadku α = 1 soczewka ta redukuje sie
‘

do odcinka ⟨0, 1⟩.
Dla danego w ∈ C i danego zbioru D ∈ C po lóżmy

wD := {wη : η ∈ D},

a w szczególności
wEα := {wη : η ∈ Eα}.

Twierdzenie A ([5]). Funkcja f holomorficzna i jednolistna w ∆ oraz unor-
mowana warunkami (1) należy do klasy S∗(α) wtedy i tylko wtedy, gdy

(5) ∀w{w ∈ f(∆) ⇒ wEα ⊆ f(∆)}.

Innymi s lowy, jeżeli wraz z każdym punktem w obszaru f(∆) w obszarze
tym leży soczewka ko lowa symetryczna o wierzcho lkach 0 oraz w i rozwartości
(1 − α)π.

W pracach [7], [8] podana jest jeszcze inna geometryczna interpretacja dla
klasy S∗(α). W interpretacji tej ka

‘
ty zwyk le prostoliniowe zostaja

‘
zasta

‘
pione
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przez tak zwane ka
‘
ty spiralne, to jest takie, w których ramionami sa

‘
 luki

spiral logarytmicznych.
Niech Qα be

‘
dzie (ka

‘
tem spiralnym) zewne

‘
trzem obszaru ograniczonego

 lukami Lα i L−α spiral logarytmicznych wychodza
‘
cych z punktu w = 1 o

ka
‘
tach stromości równych odpowiednio (1 − α)π/2 oraz −(1 − α)π/2.
Obszar C\Q̄α (α < 1) jest obszarem ograniczonym  lukami odpowiednich

spiral logarytmicznych  la
‘
cza

‘
cych punkt w = 1 z punktem w =

− exp{π tg(απ/2)}.
Podobnie przez Gα oznaczmy obszar ograniczony  lukami tych samych

spiral logarytmicznych, ale  la
‘
cza

‘
cych punkt w = 1 z punktem

w = − exp{−π tg(απ/2)}.
Ta inna interpretacja może być zadana naste

‘
puja

‘
co:

Twierdzenie B ([5]). Funkcja f holomorficzna i jednolistna w ∆ oraz unor-
mowana warunkami (1) należy do klasy S∗(α) wtedy i tylko wtedy, gdy

(6) ∀w{w ∈ C\f(∆) ⇒ wQα ⊆ C\f(∆)}.

Przytoczone tu Twierdzenie A jest przeniesieniem do wne
‘
trza interpre-

tacji geometrycznej zewne
‘
trznej ([7]) o osia

‘
ganiu ka

‘
tami zwyk lymi. Możliwe

jest przeniesienie do wne
‘
trza interpretacji zewne

‘
trznej danej przez Twier-

dzenie B. Należy w tym celu soczewki ka
‘
towe Eα zasta

‘
pić “soczewkami

spiralnymi” Gα.

Twierdzenie 1. Funkcja f holomorficzna i jednolistna w ∆ oraz unormowana
warunkami (1) należy do klasy S∗(α) wtedy i tylko wtedy, gdy

(7) ∀w{w ∈ f(∆) ⇒ wGα ⊆ f(∆)}.

Dowód. Dla dowodu wystarczalności warunku (7) wystarczy zauważyć, że
Eα ⊆ Gα.

Dowód w druga
‘

strone
‘

(konieczności warunku (7)) wynika z faktu, że
każda funkcja klasy Sα należy do klasy Šβ przy każdym β, |β| ≤ (1 − α)π/2,
gdzie Šβ jest dobrze znana

‘
klasa

‘
funkcji β-spiralnych wprowadzona

‘
przez

L. Špačka ([6]). Funkcje te maja
‘

naste
‘
puja

‘
ca

‘
interpretacje

‘
geometryczna

‘
:

obszar f(∆) ma z każda
‘
spirala

‘
logarytmiczna

‘
o ka

‘
cie stromości β, jako cze

‘
ść

wspólna
‘
zbiór spójny (jeden  luk spójny spirali ograniczony lub nieograniczo-

ny). Innymi s lowy, poruszaja
‘
c sie

‘
po takiej spirali w jednym z możliwych

kierunków, jeśli wyjdziemy ze zbioru f(∆), to już do niego nie wrócimy i
odwrotnie, jeżeli wejdziemy do zbioru f(∆), to już go nie opuszczamy.

Zbiór wGα jest cze
‘
ścia

‘
wspólna

‘
wszystkich  luków spiral wychodza

‘
cych

z punktu w i da
‘
ża

‘
cych do pocza

‘
tku uk ladu o stromościach β takich, że

|β| ≤ (1 − α)π/2.
Dla pe lności dowodu wystarczy wie

‘
c zauważyć, że

(8) S∗(α) = Š(1−α)π/2 ∩ Š−(1−α)π/2 =
∩

|β|≤(1−α)π/2

Šβ .

Interpretacja ta daje sie
‘

przenieść prosto na klasy S∗(α, β) funkcji (α, β)-
ka

‘
towo gwiaździstych wprowadzonych i badanych w pracach [3] i [4]. Klasy

te sa
‘
definiowane warunkami analitycznymi:

(9) βπ/2 < arg
zf ′(z)

f(z)
< απ/2, z ∈ ∆.
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Internal geometrical interpretation of α-angular
starlike functions and their generalization

Summary. A function f holomorphic and univalent in the disc ∆ = {z : |z| <
1} is called an α-angular starlike function, 0 < α ≤ 1, if f(0) = f ′(0) − 1 = 0
and ∣∣∣∣ arg

zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < απ

2
, z ∈ ∆.

The set of these functions is denoted by S∗(α). In the article we give various
kinds of the geometrical characterizations of functions of the class S∗(α).
We also postulate the possibility of carrying some interpretations over to
the classes S∗(α, β) of functions defined by the analytic conditions

βπ

2
< arg

zf ′(z)

f(z)
<

απ

2
, z ∈ ∆.
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