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TRYWIALIZACJA WIELOMIANU

W NIESKONCZONOSCI
A WARUNEK MALGRANGE’A

Stanistaw Spodzieja (L.6dz)

Streszczenie

W opracowaniu pokazano wpltyw warunku Malgrange’a na trywializacje
wielomianu w otoczeniu poziomicy.

1 Trywializacja wielomianu

Niech f € Clz,. .., z,] bedzie wielomianem dodatniego stopnia. Wielomian f trak-
tujemy jako funkcje f : C" — C. Waznym problemem w teorii wielomianéw jest:

Problem 1. Czy dla ustalonego A\ € C istnieje otoczenie U C C punktu X takie, Ze
dla kazdych A1, Ao € U, widkna f=1(\1), f~1(\2) sq dyfeomorficznie réwnowazine?

Powyzszy problem zilustrujemy przyktadem (patrz [9], [8]).
Przyktad 1. Niech f(z1,22) = 2125 + z2. Wéwczas

F7H0) = {(21,22) € C%: 2p = 0} U {(21,22) € C*: 2120 + 1 = 0}
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nie jest zbiorem spojnym. Dla X # 0, f=Y(\) jest wykresem funkcji meromorficznej

2] = A;j?, wiec jest to zbior spojny. Wynika sted, Ze nie znajdziemy otoczenia

U C C punktu 0, w ktérym problem 1 ma rozwigzanie. Latwo sprawdzamy zas, Ze
dla kazdego A # 0, problem 1 ma rozwigzanie.

Narzuémy na punkt A € C spelniajacy problem 1 dodatkowy warunek, ze jest
to warto$¢ typowa wielomianu f, ktéra definiujemy nastepujaco:

Moéwimy, ze A € C jest wartoscig typowg wielomianu f, gdy istnieje otoczenie
U C C punktu X takie, ze funkcja f : f~1(U) — U jest trywialna wiazka klasy C>°,
tzn. istnieje odwzorowanie ¥y : f~1(U) — f~1(\) takie, ze odwzorowanie

U= (1, f): fTHU) 3 20— (Va(2), f(2)) € 71N x U

jest dyfeomorfizmem klasy C*°. Odwzorowanie ¥ nazywamy trywializacjg f nad
otoczeniem U.

Punkt A € C ktoéry nie jest wartosciag typowa wielomianu f nazywamy punktem
bifurkacyjnym wielomianu f.

W terminach wartosci typowych, problem 1 prowadzi do nastepujacego:

Problem 2. Czy ustalone A € C jest wartoscig typowq wielomianu f ?

Whprost z definicji wynika, ze kazda warto$é¢ typowa A € C ma otoczenie U C C
takie, ze dla kazdych A1, Ao € U, wiékna f=1()\1), f~1(\2) sa dyfeomorficznie
réwnowazne (tzn. problem 1 ma rozwiazanie). Ponadto mamy:

Wtiasnoéé 1. Zadna warto$é krytyczna X € C wielomianu f nie jest jego wartoscig
typowq.

Zanim przejdziemy do wartoéci regularnych wielomianu f, wprowadzmy defini-
cje. Gradientem V f wielomianu f nazywamy odwzorowanie

(9L 9N e em
o= (Lo L)oo

Poniewaz w dalszym ciagu bedziemy stosowaé iloczyn skalarny nad C, wiec wygod-
nie jest przyjac:

a=(ay...,an), dla a=(a,...,a,) € C"

- () ()

Przestrzi C" mozemy utozsamié z przestrzenig R?", nastepujaco

Wtedy

C" > (21,...,2n) — (Rez1,Imzy,...,Re z,,Im 2,) € R*".
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Niech teraz A € C bedzie wartoscig regularna wielomianu f, tzn. gradient V f
wielomianu f w zbiorze f~!(\) nigdzie nie znika. Wtedy istnieje otoczenie U C C
punktu \ takie, ze réwniez V f nigdzie nie znika w f~1(U). Rozwazmy uktad 2n
rzeczywistych réwnan rézniczkowych zwyczajnych autonomicznych z parametrem
z

p _
(1) d—i =\- f(z))|vvjf((y:l/))|2 z warunkiem poczatkowym y(0) = z,
gdzie | - | oznacza norma euklidesowa w C" (lub w R?*"). Rozwazajac rozwiazanie

ogélne (inaczej charakterystyczne) ukladu 1, dostajemy

Wtlasno$é 2. Jesli A € C jest warto$cig reqularng wielomianu f, to dla kazdego
R > 0 istnieje zbior otwarty G C C™ i otoczenie U C C punktu A, ze {z € C™ :
|z] <R} C Goraz f: f7HU)NG — U jest trywialng wigzkq klasy C*>°. Dokladniej,
odwzorowanie

U fTHUING 2 20 (y(1), f(2) € [FH N NG < U,
gdzie y : [0,1] — C™ jest rozwigzaniem (1), jest dyfeomorfizmem klasy C*.

Uwaga 1. Powyzsza wlasno$é nasuwa pytanie:

Czy dla ustalonej wartosci reqularnej A € C wielomianu f mozna powiekszac
nieograniczenie R we wlasnosci 2 aby uzyskaé odpowiedniq trywializacje f w
otoczeniu poziomicy f~1(\) ?

Okazuje sie, ze sposéb postepowania sugerowany powyzej moze nie prowadzic¢ do
odpowiedniej trywializacji; nie mozna bowiem zagwarantowac istnienia otoczenia U
punktu \ wspélnego dla wszystkich R > 0. Mozna sie o tym przekonaé rozwazajgc
wielomian f(z1,22) = zlzg + 29 z przykladu 1, mianowicie prostym rachunkiem
pokazujemy, Ze wielomian f nie ma wartosci krytycznych, jednak punkt A\ = 0 nie
jest jego wartoscig typowaq.

Rozwiazanie problemu 1 nie sprowadza si¢ wiec do prostego odrzucenia wartosci
krytycznych wielomianu f. Musimy jeszcze narzuci¢ pewne warunki aby istniala
trywializacja funkcji f w otoczeniu nieskonczonosci. Prowadzi to do nastgpnego
pojecia.

Méwimy, ze A € C jest wartoscig typowq w nieskoriczonosci wielomianu f, gdy
istnieje otoczenie U C C punktu A i zbiér zwarty K C C™ takie, ze
f o f7YU)\ K — U jest trywialna wiazka klasy C*, dokladniej, istnieje od-
wzorowanie ®; : f1(U)\ K — f~1(\) \ K takie, ze odwzorowanie

= (01, f): fTHU)NK 32— (B1(2), f(2) € [f TN\ K] x U

jest dyfeomorfizmem klasy C*°. Wtedy odwzorowanie ® nazywamy trywializacjg f
w nieskoriczonosci nad otoczeniem U.
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Celem tego opracowania jest pokazanie wplywu wykladnika Y.ojasiewicza gra-
dientu wielomianu f w nieskoficzonoé$ci w otoczeniu poziomicy, a dokladniej wa-
runku Malgrange’a, na trywializacje w nieskonczonosci wielomianu f. Latwo to
zaobserwowaé rozwazajac odwzorowanie (patrz [11]):

@) v(z) = VF(z) <Vf(|)>

z € C"\ {0},
gdzie (a,b) oznacza iloczyn skalarny wektoréw a, b € C". Widzimy, ze dla kazdego
z € C™\ {0}, wektor v(z) jest rzutem prostokatnym V f(z) na przestrzen styczna
T.S do sfery S = {x € C": |z| = |z|} w punkcie z (patrz wlasnosé 4).
Biorac
v(2)

“ BN TEN 7 =)

—~

przy zaltozeniu, ze

(4) (v(2),Vf(2)) #0,
dostajemy of
5y = L

Jest to kluczowa wlasnosé pola w prowadzaca do konstrukceji trywializacji ®. Gtéw-
ng trudnodcia jest podanie takich warunkéw na gradient V f aby zachodzilo (4) w
otoczeniu poziomicy f~1()\) dla dostatecznie duzych |z|. Warunkiem takim jest na
przyktad warunek Malgrange’a:

(M) 2V =6 dla [z[= R [|f(2) - Al <¢,

gdzie R, €, 6 > 0. Dokladniej, mamy (por. [11], dowdéd Lematu 1.2)

Twierdzenie 1. Niech A € C. Jesli spelniony jest warunek (M), to istnieje R’ > R,
ze zachodzi (4) dla |z| 2 R i |f(z) = M| < e.

Dowdd twierdzenia 1 zamieszczamy w punkcie 3. Paunescu i Zaharia [10] poka-
zali, ze twierdzenia 1 nie mozna odwrocic.

Twierdzenie 1 pozwala wyznaczaé trywializacje f w nieskonczonosci przez roz-
wiazanie ukladu 2n rzeczywistych réwnan rézniczkowych zwyczajnych z parame-
trem z

dy .
(5) i (A= f(2)w(y) =z warunkiem poczatkowym y(0) = z.
Twierdzenie 2. Niech A € C. Jesli zachodzi warunek (M), to istnieje trywializacja
w nieskoriczonosci wielomianu f nad U = {£ € C: | — A < €}. Dokladniej, dla
pewnego R’ > R oraz K = {z € C" : |z| < R'}, odwzorowanie

O fTHU)NK 320 (y(1), f(2)) € [f TN\ K] x U,
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gdzie y : [0,1] — C™ jest rozwigzaniem (5), jest trywializacjg w nieskoriczonosci
wielomianu f nad U.

Dowdéd twierdzenia 2 podajemy na koncu punktu 3.

Warto tutaj zauwazy¢, ze w ogdlnym przypadku spelnianie przez wielomian f
warunku Malgrange’a nad A nie jest réwnowazne temu, ze \ jest wartoécia typowa
wielomianu f. Odpowiedni kontrprzykiad podali L. Paunescu i A. Zaharia w pracy
[10]. W przypadku jednak dwuwymiarowym zachodzi:

Twierdzenie 3. (Ha, [5], Parusinski, [11]) Jesli n = 2, to A € C jest wartoscig
typowq wielomianu [ wtedy i tylko wtedy, gdy f spelnia nad A warunek (M).

2 Wyktadnik Lojasiewicza

Niech f : C™ — C bedzie wielomianem dodatniego stopnia.
Niech S C C™. Wykladnikiem Lojasiewicza gradientu V f na zbiorze S nazywa-
my

Lo (Vf]S) =sup{d € R: 3¢ p>0 [VF(2)| = Clz|” gdy x €5, |z > R}.

Wyktadnikiem Lojasiewicza gradientu ¥V f w otoczeniu poziomicy f~1(\), A € C,
wielomianu f, nazywamy

Lo (f) = 6&{& Loo (Vf|f71(U6))7

gdzie Us ={£ € C: | — A\ < 0}

Warunek Malgrange’a wystepujacy w zalozeniach gléwnych twierdzen 1 i 2
mozna zapisa¢ w terminach wykladnika Lo x (f). Mianowicie, mamy

Wtasnoséé 3. Niech A\ € C. Wielomian f spelnia warunek (M) nad A wtedy i tylko
wtedy, gdy Loox (f) = —1. Ponadto zbior tych X € C dla ktorych wielomian f nie
spelnia warunku (M) jest skoriczony.

W Swietle powyzszej wlasnosci, w trywializacji wielomianu, istotne sa oszaco-
wania od dotu wyktadnika F.ojasiewicza w nieskoficzonoéci. Zagadnienie to intere-
suje wielu matematykéw, na przyklad: Brownawella [1]; Chadzynskiego [2]; Cha-
dzynskiego i Krasinskiego [3]; Cygan, Krasiniskiego i Tworzewskiego [4]; Ha [5]; Ji,
Kolldra i Shiffmana [6]; Kolldra [7]; Parusinskiego [11]; Ploskiego [12].

3 Dowody twierdzen 1 i 2

Niech w dalszym ciagu f : C™* — C bedzie wielomianem dodatniego stopnia i niech
v bedzie polem wektorowym okreslonym wzorem (2).
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Wtasno$¢ 4. Dia kazdego z € C™ \ {0} mamy

(6) (z,0(2)) = 0.

Ponadto v(z) jest rzutem prostokgtnym V f(z) na przestrzen styczng T.S do sfery
S ={z € C":|z| = |2|} w punkcie z.

Dowdd. Dla z € C™ \ {0},

(20(2)) = {2, VF(2)) — (W) (2.2) = (2. VF(2) — (=TT (2)) = 0,

wiec mamy (6). Ponadto o
(V7).

|22

i prosta Cz jest prostopadla do TS, wiec mamy teze. O

€ Cz,

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia 1, podamy prosta lecz kluczowa w
tym dowodzie wlasno$é krzywej meromorficznej w nieskonczonodci.

Krzywa ¢ : [r,+00) — C", gdzie r € R, nazywamy meromorficzng w nieskori-
czonosci, gdy ¢ jest suma szeregu Laurenta w nieskonczonosci postaci:
(7) o(t) = apt? +ap_ 1P+ a; €C", pel.
Jedli ¢ # 0, to mozna zalozy¢, ze a, # 0, wtedy liczbe p nazywamy stopniem
krzywej o 1 oznaczamy deg ¢. Dodatkowo dla ¢ = 0, ktadziemy degp = —o0.
Wtasno$¢ 5. Stopien pochodnej kazdej krzywej meromorficznej w nieskonczonosci
jest rozny od —1.

Dowdéd. Dla krzywej ¢ meromorficznej w nieskonczonosci postaci (7), mamy

(1) = papt’ ! + (p — Dap1t" % + -

Poniewaz deg jt/ ! # —1 dla kazdego j € Z, wiec dostajemy teze. O

Stosujac wlasnosé 5 udowodnimy teraz twierdzenie 1.

Dowédd twierdzenia 1. Przypusémy, ze teza nie zachodzi. Wéwczas zbiér semi-
algebraiczny

X={z€C": (0(2),V[f(2))=0, [e/>R, |f(x)—Al<e}

jest nieograniczony. Stosujac wiec lemat o wyborze krzywej w nieskonczonosci,
istnieje krzywa ¢ : [rr, +00) — X meromorficzna w nieskonczonosci taka, ze deg ¢ >
0 oraz

(8) (v(p(®)), VI(e() =0 dla e [r,+oo).
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7 definicji pola v mamy

(o0, TF (1)) = [T (e ~ LT EEO)

Stad i z (8), wobec zalozenia, ze f spelnia warunek (M),
(@), VIO = [ePIV o) 2 6*  dla t€ [r,+00).
Zapisujac powyzsze w terminach stopni, dostajemy
(9) deg(p, V.f o p) = degp + deg(Vfoyp) > 0.
Niech

dla ¢t € [r,4+00).

o(t) :aptp+ap—1tp71 +y a; € C", p=degey,
Z (9) mamy Vf(¢(t)) # 0 dla t € [r,+00). Mozemy wiec zapisaé
Vi(p(t) = bst® +bsat” 4+ bj €C", s =degVf(e).

Wowezas

(10) (o(t), Vf(p(t)) = (ay, bs)t**® + wyrazy nizszych stopni,
Zauwazmy, ze
(11) (ap, bs) = 0.
Istotnie,
(fle(t) = X) = (' (t), VF((t))) = plap, bs)t"" 7" + wyrazy nizszych stopni.

Z wyboru krzywej ¢ mamy, ze funkcja f o ¢ — A jest ograniczona, a wiec
deg(f op —A) <0, zatem

deg(fop—N) < —1.

Przypus$émy, ze (11) nie zachodzi. Woéwczas, wobec p = degep > 0, mamy
p<a10’bs> 7é 07 a WiQC
deg(fop—N)=p+s—1.

Z (9) wynika, ze p + s > 0. W konsekwencji krzywa f o ¢ — A meromorficzna w
nieskonczonos$ci spetnia warunek

deg(fop—A)=—1.
To przeczy wlasnosci 5 i dowodzi (11). Reasumujac z (11) i (10) mamy
deg(p, V[ o) < degp + deg(Vfop).
To przeczy (9) i koticzy dowdd. O

Z twierdzenia 1 i wlasnoéci 4 dostajemy
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Whiosek 1. Jesli wielomian f spelnia warunek (M) nad A € C dla pewnych
R, e, 5 >0, to istnieje R > 0, ze dla |z| > R, |f(z) — A < e:

(a) w(z) # 0.
(b) w(z) € TS, gdzie S = {x € C" : |z| = |2|}.

(c) g5(x) =1

Dowéd. Czgéci (a) i (b) wynikaja bezposrednio z twierdzenia 1 i wlasnosci 4.
Czesé (c) dostajemy z okreslenia pola w i reguly lancucha:

%@ — (w(2), V() = L)L VIED

(]

Stosujac wniosek 1 i elementarne wlasnosci rownan rézniczkowych mozemy te-
raz przedstawi¢ dowdd twierdzenia 2

Dowdéd twierdzenia 2. Poniewaz f spelnia warunek (M), wiec w my$l wniosku
1, istnieje R’ > R takie, ze zachodza warunki (a), (b), (¢) we wniosku 1. Oznaczmy
przez D = f~Y(U)\ K.

Niech y : [0, «) — D bedzie rozwiazaniem prawostronnie integralnym uktadu (5)
z warunkiem poczatkowym y(0) = z, gdzie z € D. Pokazemy, ze o > 1. Przypuéémy
przeciwnie, ze o < 1. Z wniosku 1 (c), mamy (f oy)'(¢t) = (A — f(2)) wiec,
uwzgledniajac warunek poczatkowy, dostajemy

foyt)=(A=f(2)t+f(z) dla te0,a)
a wiec
[foy(t) = Al =1f(z) = Allt =1 < [f(z) = Al <e, dla t€0,a)

Z wniosku 1 (b) wynika, ze wartosci odwzorowania y leza na sferze S = {z €
C™ : |z| = |2|}, wiec z powyzszego, rozwiazanie y przebiega w zwartym podzbiorze
{x € C": |z| = |z|, |f(z) = A| < |f(2) — A|} zbioru D, co jest niemozliwe. Zatem
a > 11 rozwiazanie y jest okreslone w przedziale [0,1]. Jednoznaczno$é rozwia-
zania y : [0,1] — D ukladu (5) wynika z faktu, ze prawa strona (5) jest lokalnie
Lipschitzowska (jako klasy C*°). W konsekwencji odwzorowanie ® jest poprawnie
okreslone. Poniewaz prawa strona (5) jest klasy C*°, wiec ® jest réwniez klasy C*°.
Rozwazmy teraz uktad réwnan rézniczkowych

(12) o' = (6 —=MNw(y) z warunkiem poczatkowym y(0)=z¢€ f~1(\)\ K.

Wowezas, analogicznie jak poprzednio, biorac rozwiazanie y : [0,1] — D ukladu
(12), gdzie £ € U, dostajemy latwo, ze

fly®) =(E=Nt+A,  te[01],
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wiec f(y(1)) = £. Ponadto odwzorowanie 9(t) = y(1 —t), ¢t € [0, 1] spelia uklad
(5) z warunkiem poczatkowym 1(0) = y(1). W konsekwencji ®(y(1)) = (z,§), czyli

7 (z,6) = y(1).

Analogicznie jak poprzednio dostajemy, ze ®~! jest odwzorowaniem klasy C*. To
daje teze. O

4 Errata do pracy O C° determinowalnosci dzetéw

W artykule

[S] S. Spodzieja, O CY determinowalnosci dzetéw, Materialy na XXVII Konferencje
Szkoleniows z Geometrii Analitycznej i Algebraicznej Zespolonej, Wyd. UL, L.6dz
2006, 63-81.

podatem nastepujacy

Przyklad 2. (Whitney). Niech
flx1, x2) = v122(21 + 22) (21 — axa), g(x1,x2) = T122(21 + 22) (21 — bxa),

gdzie a,b > 0 sq¢ parametrami. W mysl wniosku 1 w punkcie 2 (zgodnie z ozna-
czeniami w [S]), dla kaidych a,b > 0 funkcje f i g sq C°-réwnowazne w zerze.
Dla a # b, funkcje f i g nie sqg nawet C'-réwnowazne. Gdyby istniaty dyfeomor-
fizmy ¢ : (R%,0) — (R%,0), ¥ : (R,0) — (R,0) klasy C* takie, ze po f = go o
w pewnym otoczeniu zera, to rozniczka dop w zerze mustalaby przeksztalcaé prze-
strzenie styczne w zerze do sktadowych f~1(0) na odpowiednie przestrzenie styczne
do sktadowych g=1(0). Wowczas dop(f~1(0)) = g=1(0) co, jak tatwo sprawdzié,
jest niemozliwe.

Podane w przykladzie rozumowanie jest bledne. Biorac bowiem funkcje
fz1,22) = ziaa(xy + x2) (21 — %3?2), g(x1,22) = x1229(21 + 22) (21 — 222) Oraz
p(z1,22) = (22, 71), P(t) = —2¢, dostajemy g o p(z1,22) = ¥ o f(z1,22), a wigc
funkcje f i g sa analitycznie rownowazne w zerze.

Przyktad 2 powinien brzmieé nastepujaco:

Przyklad 3. (Whitney). Niech

flx1,@2) = mixa(zy + x2) (21 — axe), g(x1,22) = T122(T1 + T2) (21 — bT2),

gdzie a,b > 0 sq parametrami. W mysl wniosku 1 w punkcie 2 (zgodnie z oznaczenia-
mi w [S]), dla kazdych a,b > 0 funkcje f i g sq CO-réwnowazine w zerze. Dla ustalo-
nego a > 0, poza ewentualnie skoriczong iloscig wartosci b > 0, funkcje f i g nie sq
nawet Ct-réwnowazne. Jesli bowiem istniejq dyfeomorfizmy ¢ : (R%,0) — (R2,0),
¥ i (R,0) — (R,0) klasy C' takie, Ze 1o f = go ¢ w pewnym otoczeniu ze-
ra, to rézniczka dop w zerze przeksztalca przestrzenie styczne w zerze do sklado-
wych f~1(0) na odpowiednie przestrzenie styczne do sktadowych g=1(0). Wéwczas
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dop(f~1(0)) = g=1(0) co, jak latwo sprawdzié, jest mozliwe tylko dla skoriczonej
ilosci wartosci b > 0.

W dowodzie wniosku 1 z pracy [S] (strona 74, wiersz 9 od géry) wkradlo sie
kilka bledéw zecerskich, ktére moga utrudnié czytanie. Wobec tego przytaczam
fragment dowodu wniosku z usunietymi btedami:

Dowd6d wniosku 1. Niech k = deg f. Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku,
gdy

f(@) = (anz1 + Briw2)h(z) 1 g(x) = (a2z1 + fax2)h(T),

gdzie aq, @9, 01,02 € Rih € Rlzy,xs] jest forma stopnia k — 1. Ponadto mozna
zalozyé, ze f i g nie r6znia sie jedynie czynnikiem stalym oraz, ze obszar {(x1,z2) €
R" : ayrq + Brz2 > 0, asxy + Boxs > 0} jest rozlaczny ze zbiorem h=1(0).
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TRIVIALITY OF A POLYNOMIAL AT INFINITY AND THE MALGRANGE CONDITION

Summary. We explain triviality of a polynomial at infinity in context of the Mal-
grange condition.
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