MATERIALY NA XXVIII KONFERENCJE SZKOLENIOWA
Z GEOMETRII ANALITYCZNEJ I ALGEBRAICZNEJ
ZESPOLONEJ

2007 Lodz str. 51

O UKLADACH ROWNAN
I NIEROWNOSCI WIELOMIANOWYCH

Stanistaw Spodzieja (£.6dz)

Streszczenie

Celem opracowania jest przedstawienie znaczenia metody Sturma w geo-
metrii zbioréw semialgebraicznych. Doktadniej, w opracowaniu zajmiemy sie
nastepujacymi zagadnieniami:

1. Twierdzenie Sturma.

2. Zbiory semialgebraiczne.

3. T'wierdzenie Tarskiego-Seidenberga.

4. Lemat R. Thoma. Rozktad cylindryczny (normalny).

Wstep

Rozwiazywanie rownan algebraicznych interesowalo matematykéw od czaséw sta-
rozytnych. Narzucaly je problemy geometryczne wynikajace z zagadnien prak-
tycznych. Juz starozytni Babiloficzycy umieli rozwiazywaé réwnania kwadratowe
(okolo 1950 r przed Chrystusem). Wobec braku algorytmu rozwiazywania réwnan
wyzszych stopni, wielu matematykéw rozwazato problem istnienia i iloéci ich roz-
wiazan rzeczywistych, np.: Kartezjusz (1596-1650), Rolle (1652-1719), Lagrange
(1736-1813), Fourier (1768-1830), Cauchy (1789-1857), Sturm (1803-1855), Hermi-
te (1822-1901), Kronecker (1823-1891). Pierwsze pelne rozwiazanie tego problemu
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(choé niezbyt przydatne w praktyce) podal Cauchy [2]-[4]. Prosty algorytm obli-
czania iloSci zer wielomianu, wykorzystujacy idee Fouriera, podal Sturm [20], [21]
(patrz twierdzenie 1 w punkcie 1). Wynik ten zyskal ogromne uznanie wéréd ma-
tematykdw, co oddaje opinia Hermite:

”Twierdzenie Sturma zrobito wielks furore stajac sie natychmiast klasycznym
i na zawsze znalazlo miejsce w nauce. Jego dowdd, w ktorym uzywane sa tylko
najbardziej elementarne metody, jest rzadkim przykladem prostoty i elegancji”
(http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk /Mathematicians/Sturm.html).

Metoda Sturma zaowocowala pézniej w pracach Tarskiego [22], [23] dotyczacych
opuszczania kwantyfikatoréw w formulach oraz pracy Meserve [15] o ukladach nie-
rownosci wielomianowych. Wyniki Tarskiego znalazty odbicie w pracy Seidenberga
[19] o istnieniu rozwiazan uktadu réwnan i nieréwnosci wielomianowych. Obecnie
twierdzenia Tarskiego i Seidenberga formutuje si¢ nastepujaco:

"rzut zbioru semialgebraicznego jest zbiorem semialgebraicznym”

i nazywa twierdzeniem Tarskiego-Seidenberga (patrz twierdzenie 3 w punkcie 4).
Jest ono jednym z podstawowych faktéw geometrii zbioréw semialgebraicznych.

Przedstawiane opracowanie po$wiecone jest dowodom twierdzefi Sturma (w
punkcie 1) i Tarskiego-Seidenberga (w punkcie 4) nad R oraz ich zastosowaniu
w geometrii semialgebraicznej. Dowdd twierdzenia Sturma przedstawiamy w nie-
co ogdlniejszej sytuacji obejmujacej uktady rownan i nieréwnoéci wielomianowych
(twierdzenie 2, por. [1], [10]). Analogicznie jak w prezentowanym opracowaniu do-
wodzi sie tego twierdzenia nad domknietymi cialami rzeczywistymi (por. [10]).

Réwnie eleganckim w swej prostocie jak twierdzenie Sturma jest lemat Tho-
ma [11], [14] (twierdzenie 4 w punkcie 6). Ma on ogromne konsekwencje w ba-
daniach zbioréw semialgebraicznych (oraz semianalitycznych). Przy uzyciu twier-
dzenia Tarskiego-Seidenberga pozwala udowodnié, ze kazda sktadowa topologicz-
na zbioru semialgebraicznego jest zbiorem semialgebraicznym oraz, ze kazdy zbior
semialgebraiczny mozna roztozy¢ na czesci cylindryczne (twierdzenie 6 w punkcie
7). Fakt ten ma swéj odpowiednik w geometrii semi- i sub-analitycznej ([16], [17],
[18]). Rozklad cylindryczny prowadzi miedzy innymi do triangulacji zbioru semi-
algebraicznego [1] (oraz semianalitycznego [12] i sub-analitycznego [7], [13]) i jest
podstawowy w badaniach réznego rodzaju stratyfikacji zbioréw.

1 Twierdzenie Sturma

Niech, w dalszym ciagu, t oznacza jedng zmienna. W punkcie tym przedstawimy
twierdzenie Sturma o ilodci zer wielomianu P € R[t] w zadanym przedziale (a,b),
a < b.

Ciag Sturma. Niech Py, P; € R[t], P, # 0. Ciggiem Sturma wielomianéw Py, P
nazywamy ciag wielomianéw P, ..., P, € R[t] okredlony rekurencyjnie:

(E) P,y =PF,— P, oraz degP,11 <degP, dla i=1,...,m,
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gdzie P,, # 0 oraz P41 =0 oraz Fy,...,F,, € R[t].

Uwaga 1. Jesli Py, ..., P, jest ciggiem Sturma wielomiandéw Py, Py, to P, jest
najwiekszym wspolnym  dzielnikiem wielomianow Py i Py, ktory oznaczamy
GCD (P, P1). Powyzszy algorytm szukania GCD (Py, P1) nosi nazwe Algorytmu
Euklidesa.

Definicja. Méwimy, ze ciag (po, ..., Pm) € R™T 2zmienia znak na i-tym miejscu,
gdy istnieje [ > ¢ takie, ze

pi—ipt <0 oraz p; =0 dla i<j<I—1.

Definicja. Niech P € R[t] bedzie wielomianem dodatniego stopnia. Niech Py, ...,
P,, bedzie ciagiem Sturma wielomianéw P i P’ (tzn. Py = P, P, = P’). Dla
kazdego a € R oznaczamy:

vp(a) = ilo$é miejsc zmian znaku ciagu Py(a), ..., Py(a).

Przyktad 1. Niech P = t3 — 3t + 1. Wéwczas ciggiem Sturma wielomianéw P i
P’ jest

9

1

Dla a = 0 mamy vp(0) = 2, bowiem cigg warto$ci powyzszych wielomiandw w
punkcie a ma postaé (1,—3,—1,2). Podobnie dla a =1 mamy vp(1) = 1.

3 —3t+1, 3t>-3, 2t—1,

Twierdzenie 1. (Sturma). Niech P € R[t] bedzie wielomianem dodatniego stop-
nia oraz niech a,b € R bedq takie, ze a < b i P(a) # 0, P(b) # 0. Wéwczas wie-
lomian P w przedziale (a,b) ma dokladnie vp(a) —vp(b) réznych zer (bez uwzgled-
niania ich krotnosci).

Dow6d. Wezmy ciag Sturma P,..., P, wielomianéw P i P’. Niech
c1,...,cx beda wszystkimi zerami iloczynu R = Py -+ P,, w przedziale (a,b) i
niech ¢; < ... < ¢i. Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy wielomian R ma tylko
jedno zero w przedziale [a, b], bowiem

k42

vp(a) —vp(d) =Y [vp(&-1) —ve(&)),

i=1

gdzie a = &y < & < 1 < & < ... <& < ¢ < Epy1 < &gy = b. Niech wiec ¢
bedzie jedynym zerem wielomianu R w przedziale [a, b].

Zal6zmy najpierw, ze wielomian P nie ma w R pierwiastkéw wielokrotnych.
Zauwazmy, ze ciag Py, ..., Py, spelnia warunki:

L Pu(6)£0dla¢eR
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2. Jesli Py(c) =0, to c € (a,b) oraz

Py(§)P1(&) <0 dla &€a,e) i Po(n)Pi(n) >0 dla ne€ (cb].

3. Jesli Pi(c) =0, gdzie 0 < i < m, to

Pio1(Pis1(§) <0 dla £ €(ab]

Istotnie, P,,, = GCD (P, P’), wiec w rozwazanym przypadku, P,, nie ma pierwiast-
kow w R, czyli zachodzi 1.

Jesli Py(c) = 0, to z zalozenia mamy ¢ € (a,b). Poniewaz P nie ma pierwiastkéw
wielokrotnych, to P;(¢) = P’(¢) # 0. W konsekwencji P; ma ustalny znak w [a, ],
wielomian Py za$ zmienia znak w punkcie ¢ z "—" na 747, gdy Pi(c) > 0 oraz z
747 na” =" gdy Pi(c) < 0. To daje warunek 2.

Jesli P;(¢) = 0 dla pewnego 1 < ¢ < m, to zachodzi warunek 3., bowiem z (E),
mamy P;_i(c) = —Pit1(c) i Pit1(c) # 0, gdyz w przeciwnym razie, Pi(c) = ... =
P, (c) =0, co przeczy warunkowi 1.

Pokazemy teraz, ze z warunkéw 1. 2. 3. wynika teza twierdzenia.

Zalézmy, ze P;(c) = 0, gdzie 0 < i < m. Wéwczas, wobec warunku 3. dla kaz-
dego € € [a,b] ciag Po(€),. .., Pyn(€) zmienia znak w i-tym lub ¢ + 1-szym miejscu,
zaleznie od znaku P;(§). Ponadto ten ciag nie moze jednoczesnie zmieniaé¢ znaku w
i-tym i ¢ + 1-szym miejscu. Ilo§¢ zmian znakow na miejscach 1,...m w powyzszym
ciagu jest wiec stala w [a, b].

Zalézmy, ze P(c) = 0. Wowcezas, wobec warunku 2, ¢ € (a,b) oraz ilo§¢ zmian
znaku ciggu Py (), . .., Py (€) na pierwszym miejscu zmniejsza sie o 1, gdy przecho-
dzimy od ¢ < ¢ do £ > ¢. Uwzgledniajac wiec poprzednie, mamy vp(€) = vp(n) +1
dla & € [a,¢) i n € (¢,b]. W szczegdlnosci vp(a) — vp(b) = 1. To daje teze w
rozwazanym przypadku.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy wielomian P ma czynniki wielokrotne. Wtedy
zbiorem zer wielomianu P, jest zbiér wszystkich zer wielokrotnych wielomianu P.
Rozwazajac ciag

_h B _ Poa
qo Pm7 q1 Pm, ) qm—1

sprawdzamy tatwo, ze spelnia on warunki 1. 2. 3. z poprzedniego przypadku, przy
czym zbiory zer P i qo pokrywaja sie. Ponadto dla & € [a,c¢) U (¢, b], ilo$é zmian
znaku ciagu qo(€), . .., gm(§) jest réwna vp(€). W konsekwencji ilosé zer wielomianu
P w przedziale (a,b) jest réwna vp(a) — vp(b). O

Wracajac do przyktadu 1, z twierdzenia 1 dostajemy, ze wielomian P = ¢3—3t+1
ma w przedziale (0,1) doktadnie jedno zero.

Przejdzmy teraz do obliczania iloéci zer wielomianu P w zadanym przedziale
(a,b) spelniajacych dodatkowo nier6wnos$é¢ wielomianowa Q(x) > 0.
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Definicja. Niech P, @ € R[t] beda wielomianami dodatnich stopni. Niech P, ...,
P,, bedzie ciagiem Sturma wielomianéw P i P'Q (tzn. Py = P, P, = P'Q). Dla
kazdego a € R oznaczamy:

vp,g(a) = ilo$¢ miejsc zmian znaku ciagu Py(a), ..., Ppn(a).

Analogicznie jak twierdzenia 1 dowodzimy

Twierdzenie 2. Niech P, Q € R[t] bedg wielomianami dodatnich stopni oraz niech
a,b € R bedq takie, Zea < b i P(a) # 0, P(b) # 0. Wowczas liczba vp g(a)—vp,q(b)
jest réwna ilosci réinych zer ¢ € (a,b) wielomianu P takich, ze Q(c) > 0 minus
ilo$é réinych zer ¢ € (a,b) wielomianu P takich, ze Q(c) < 0.

Dowdd. WeZzmy ciag Sturma Py, ..., P, wielomianéw P i P’Q. Analogicznie
jak w dowodzie twierdzenia 1 wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy wielomian R =
Py -+ P, ma dokladnie jedno zero ¢ w przedziale [a, b].

Zalézmy najpierw, ze P i P’'Q nie maja wspélnych zer w R. Wéwczas ciag
Sturma Py, ..., P, spelnia warunki 1. i 3. z dowodu twierdzenia 1 oraz warunek

2. Jesli Py(c) =0, to ¢ € (a,b) oraz
Po(§)P1(§)Q(E) <0 dlag € [a,c) i Po(n)Pr(n)@(n) > 0dlan e (c,b].

Pokazemy, ze z warunkéw 1. 2/. 3. wynika teza.

Istotnie, zalézmy, ze P;(c) = 0, gdzie 0 < ¢ < m. Woéwczas, wobec warunku 3.
dla kazdego ¢ € [a,b] ciag Py(§),. .., Pn(§) zmienia znak w i-tym lub ¢ + 1-szym
miejscu, zaleznie od znaku P;(€). Ponadto ten ciag nie moze jednocze$nie zmieniaé
znaku w i-tym i ¢ 4+ 1-szym miejscu. Ilos¢ zmian znakéw na miejscach 1,...m w
powyzszym ciagu jest wiec stala w [a, b].

Zalézmy, ze P(c) = 0. Wowczas Q(§) > 0 dla & € [a,b] lub Q(§) < 0 dla
€ € [a, b], ponadto wobec warunku 2., ¢ € (a, b).

Jesli Q(&) > 0dla& € [a, b], to z warunku 2., ilo§¢ zmian znaku ciagu Py(&),. ..,
P,,(§) na pierwszym miejscu zmniejsza sie o 1, gdy przechodzimy od £ < cdo & > c.
Stad i z poprzedniego, mamy vpg(§) = vpg(n) +1dla € [a,c) in € (c,b], co
daje teze w tym przypadku. Jesli Q(§) < 0 dla £ € [a, b], to z warunku 2’. mamy,

P(§)Pi(§) >0 dla {€la,c) i Py(n)Pi(n) <0 dla ne€(cb],

wigc ilo$é zmian znaku ciagu Py(€), ..., Py (€) na pierwszym miejscu wzrasta o 1,
gdy przechodzimy od & < ¢ do £ > c¢. Stad i z poprzedniego, mamy vpg(§) =
vpo(n) —1dlag € la,c) in € (cb], co daje teze w tym przypadku.

Jesli wielomiany P i P’(Q maja wspdlne zera w R, to analogicznie jak w dowodzie
twierdzenia 1, biorac ciag

I Y S
0 Pm7 1 Pma ERE} m—1 Pm ) m 3
pokazujemy, ze spelnia on warunki 1. 2. 3. i dostajemy teze. O

Z twierdzenia 2 dostajemy natychmiast:
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Whiosek 1. Niech P, Q € R[t] bedg wielomianami dodatnich stopni oraz niech
a,b € R bedg takie, ze a < b i P(a) #0, P(b) # 0.

(a) Ilo$é réznych rzeczywistych zer wielomianu P w przedziale (a,b), ktdre nie sq
zerami wielomianu Q wynosi vp g2(a) —vpg2(b).

(b) Ilo$é réznych rzeczywistych zer wielomianu P w przedziale (a,b), ktdre spel-
niajg nieréwnodé Q(&) > 0 wynosi

vpg(a) —vp(b) +vpg2(a) —vpg2(b)
5 .

Uogdlnimy teraz wniosek 1 na przypadek obliczania ilodci zer wielomianu P w
zadanym przedziale (a, b) spelniajacych dodatkowo uktad nieréwnosci wielomiano-
wych Q1(£) > 0,...,Qr(§) > 0. Zacznijmy od definicji.

Definicja. Dla Q1,...,Q € R[t] oraz o = (01,...,0%) € {1,2}*, kladziemy
Q°=Q7 ...Q.

Whiosek 2. Niech P, Q1,...,Q € R[t] bedq wielomianami dodatnich stopni oraz
niech a,b € R bedq takie, ze a < b oraz P(a) # 0, P(b) # 0. Wdéwczas ilosé
réznych rzeczywistych zer wielomianu P w przedziale (a,b), ktére spelniajq ukiad
nierdwnosci Q1(§) > 0,...,Qr(&) > 0 wynosi

1
o8 Y [vrge(a) = vpg- (b))

oce{1,2}F

Dowdéd. Uwzgledniajac twierdzenie 2, podobnie jak w poprzednich dowodach
wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy wielomian P ma w przedziale [a, b]
doktadnie jedno zero oraz Q;(§) # 0 dla & € [a,b], i = 1,..., k. Niech, po ewentu-
alnej zamianie kolejnosci wielomianéw, [ € {0, ..., k} bedzie takie, ze dla kazdego
€ € [a,b] zachodzi

Qi) <0 dla 1<ig<l oraz @Q;(§) >0 dla I<i<k.
Oznaczmy
A={ocec{1,2}*:Q%(x) <0 dla z¢€[a,b]} oraz B={1,2}F\ A

Jedli I = 0, to B = {1,2}* i teza jest oczywista. Zalézmy, ze 1 < | < k.
Woéwcezas zbiory A i B sa réwnoliczne. Istotnie, jesli I jest liczba parzysta, to

ilo$¢ elementéw zbioréw A jest réwna [(i) + (é) + - (1—11)] 2k=1 zbioru B zas$,

0 2
Analogicznie rozwazamy przypadek, gdy [ jest liczba nieparzysta. Stad i z twier-
dzenia 2, mamy

g 2 [nar(a) —vrer ()] = o (Z + Z) [op.e (a) — vp.qe (5] = 0.

ce{1,2}Fk c€A o0€EB

[(l) + (l) + - (ﬁ)] 2F=l. Poniewaz (1 —1)! = 0, wiec zbiory A i B sa réwnoliczne.



o7

To daje teze. |

2 Ograniczenie pierwiastkéw wielomianu
Niech P € R[t] bedzie wielomianem postaci

P(t) = aot? + a1t - tag gdzie d>0 i ag#O0.
Oznaczmy

Mp =1+ 2 max
1<i<d

ao

W Analizie dowodzi sie
Witasno$é 1. Jesli ¢ € C jest pierwiastkiem wielomianu P, to |c| < Mp.

Definicja. Niech P € DJt], gdzie D jest pierScieniem. Przez lc(P) oznaczamy
wspolczynnik wielomianu P przy najwyzszej potedze t.

Z wtasnoéci 1 wynika natychmiast
Whiosek 3. Niech P € Rt] bedzie wielomianem dodatniego stopnia.
(a) Dla kazdego a > Mp liczba P(a) ma ten sam znak co lc(P).
(b) Dla kazdego a < —Mp liczba P(a) ma ten sam znak co lc(P(—t)).

Definicja. Niech P € R[t] bedzie wielomianem dodatniego stopnia oraz niech

Py,..., P, bedzie ciaggiem Sturma wielomianéw P i P’. Przyjmujemy:
vp(+00) = ilo§é miejsc zmian znaku ciggu le(Py), ..., lc(Pp).
vp(—o0) = iloéé miejsc zmian znaku ciagu le(Py(—t)),. .., le(Pn(—t)).

Z wniosku 3 dostajemy

Whiosek 4. Niech P € RJt] bedzie wielomianem dodatniego stopnia oraz niech
Py,..., P, bedzie ciggiem Sturma wielomianéw P i P'. Wdéwczas istnieje v > 0
takie, ze dla kazdego a > r zachodzi vp(a) = vp(+00) oraz dla kaidego a < —r
zachodzi vp(a) = vp(—00).

Analogicznie jak powyzej definiujemy ilo$¢ zmian znaku ciggu Sturma wielo-
mianéw P i P'Q.

Definicja. Niech P, Q@ € R[t] beda wielomianami dodatnich stopni oraz niech

Py, ..., P, bedze ciagiem Sturma wielomianéw P i P'Q. Przyjmujemy:
vp,g(+00) = ilosé miejsc zmian znaku ciggu le(Py), ..., lc(Py).
vp,g(—00) = ilo§é miejsc zmian znaku ciagu le(Pr(—t)), ..., lc(Pp(—t)).

Z wniosku 3 dostajemy
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Whiosek 5. Niech P, Q € R[t] bedg wielomianami dodatnich stopni oraz niech
Py,..., Py, bedzie ciggiem Sturma wielomianéw P i P'Q. Wéwczas istnieje r > 0
takie, Ze dla kaZdego a > 1 zachodzi vpg(a) = vpg(+00) oraz dla kazdego a < —r
zachodzi vp,g(a) = vpg(—00).

Stosujac teraz twierdzenie Sturma 1 i wniosek 2, dostajemy dwa wnioski

Whniosek 6. Wielomian dodatniego stopnia P € R[t] ma w R dokladnie
vp(—00) — vp(+00) 1éZnych zer (bez uwzgledniania ich krotnosci).

Whniosek 7. Niech P, Q1,...,Qr € Rt] bedg wielomianami dodatnich stopni.
Wowczas ilo$¢ roinych rzeczywistych zer wielomianu P, ktore spetniajq uktad nie-
réwnodci Q1(€) > 0,...,Qx(&) > 0 wynosi

1
o8 > [wpge(—0) = vpge(+00)].
oe{1,2}F

3 Zbiory semialgebraiczne

W dalszym ciagu przez = (x1,...,2,) oznaczamy uklad zmiennych. Przez
Rlz1,...,2,] oznaczamy pierscien wielomianéw n-zmiennych xq,...,z, o wspdl-
czynnikach z R. Punkt ¢ € R™ oznaczamy podobnie ¢ = ({1, ...,().

Definicja. Zbiér V' C R™ nazywamy algebraicznym, gdy istnieja wielomiany
Py,..., P, € R[Jcl,...,dfn}, ze

1) V={CeR": PL() =... = P(¢) = O}.

Uwaga 2. W dziedzinie rzeczywistej kazdy zbior algebraiczny mozna zdefiniowac
przy pomocy jednego réownania wielomianowego. Istotnie, niech V. C R™ bedzie
zbiorem algebraicznym postaci (1). Woéwczas P = PE+ -+ 4+ P? € Rlzy,...,x,]
oraz V ={¢ € R": P(¢) = 0}.

Waznym uogdlnieniem zbioréw algebraicznych sg zbiory semialgebraiczne.
Definicja. Oznaczmy przez SA,,, najmniejsza rodzine podzbioréw przestrzeni R
zawierajaca wszystkie zbiory postaci

{CeR":P({) >0} gdzie PeR[zry,... 2,
i zamknieta na dopetnienie oraz na iloczyny i sumy skonczonych ilosci zbioréw.

Elementy rodziny S A,, nazywamy zbiorami semialgebraicznymi przestrzeni R™.

Bezposrednio z definicji dostajemy:

Wtlasnosé¢ 2. Kazdy podzbior semialgebraiczny przestrzeni R™ jest sumaq skonczo-
nej ilosci zbioréw postaci:

(2) Vp,...p, ={C€R": P1(() =0, P2(¢) >0, ..., P(¢) > 0},
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gdzie k € Z, k > 0, oraz Py,..., Py € Rlxy,...,x,]. Ponadto zbiory te mozna tak
dobra¢ aby byly one parami rozlgczne.

Dowdd. Pierwsza czesé tezy wynika natychmiast z definicji. Pozostaje pokazad,
ze zbiory Vp, . p, mozna tak dobraé aby byty one parami roztaczne. Niech X C R"

bedzie zbiorem semialgebraicznym i niech P; ; € Rlzq,...,z,], 4,5 € {1,...,N}
beda wszystkimi wielomianami takimi, ze X jest suma zbioréw Vp, . . p,. ., J =
1,...,m. Mozna zaltozy¢, ze i, j przebiegaja ten sam zbiér wskaznikéw ktadac w

razie potrzeby P; ; = 0 lub P; ; = 1. Ustawmy wielomiany P; ; w ciag G1,...,Gn,
N = m?2. Biorac dla kazdego ciagu > = (b1, ...,>y) € {=, <, >}V, zbiér

VD:{CERHZ Gl(g) [>10,-..,GN(C) DNO}7

widzimy, Ze zbiory Vp, ;. p,. NV, i =1,...,m,> € {=, <, >V speliaja druga
czesé tezy. |

Stosujac wlasno$¢ 2, tatwo indukcyjnie dostajemy

Whniosek 8. Niech X C R™ bedzie zbiorem semialgebraicznym. Jesli R™ \ X jest
zbiorem gestym w R™, to X zawiera sie w pewnym wiasciwym podzbiorze algebra-
icznym przestrzeni R™. W szczegdlnosci, jesli X ma miare Lebesgue’a zero, to X
zawiera sie w pewnym wlasciwym podzbiorze algebraicznym przestrzeni R™.

4 Twierdzenie Tarskiego-Seidenberga

Niech 7 : R™ x R™ — R" bedzie rzutowaniem postaci
(¢, &) = ¢

Twierdzenie 3. (Tarski-Seidenberg). Jesli zbior X C R™ x R™ jest semi-
algebraiczny, to jego rzut w(X) C R™ rdwniez jest zbiorem semialgebraicznym.

Dowd6d. Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku m = 1 oraz zbioru X jednej
z nastepujacych postaci:

X ={(¢,§) e R" xR : P((,¢) =0},
X ={(¢,§) eR" xR : P((,£) =0, Q1(¢,€) > 0,...,Q(¢, ) > 0},
X :{(Cvg) eR" XR:Ql(Cag) >O7"'7Qk(§7£) > O}a

gdzie P, Q1,..., Qr € Rlzy,...,x,,t] sa wielomianami dodatnich stopni. Latwo
sprawdzamy, ze istnieje rozkltad R™ = Z; U ... U Z; przestrzeni R™ na parami roz-
taczne zbiory semialgebraiczne takie, ze dla ¢ € Z; wielomiany P((,t), Q1((,t), .- .,
Qr(¢,t) € R[t] maja ustalone stopnie. Mozna przy tym zakladaé, ze stopnie te sa
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dodatnie (przenoszac w razie potrzeby warunek P(¢,€) = 0 lub @Q;(¢,€) > 0 do
okreslenia zbioru Z;). W ten sposéb sprowadzamy zagadnienie do przypadkéw:

(i) X ={(¢,§) € ZxR:P((¢) =0},
(11) X :{(C7§) €ZxR: P(C?&) = 07 QI(C7§) > Ov"'an(<7€> > 0}7
(111) X :{(Cvf) €ZxR: Ql(Cag) > 077Qk(C7£) > 0}7

gdzie Z C R™ jest zbiorem semialgebraicznym oraz dla ( € Z, wielomiany
P, Q1,...,Q maja ustalone dodatnie stopnia wzgledem ¢.

Rozwazmy przypadek (i). Niech Pi,..., P, € R(xq,...,2,)[t] bedzie ciagiem
wielomianéw okreslonym wzorem (E). Wéwczas lc(Py),..., le(Py,) sa funkcjami
wymiernymi okreslonymi i nigdzie nie znikajacymi w zbiorze Z. Ponadto dla kaz-
dego ¢ € Z ciag Pi((,t),...,Pn(¢,t) € Rt] jest ciagiem Sturma wielomianéw
P(¢,t) i %—f((,t). Konkretny ciag zmian znakéw ciagu le(Pr)((), ..., le(Pn)(Q)
mozna zapisa¢ w postaci uktadu réwnan i nieréwnosci postaci

(3) 1(P)(C) 510 A .. A 1e(P)(C) 5 O,

gdzie >y, ...,>p € {=, <, >}. Zatem warunek vp(¢4)(—00) — vp(c s (+00) # 0
mozna zapisaé jako alternatywe skoficzonej ilodci koniunkeji postaci (3),

Ui(C) V ... v U(0).

Uwzgledniajac teraz wniosek 6, dostajemy m(X) = Uézl{g e R™ : U;(Q)}, wigc
m(X) jest zbiorem semialgebraicznym.

W przypadku (ii) postepujemy podobnie jak w przypadku (i) przy zastosowaniu
wniosku 7 zamiast wniosku 6.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek (iii). Jesli stopien wzgledem ¢ wielomianu
Q1+ Qp jest wickszy od 1, to biorac P = %(Ql -+ Qy), sprowadzamy zagad-
nienie do przypadku (ii). Jesli stopien wzgledem ¢ wielomianu Q1 - - - Q jest réwny
Ltok=11Q1(x,t) = qo(x)t+ q1(x) oraz qo({) # 0 dla ¢ € Z. Zatem dla kazdego
¢ € Z istnigje £ € R, ze Q1(¢,€) > 0. Stad wynika, ze 7(X) = Z. To daje teze w
tym przypadku i konczy dowdd. (I

Uwaga 3. Twierdzenie Tarskiego-Seidenberga mowi o tym, Ze mozna opuszczaé
kwantyfikator szczegolowy w formulach dotyczgcych réwnarn i nieréwnosci wielo-
mianowych (rzeczywistych) polgczonych spéjnikami ~, V, A. Poniewaz dopelnienie
zbioru semialgebraicznego rowniez jest zbiorem semialgebraicznym, to réwniei w
takich formutach mozna opuszczaé kwantyfikator ogolny oraz cale uklady kwantyfi-
katorow.

W $wietle powyzszej uwagi, z twierdzenia Tarskiego-Seidenberga dostajemy na-
tychmiast:

Whniosek 9. Jesli X C R™ jest zbiorem semialgebraicznym, to jego domkniecie X,
brzeg 0X i wnetrze Int X rdwniez sq zbiorami semialgebraicznymi.
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5 Funkcje semialgebraiczne

Ciekawymi i waznymi w zastosowaniach sa odwzorowania semialgebraiczne, to zna-
czy takie odwzorowania F': X — R™, gdzie X C R", ktérych wykresy sa podzbio-
rami semialgebraicznymi przestrzeni R™ x R™.

Bezposrednio z twierdzenia Tarskiego-Seidenberga i uwagi 3 dostajemy:

Whniosek 10. Jesli F : X — R™, gdzie X C R", jest odwzorowaniem semialge-
braicznym, to X jest zbiorem semialgebraicznym oraz obraz F(Y) kazdego zbioru
semialgebraicznego Y C X jest semialgebraiczny.

Whniosek 11. Niech Y C R™ xR bedzie niepustym zbiorem semialgebraicznym oraz
niech m: R" X R 3 (¢, €) — ¢ € R". Wéwczas

(a) zbior X tych ¢ € R™ dla ktérych n=1({)NY jest zbiorem ograniczonym z géry
(odpowiednio ograniczonym z dolu) jest semialgebraiczny,

(b) funkcja
ffeXa¢—sup(r ' (()NY), (odp. f~: X3¢ inf(r~(¢)NY))
jest semialgebraiczna, jesli tylko X # ().

Whniosek 12. Niech f : X — R, gdzie X C R", bedzie funkcjqg semialgebraiczng.
Wowczas zbior tych { € X w ktorych f jest funkcjg cigglq jest semialgebraiczny.

6 Lemat Thoma

S. Lojasiewicz [11] w badaniach stratyfikacji zbioréw semianalitycznych wprowadza
nastepujacy Lemat Thoma.

Twierdzenie 4. (Lemat Thoma). Niech P € R[t] bedzie wielomianem stopnia
d oraz PY) bedzie j-tq pochodng wielomianu P. Wéwczas dla kaidego ciggu > =
(o, - - -,bq) € {=, <, >} 2bior

(4) Ay ={6eR: POE) bo0 A ... A PD(E) g0}

jest spojny. Jest on zbiorem pustym albo zbiorem jednoelementowym albo przedzia-
tem otwartym.

Dowéd. Indukcja wzgledem d. Dla d = 0 teza jest oczywista. Zalézmy, ze teza
zachodzi dla wielomianéw stopnia d — 1 i niech P bedzie wielomianem stopnia d.
Wielomian P(") ma stopien d — 1, wiec z zalozenia indukeyjnego zbi6r

A ={t¢eR: POE) >0 A ... A PD(E) g0}
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jest pusty albo jednoelementowy albo jest przedzialem otwartym. Jedli jest to zbiér
pusty lub jednoelementowy, to A, réwniez jest pusty lub jednoelementowy. Jesli
Al jest przedzialem otwartym, to P’ nigdzie nie znika w tym zbiorze, wiec P jest
w Al funkcja monotoniczng. Stad dostajemy teze. O

Definicja. Dla >; € {=, <, >}, przyjmujemy

dla >; réwnego =

>; = ¢ < dla >; réwnego <
> dla ©; réwnego > .
Analogicznie jak twierdzenia 4 dowodzimy
Twierdzenie 5. Niech Q1,...,Qm € R[t] bedzie ciggiem wielomiandw zamknietym

ze wzgledu na réZniczkowanie, tzn. dla kazdego Q; istnieje j, ze Q; = Q}. Wowczas
zbior

(5) ADZ{tGR Ql(t) l>10/\/\Qm(t) DmO},

gdzie > = (>1,...,Dm) € {=, <, >}™, albo jest zbiorem pustym albo zbiorem jed-
noelementowym albo przedzialem otwartym. Za$ zbior

(6) A ={tEeR: Qu(t)510 A ... A Qum(t)Bp0}),

albo jest zbiorem pustym; albo zbiorem jednoelementowym; albo przedziatem do-
mknietym réznym od punktu, ktérego wnetrzem jest A,.

Z lematu Thoma (dokladniej z twierdzenia 5) i twierdzenia Tarskiego-Seidenberga
dostajemy bardzo uzyteczng wlasnosé funkcji semialgebraicznych:

Whniosek 13. Niech f : X — R, gdzie X C R", bedzie funkcjqg semialgebraiczng.
Wowezas istnieje rozktad X = A1 U ... U Ay zbioru X na zbiory semialgebraiczne
i parami rozlgezne taki, Ze dla kazdego i =1,... )k

obciecie f|a, : Ai = R jest funkcja ciagla.

Dowé6d. Wobec wlasnosci 2, podobnie jak w dowodzie twierdzenia Tarskiego-
Seidenberga dostajemy, ze wykres I' funkcji f jest sumg skonczonej ilosci parami
rozlacznych zbioréw postaci:

Vz ={((,§) € ZxR: Pi((€) =0, Ba(C,€) >0, ..., Pu(C,€) >0},

gdzie k € Z, k > 0, P1,..., P, € Rlz1,...,2,,t] oraz Z C R™ jest zbiorem semi-
algebraicznym takim, ze dla ¢ € Z wielomiany Py((,t),..., Py({,t) maja ustalone
stopnia wzgledem t. Bez straty ogdlnosci, wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku,
gdy I' C V.
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Niech Gi,...,Gn € Rlzy,...,x,] bedzie (najkrétszym) ciggiem wielomianéw
takim, ze wszystkie wielomiany 88121 ey aaik sg wyrazami tego ciagu oraz dla kaz-
dego G; istnieje j, ze % = (. Podobnie jak w dowodzie wniosku 2 dla kazdego
ciagu > = (bq,...,bn) € {=, <, >}, oznaczamy

‘/D = {(C?g) € Rn_l xR: GI(C7£) >1 0 y ey GN(<7§) >N O}

Woéwczas zbidér I' jest skonczona suma parami roztacznych zbioréw semialgebraicz-
nych Vz NV, > € {=, <, >}¥. Niech 7 : R* x R 3 ((,€) — ¢ € R" oraz

Ay, =7(Vz0V,), >e{= <, >}V,

Woéwezas Ay, > € {=, <, >}V jest rodzing parami rozlacznych zbioréw semi-
algebraicznych. W szczegélnosci f|a, jest funkcja semialgebraiczng. Ponadto Vz N
Vi jest wykresem obciecia f|a, jesli tylko A, # (). Stosujac teraz lemat Thoma
(twierdzenie 5) dostajemy natychmiast, ze domkniecie wykresu funkeji f|a, jest
wykresem pewnej funkcji. Stad wynika, ze f|4, jest funkcja ciagla. t

7 Rozklad zbioru semialgebraicznego

Bezpodrednio z definicji dostajemy, ze kazdy podzbiér semialgebraiczny prostej R
jest albo pusty, albo jest suma zbioru skonczonego i skonczonej iloéci przedzia-
téw. W przypadku R”, n > 1, stosujac lemat Thoma i twierdzenie Tarskiego-
Seidenberga, dostajemy nastepujaca charakteryzacje:

Twierdzenie 6. Niech X C R, n > 1, bedzie zbiorem semialgebraicznym. Wow-
czas istniejg rozklad przestrzeni R

(7) R =A;U...UA,
na spojne, parami roztgczne zbiory semialgebraiczne oraz rodzina
(8) fij i Ai—R, i=1,....m, j=0,...,8+]1,
cigglych funkcji semialgebraicznych takie, Ze:
(a) dla kazdegoi=1,...,m,
(9)  oo=fiolQ) < fir(Q) <...< fis;(C) < fis;+1(¢) = +o0o dla (€ A;,
(b) dla kazdego i = 1,...,m, nastepujgce zbiory sq semialgebraiczne
Bij ={(¢&) € Ai xR: fi;(() <& < fij+1(Q)}, 7=0,....8,
Gij={((§eAxR:Ce A, = fi (O}, j=1,....8,

(¢) R™ jest sumg wszystkich zbioréw B; ; oraz G; ;;
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(d) X jest sumgq pewnej podrodziny powyzszej rodziny zbioréw B, j oraz G, ;.

Dowéd. Indukcja wzgledem n. Zalézmy, ze teza zachodzi dla n — 1. Pokazemy
teza dla n. Krok indukcyjny obejmuje réwniez przypadek n = 2.
Wobec wniosku 2, zbidr X jest suma skonczonej ilodci zbioréw postaci (2), czyli:

VP17~--,Pk- = {(<7£) S Rnil xR: Pl(Cvg) = 07 P2(<7£) > 07 R Pk(Cag) > 0}7

gdzie k € Z, k > 0, oraz Py,..., P, € R[zy,...,2,]. Ponadto zbiory te mozna tak
dobraé¢ aby byly one parami roztaczne.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy X = Vp, . p, . Podobnie jak w dowodzie
twierdzenia Tarskiego-Seidenberga, wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku gdy ¢
nalezy dla pewnego zbioru semialgebraicznego Z C R™~!, tzn.

VP1 ..... Py :{(4-75) € ZXR:Pl(Cvg) :07 P?(Cvf) >07 sy Pk((ag) >0}7

gdzie dla ¢ € Z wielomiany Py (¢, ), ..., Px((, ) maja ustalone dodatnie stopnie
wzgledem z,,.

Niech Gy,...,Gn € Rlz1,...,z,] bedzie (najkrétszym) ciagiem wielomianéw
takim, ze wszystkie wielomiany 85 L., 85 L s wyrazami tego ciggu oraz dla kaz-
dego G; istnieje j, ze % = (. Podobnie jak w dowodzie wniosku 2 dla kazdego
ciagu > = (bq,...,bn) € {=, <, >}, oznaczamy

‘/l> = {(C7£> € Rn71 xR: G1(<7£) >1 0 sty GN(gaf) >N 0}

Woéwezas zbiér X jest skonczona suma parami roztacznych zbioréow
N
VePey =Vp . p, NVs, D E {:a < >} .

Ustalmy Vp, .. p,» i 0znaczmy ten zbiér przez Y. Zastosujmy teraz lemat Tho-
ma (doktadniej twierdzenie 5) do uktadu

PI(C7£) :07 P2(<7€) >0a ey Pk(C7£) >07 G1(<7§) [>107 ey GN(C)&) >N 0)

gdzie> € {=, <, >}V. Wéwezas dla kazdego ¢ € Z zbiér tych ¢ € R ktére spetniaja
uktad jest albo pusty albo jednoelementowy albo jest przedziatem otwartym. Niech
7:R"IXR 3 (¢, €) — ¢ € R"L. Z twierdzenia Tarskiego-Seidenberga rzut zbioru
rozwiazan powyzszego ukladu 7(Y) jest semialgebraicznym podzbiorem R"~1. W
mys$l zalozenia indukeyjnego zbidér m(Y) ma skoniczona ilo$é skladowych topologicz-
nych i kazda z nich jest zbiorem semialgebraicznym (w przypadku n = 2 jest to
oczywiste). Mozna wiec zalozyé, ze Z = n(Y') jest zbiorem spéjnym. Oznaczmy

fr:Zs¢sup(n H(O)NY), [ :Z3¢—inf(rz"1()NY)

Stosujac wniosek 11, istnieje rozklad zbioru Z = Ay U...U Ay na parami roz-
taczne (i spdjne, wobec zalozenia indukcyjnego) zbiory semialgebraiczne takie, ze
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A, 1 f7]a,, sa ciagltymi funkcjami semialgebraicznymi lub f¥]4,, = 400 lub
f7la, , = —oco. Mozna réwniez zatozy¢, ze

Flan(€) < fa,(Q) dla e Ay

lub
f7|Ai,> (C) = f+|Am> (C) dla C € Ai,,>~

Reasumujac zbiér Y (czyli Vp, . p, ) jest suma skoiiczonej ilodci zbioréw postaci
B lub G.

Biorac sktadowe topologiczne wszystkich iloczynéow zbioréw A;, lub
R"~1\ A, ., po wszystkich > € {=, <, >}V, latwo dostajemy rozklad przestrzeni
R"™, spelniajacy teze twierdzenia w rozwazanym  przypadku, gdy
X =Vp,..,pP.-

Postepujac analogicznie jak powyzej dostajemy teze w ogdlnym przypadku. OJ

7 powyzszego twierdzenia dostajemy natychmiast

Whniosek 14. Kazdy zbior semialgebraiczny ma skonczong ilos¢ sktadowych topo-
logicznych i kaZda z nich jest zbiorem semialgebraicznym.

Twierdzenie 6 stosowane indukcyjnie prowadzi do tzw. algebraicznego rozktadu
cylindrycznego przestrzeni R™, tzn. rozkladu spelniajacego teze twierdzenia 6, przy
czym zbiory A; sa jednoelementowe lub sg przedzialami otwartymi, gdy n —1 =1
oraz (indukcyjnie) A; sa postaci B lub G, gdy n —1 > 1.

W $wietle twierdzenia 6, dowolny zbiér semialgebraiczny X C R™ ma rozklad
cylindryczny, a wiec X jest suma skonczonej iloSci podrozmaitosci przestrzeni R™.
Mozemy wiec okredli¢ wymiar zbioru X jako najwiekszy wymiar podrozmaitosci
zawarte] w X.

Umiejetnosc przedstawianie zbioru semialgebraicznego w postaci skonczonej su-
my rodziny zbioréw postaci B oraz G w twierdzeniu 6 jest kluczowe w dalszych ba-
daniach zbioréw semialgebraicznych. Prowadzi na przyktad do triangulacji zbioréw
semialgebraicznych [1], ktéra jest najprostszym rodzajem stratyfikacji tych zbio-
row. Wykorzystujac istnienie triangulacji zbioru semialgebraicznego mozna prosto
udowodnié¢ lemat o wyborze krzywej [1]. Podobne fakty zachodza dla zbioréw semi-
i sub-analitycznych [12], [13].
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ON SYSTEMS OF POLYNOMIAL EQUATIONS AND INEQUALITIES

Summary. We explain the Sturm method and its meaning in semi-algebraic geo-
metry. Exactly we deal with the following topics:

1. Sturm Theorem.

2. Semi-algebraic sets.

3. Tarski-Seidenberg Theorem.

4. R. Thom Lemma. Normal decomposition.
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