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Stanistaw Spodzieja (£.6dz)

Streszczenie
W opracowaniu przedstawiono pewne szczegdly dowoddéw twierdzen Ku-
ipera, Kuo oraz Bochnaka i Y.ojasiewicza dotyczacych wplywu wyktadnika
Lojasiewicza gradientu funkcji na C°-determinowalnosé dzetéw.

1 (C’"-ré6wnowaznosé funkeji

Jednym z wazniejszych probleméw teorii katastrof zaproponowanej przez René
Thoma [27] jest klasyfikacja osobliwosci odwzorowan i funkeji gladkich w punk-
cie. Oznaczajac przez f : (R, a) — (R®,b) odwzorowanie f okreslone w pewnym
otoczeniu punktu a € R™ o wartodciach w R® takie, ze f(a) = b, problem ten mozna
sformutowaé¢ nastepujaco:

Problem 1. Jakie warunki muszq spelniaé odwzorowania gladkie f,g : (R™ a) —
(R, b) (klasy C*; analityczne), aby istnialy dyfeomorfizmy ¢ : (R, a) — (R™,a),
¥ (R%,b) — (R%,b) (klasy C"; izomorfizmy analityczne) takie, Ze

(1) gop =1of wpewnym otoczeniu punktu a.

Odwzorowania f, g spelniajace (1) nazywamy réwnowaznymi w punkcie a (od-
powiednio C"-rdwnowaznymi; analitycznie réwnowaznymsi), jesli ¢, 1 sa dyfeomor-
fizmami (odpowiednio klasy C"; izomorfizmami analitycznymi).
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Powyzszy problem zilustrujemy przyktadami.
Przykltad 1. Niech k € Z, k > 0. Wszystkie funkcje f: (R,0) — (R,0), postaci
f(@) = apz® + ap120" T + appoat T4 ag # 0,

sq analitycznie réwnowazne w zerze. Istotnie, wystarczy pokazac, Ze kazda taka
funkcja jest analitycznie réwnowaina w zerze funkcji g(x) = =¥, x € R. Biorgce
Y(t) =tsgnag, t € R oraz

p(r) == V|ao + agp1x + ag22? + | w pewnym otoczeniu zera,

widzimy ze ¢ i Y sq izomorfizmami analitycznymi oraz ¥ o f = g o @ w pewnym
otoczeniu zera.

Dla funkcji wielu zmiennych problem 1 nie jest tak prosty jak w przykladzie 1
dla jednej zmiennej.

Przyktad 2. Niech
f@1,22) = 23we +axl,  g(z1,m2) = vlwg + 25,  (21,22) € R?,

gdzie a € R jest parametrem. Wowczas wielomiany f i g majg ten sam wielomian
Taylora rzedu 3 w zerze, réwny x2xs, jednak:

e Dia a > 0, funkcje f i g sq analitycznie réwnowazne w zerze, bowiem dla
izomorfizmu analitycznego

1

o(x1,22) = (% Xy, \5/5'!762) ) (w1,22) € R?,

mamy f =gop wR2,

e Dia a < 0, funkcje f i g nie sqg nawet C°-réwnowazne w zerze, bowiem la-
twym rachunkiem sprawdzamy, Ze ich zbiory zer majg inne ilosci sktadowych
topologicznych w kazdym sqsiedztwie punktu (0,0) € R2. Zatem nie sq one
homeomorficzne w Zadnym otoczeniu punktu (0,0).

W przykladach 1, 2 otrzymywaliSmy réwnowazno$¢ analityczna funkcji anali-
tycznych. Mozna wskaza¢ funkcje analityczne, ktére maja osobliwosci bardzo po-
dobne, sg C%-réwnowazne w punkcie, jednak nie sg one analitycznie réwnowazne.
Swiadczy o tym nastepujacy

Przyklad 3. (Whitney). Niech

flz1,22) = z122(x1 + 22) (21 — axa), g(z1,x2) = T122(T1 + T2) (21 — bX2),

gdzie a,b > 0 sqg parametrami. W mysl wniosku 1 w punkcie 2, dla kazdych a,b > 0
funkcje f i g sq CO-réwnowaine w zerze. Dla a # b, funkcje f i g nie sq nawet
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Ct-réunowazine. Gdyby istniaty dyfeomorfizmy ¢ : (R?,0) — (R2,0), v : (R,0) —
(R,0) klasy C* takie, ze 1o f = gow w pewnym otoczeniu zera, to rézniczka dop w
zerze musialaby przeksztalcaé przestrzenie styczne w zerze do sktadowych f~1(0) na
odpowiednie przestrzenie styczne do skladowych g—1(0). Wéwczas dop(f~1(0)) =
g~ (0) co, jak tatwo sprawdzié, jest niemozliwe.

W sSwietle powyzszego przykladu widzimy, ze klasyfikacja analityczna funkcji
prowadzi do bardzo bogatej rodziny réznych klas. Skierowalo to badania réwno-
waznoéci funkcji na badanie C"-réwnowaznoéci, a szczegdlnie CP-réwnowaznosci w
punkcie. W opracowaniu koncentrujemy sie na C°-réwnowaznosci funkcji klasy C*.

2 (C’-determinowalnoéé dzetéw
Przyklady 1 i 2 narzucaja nastepujacy szczegdlnie wazny przypadek problemu 1:

Problem 2. Jakie warunki nalezy narzuci¢ na wielomiany Taylora funkcji f i g
aby funkcje te byly C°-réwnowaine w zerze?

Problem ten prowadzi do pojecia C°-determinowalnoéci dzetéw.

k-dzetem funkcji f : (R™,0) — (R,0) klasy C* nazywamy rodzine wszystkich
funkcji g : (R”,0) — (R,0), klasy C*, posiadajacych ten sam k-ty wielomian Taylora
w zerze co funkcja f:

k " .
1 i f
;ﬁ“ Z m(o)zu RE 7P

- 14
..... Zj:l J

Funkcje f nazywamy C*-realizacjg tego dzetu. Przez J*(n) oznaczamy zbiér wszyst-
kich k-dzetéw funkcji n zmiennych klasy C*. k-dzet funkcji f mozemy utozsamiaé z
k-tym wielomianem Taylora tej funkcji. Zatem J*(n) jest izomorficzny z RY | gdzie
N = (n+k) 1.

n

k-dzet nazywamy C°-determinowalnym w klasie C*, jesli dowolne dwie jego C*-
realizacje sa C-réwnowazne w zerze.

R. Thom [27] (patrz tez [12]) udowodnil, ze dodajac do dowolnego wielomianu
"generyczne” formy ”wysokich stopni” uzyskujemy k-dzet C°-determinowalny w
odpowiedniej klasie (zachodzi to réwniez dla k-dzetéw odwzorowan). Dokladniej,
mamy

Twierdzenie 1. (R. Thom). Oznaczmy przez w5 : J¥+3(n) — J*(n) naturalne
rzutowanie. Niech v € J*(n). Wéwczas istniejg s > 0 oraz wlasciwy podzbior alge-
braiczny ¥ C m; Y (v), Ze kazdy (k + s)-diet w € w71 (v) \ 2 jest CV-determinowalny
w klasie CF+5.

Twierdzenie to uogdlnili Bochnak i Lojasiewicz [1] pokazujac, ze s = 1 (patrz
wlasnosé 1 w punkcie 3).
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W przypadku k-dzetéw problem 2 mozna zapisaé¢ nastepujaco:

Problem 3. Jakie warunki nalezy narzucié na k-dzet aby byt on C°-determinowa-
Iny w klasie C* ?

C%-determinowalno$é¢ dzetu implikuje topologiczng réwnowazno$é (w otoczeniu
zera) zbioréw zer jego realizacji. Prowadzi to do nastepnego pojecia:

k-dzet nazywamy V-determinowalnym w klasie C*, jesli dla dowolnych dwu jego
Ck-realizacji f, g, zbiory f~1(0), g~ '(0) sa homeomorficzne w pewnym otoczeniu
zera.

Rozwiazaniem problemu 3 jest nastepujace piekne twierdzenie:

Twierdzenie 2. (Kuiper-Kuo, Bochnak-Y.ojasiewicz). Niech v bedzie k-dze-
tem oraz f jego C*-realizacjq, gdzie k € Z, k > 0. Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

(a) v jest CO-determinowalny w klasie C*,
(b) v jest V-determinowalny w klasie C*,

(c) |Vf(z)] = Clz|*~' w pewnym otoczeniu punktu 0 € R™ dla pewnej stalej
C > 0, gdzie Vf oznacza gradient funkcji f.

W powyzszym twierdzeniu implikacja (a)=-(b) jest oczywista; implikacje
(b)=(c) udowodnili Bochnak i Lojasiewicz [1]; implikacje (c¢)=-(a) za$ udowod-
nili Kuiper [10] i Kuo [11]. Dowéd Bochnaka i Lojasiewicza (nie wprost) polega
na konstrukcji odpowiedniej C*-realizacji dzetu, ktérej zbiér zer nie jest rozma-
itoscia topologiczna w zadnym sasiedztwie punktu 0. Wiadomo bowiem, ze dla
kazdej CF-realizacji f, k-dzetu V-determinowalnego, zbiér zer f~1(0) jest rozma-
itodcig topologicznag lub zbiorem pustym w pewnym sasiedztwie zera (patrz lemat
2 w punkcie 4). Dowody Kuipera i Kuo polegaja na konstrukeji homeomorfizmu
¢ (patrz definicja CO-réwnowaznoéci) przy uzyciu rozwiazania ogélnego odpowied-
niego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Dowdd twierdzenia 2 doktadniej
omawiamy w punkcie 4.

Podobnie jak implikacje (c)=-(a) twierdzenia 2, w punkcie 4 dowodzimy

Whiosek 1. Jedli f,g € Rlz1,x2] sqg formami jednorodnymi rozkladajgcymsi sie na
iloczyny form liniowych bez czynnikow wielokrotnych oraz deg f = degg, to f i g
sq CY-réwnowazne w zerze.

Oczywiscie implikacja (a)=-(b) w twierdzeniu 2 zachodzi réwniez w dziedzinie
zespolonej, gdzie zamiast funkcji klasy C* nalezy rozwazy¢ klase funkcji holomor-
ficznych. Latwo sprawdzamy, ze réwniez dowdd implikacji (¢)=(a) przenosi si¢ bez
zadnych zmian na przypadek zespolony. Niestety dowéd Bochnaka i f.ojasiewicza
implikacji (b)=-(c) jest typowo rzeczywisty, nie przenosi si¢ na przypadek funk-
¢ji holomorficznych. Implikacje te nad C uogdlnit Teissier [26], pokazujac, ze dla
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funkcji holomorficznej f : (C™,0) — (C,0), najmniejsza liczba catkowita k taka,
ze k-dzet funkcji f jest CO-determinowalny w klasie funkcji holomorficznych, spel-
nia nieréwnosé k = [ Lo (Vf)] + 1, gdzie [x] oznacza calosé z liczby x. Nieréwnosé
k< [Lo(Vf)]+ 1 udowodnili Chang i Lu [2] opierajac si¢ na pracy Kuo [11].

Problem determinowalnosci dzetéow lezy w kregu zainteresowan wielu matema-
tykéw, oprdcz wymienionych wyzej, miedzy innymi: Kirschenbauma i Lu [7]; Koike
[8]; Kucharza [9]; Kuo [12]; Kuo i Lu [14]; Lu [16]; Pelczara [20], [21]; Ploskiego
[23]; Randalla [24]; Takensa [25]; Trotmana [29].

3 Wyktadnik Lojasiewicza

Niech f : (R",0) — (R,0) bedzie funkcja klasy C*. W $wietle twierdzenia 2, szcze-
gblnego znaczenia nabiera, optymalny (tzn. najmniejszy) wyktadnik o w nieréw-
nosci Lojasiewicza [19]:

(L) IVf(z)| = Clz|* w otoczeniu zera dla pewnego C' > 0.

Wyktadnik ten nazywamy wykladnikiem Lojasiewicza gradientu V f w zerze i ozna-
czamy Lo (Vf). Jest to oczywidcie niezmiennik osobliwodci, to znaczy zachowuje sie
przy dyfeomorficznej zamianie zmiennych. Znajomos¢ tego wyktadnika i jego zwiaz-
ki z innymi niezmiennikami osobliwoéci pomagaja w dokladniejszej charakteryzacji
klas réznych osobliwosci. Fakt ten spowodowal duze zainteresowanie i intensywne
badania wykladnika Lo (Vf). Zajmowali sie nim miedzy innymi: Chadzynski [3],
Chadzynski i Krasnski [5]; Khadiri i Tougeron [6]; Kuo i Lu [13]; Lejeune-Jalabert
i Teissier [18]; Ploski [22]; Teissier [26]; Tougeron [28].

Bochnak i Lojasiewicz uogélnili twierdzenie 1 (patrz [1], strona 259) pokazujac,
ze s = 1. Dowdd tego uogdlnienia polega na zastosowaniu twierdzenia 2 (c)=-(a)
do nastepujacego faktu:

Wtasnoéé 1. Dia wielomianu f : (R™,0) — (R,0) stopnia co najwyzej k istnieje
wlasciwy podzbior algebraiczny ¥ C RN, gdzie N = (Zﬂ“), taki ze dla kazdego
wielomianu

— § . . i1 oot
HC(J:) - Clly--wlnxl xTL”’
in e tin=k+1

gdzie c = (ciy . 4301+ +in=k+1) € RV \ ¥, zachodzi:

a wiee |[V(f + H.)(z)| = Clz|* w pewnym otoczeniu punktu 0 € R™ dla pewnej
statej C > 0 (czyli f + H. spelnia warunek (c) twierdzenia 2 dla k + 1).

Dowéd. Poniewaz dla kazdego wlasciwego podzbioru algebraicznego V C C¥,
zbiér VNRY jest wlasciwym podzbiorem algebraicznym R, wiec wystarczy udo-
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wodnié witasnoéé¢ nad C. Niech
Q={ceCV: 35 V(f+H.)(zx)#0 dla 0< |z| <},
A={ceCVN: 3.0 V(f+H)(z)#0 dla 0< |z| <7, |b—c| <7}
G={ceCV: 3,0 |V(f+H))|>Clz|" dla |z| <7}

Zauwazmy najpierw, ze {2 ma niepuste wnetrze. Istotnie, rozwazmy zbior alge-
braiczny
I ={(c,r) € CN x C": VH.(x) = 0}.

Niech I' = T'; U...UT bedzie rozkladem I' na sktadowe nierozkladalne. Oczywiscie
CN x {0} Cc T. Wezmy dowolng sktadowa I';, zbioru I taka, ze CV x {0} C T,.
Pokazemy, ze CV x {0} = T,. Przypusémy przeciwnie, ze tak nie jest, wtedy
dim¢ Iy, > N. Poniewaz VH.(z) = 0 jest ukladem réwnan jednorodnych, to tatwo
sprawdzamy, ze dla kazdego ¢ € C¥ istnieje x # 0, ze (c,x) € T;,. To jest jednak
niemozliwe, bowiem dla ¢ € CN takiego, ze H,(z) = 25! 4 ... 4+ zE*1 nie istnieje
r # 0 spehiajacy VH.(x) = 0. Reasumujac T';, = CV x {0}. Oznaczajac A =
Uiz, {c € CN : (c,0) € T;} widzimy, ze jest to wlasciwy podzbiér algebraiczny
CN. Ponadto dla ¢ € CN\ 4, V(f+ H.) nie ma zer w nieskoniczonoéci. Zatem zbior
zer V(f + H.) jest skonczony. To daje, ze CN \ Q C A i dowodzi zapowiedziana
uwage.

Uwzgledniajac powyzsza uwage udowodnimy, ze CV \ A zawiera si¢ we wiaci-
wym podzbiorze algebraicznym ¥ przestrzeni CV. Istotnie, niech

Q= {eeC¥:V(f+ H)(x) £0 dia O<|x|<%}, jeN.

Woéwcezas Q0 = U;‘;l Q;. Z poprzedniej uwagi Int Q # (), wiec wobec twierdzenia
Baire’a, istnieje jo € N, ze Int Q;; # (). Niech

T={(c,x) e CN xC": V(f + H.)(z) =0}

oraz niech T'= Ty U...UT,, bedzie rozkladem T na sktadowe nierozkladalne. Jesli
CNx{0} ¢ T, tobiorac X = {c € CV : (¢,0) € T} dostajemy zapowiedziana uwage.
Zatézmy, ze CN x {0} C T. Wtedy istnieje ig, ze CN x {0} C Tj,. Pokazemy, ze
C»N x {0} = T;,. Przypuszczajac przeciwnie dostajemy dime T;, > N. Zatem kazdy
punkt (c, 0) jest punktem skupienia zbioru Tj, \ [CY x {0}]. W szczegdlnosci kazdy
punkt (c,0), gdzie ¢ € Q;, jest punktem skupienia zbioru T}, \ [CY x {0}]. To jest
jednak niemozliwe, bowiem 2;, ma niepuste wnetrze. W konsekwencji CV x {0} =
T;,. Biorac teraz X = (J,; {c € CN : (c,0) € T;} dostajemy zapowiedziana uwage.

Pokazemy w konicu, ze CV \ ¥ C G, co zakonczy dowéd wlasnoéci. Oprzemy
sie na oryginalnym dowodzie Bochnaka i Lojasiewicza [1], str. 259. Przypu$émy
przeciwnie, ze istnieje ¢ € CV \ ¥ takie, ze ¢ € G. Wtedy istnieje ciag (a,) C
Cc™\ {0}, a, — 0, ze
3)

— 0, gdy v — oo.
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Oznaczmy 6, = V(f + H.)(a,). Zauwazmy, ze istnieje ciag b, € CV taki, ze
(4) VH, (a,) =0, 1 b, —0.

Istotnie, niech L, : C™* — C" bedzie izometria taka, ze Ly(ﬁ) = (1,0,...,0) oraz
L,(0) = 0. Oznaczmy przez M, macierz odwzorowania L,. Wéwczas wszystkie
wspoélezynniki macierzy M, oraz M, ! sa ograniczone przez 1. Niech 6§, - M1 =

(Ov1,y...,00,). Wowczas z (3) dostajemy

91/1' ;
(5) WHO, gdy v—o00 dla i=1,...,n.

Wezmy wielomiany

n
G,(z) = %xlﬁl + ;9y7im§xi
oraz
H, = LGV olL,.
S
Woéwezas

VG, (x) = (J;’ffl (Op121 + Kby 0m0 + -+ - + kb, ), 91,,233]1“, . ,Ol,)nx]f) ,
wiec VG, (1,0,...,0) = (6,1,...,6,n). Stad

1 ay

vaV(al,) = WVGV(LV(|Q | |a,,|)) . MV = (91,’1, . .,91,’”) . Ml/ = 61,.

Ponadto z (5) wynika, ze b, — 0 gdy v — oo, bowiem b, powstaja z ukladéw

Ov,1 0u,2 Ou,n T , .
(Ia FOFT) TasFo 0 Ta ’lk) przy pomocy przeksztalcen liniowych o wspoélczynni-
kach wspoélnie ograniczonych. W konsekwencji (4) zostalo udowodnione. Reasumu-

jac, z (4) i okreslenia ciagu ¢, dostajemy
V(f+ Hes,)(a,) =V(f+ Hc)(a,) = VHy,(a,) =0

ic—b, € CVN\X C A dla dostatecznie duzych v (bowiem ¢ —b, — ¢, gdy v — 00).
To przeczy definicji zbioru A i kohczy dowdd. O

Wtasnosé 1 daje natychmiast nastepujace jej uogoélnienie.

Whniosek 2. Niech f: (R",0) — (R,0) bedzie funkcjq analityczng oraz k € Z, k >
0. Wéwczas istnieje wltasciwy podzbior algebraiczny ¥ C RN, gdzie N = (Z‘_"]lc), ze
dla kazdego c = (ci, ... i3 1+ - -+in = k+1) € RN\, zachodzi Lo (V(f+H.)) < k,

. % i
gdzle HC(:E) = Zi1+~--+in:k+1 Cil’“,’inajll . Qj:{l.
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Dowdd. Niech f = g+ h + u, gdzie g : (R™,0) — (R,0) jest wielomianem
stopnia co najwyzej k, h : (R™,0) — (R, 0) jest wielomianem jednorodnym stopnia
k41 oraz u : (R*,0) — (R,0) jest funkcja analityczna taka, ze ordou > k + 1.
W my$l wilasnoéci 1 istnieje wlasciwy podzbiér algebraiczny ¥; € RN taki, ze
dla kazdego ¢ € RN \ ¥ zachodzi Lo (V(g9 + H.)) < k. Niech ¢y € RY bedzie
uktadem wspoétezynnikéw wielomianu h. Wowcezas Yo = {¢ —¢p : ¢ € X1} jest
wlasciwym podzbiorem algebraicznym RY oraz dla kazdego ¢ € RV \ ¥y zachodzi
Lo(V(g + h + H.)) < k. Poniewaz ordou > k + 1, to |Vu(x)| < Clz|**! w
pewnym otoczeniu zera dla pewnego C' > 0. Stad i z poprzedniego tatwo dostajemy
Lo(V(f+H.)) <k O

Twierdzenie 1 i Wlasno$¢ 1 zilustrujemy przykladem.

Przyktad 4. Niech f € J%(2) bedzie postaci f(xy,x2) = 2.

Woéwczas f nie jest 2-dzetem CU-determinowalnym w klasie C2, na przyklad
zbiér zer jego C?-realizacji g(x1,2) = x? — x4 nie jest homeomorficzny f~1(0) w
Zadnym otoczeniu zera.

Kladge ¥ = R3 x {0}, dla kaidego ¢ = (c1,c2,¢c3,¢c4) € R\ S oraz formy
H.(z) = clx:{’ + 0233?1‘2 + C3x1x§ + 041‘:2" dostajemy, Ze zbiory zer wielomiandéw

6('7;:?6) 1 8(";'250) nie magjq wspdlnych stycznych w zerze. Zatem Lo (V(f+H.)) < 2

i w mysl twierdzeni 2, 3-dzet f + H., c € R*\ X, jest CO-determinowalny w klasie
c3.

Uwaga 1. Warto wrécié na chwile do wielomianu g(x1,x2) = x3z9+35 2 praykladu
2. Obliczymy Lo (Vg). W obliczeniach wygodnie jest przejsé do przypadku zespolo-
nego. W przypadku zespolonym wykladnik Lojasiewicza gradientu Vg definiujemy
analogicznie jak powyzej i oznaczamy LS(Vg). Stosujgc wyniki Chqdzyriskiego i
Krasiniskiego (twierdzenie 1 w [5], patrz tez [4]) dostajemy, ze wyktadnik L5 (Vg)
jest osiggniety na zbiorze

. 99
.821

Jg

()= () = 0}.

_ 2
S={zeC 21

Latwo sprawdzamy, ze S = S1 U S U S3U Sy, gdzie

Slz(CX{O}, SQZ{O}X(C,
Sz ={(—iV5t3t) e C?:t e CY, Sy ={(iV5t%,t) € C*>:t e C}.
Wtedy
v9|31 (t,O) = (O’tQ)’ Vg|52 (Ovt) = (075t4)7

Vols, (—iv5t2,t) = (=2iV5t%),  Vgls, (iV5t2,t) = (=2iV/5t%).

Sted dostajemy L§(Vg) = 4. W szczegdlnosci Lo (Vg) < 4. A poniewaz Vg(0,t) =
(0,5t1) dla t € R, wige Lo (Vg) = 4.
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Wielomian f = 23wy + ax} jest C*-realizacjq 4-dzetu v wielomianu g. Po-
niewaz Lo (Vg) = 4 = 5 — 1, wiec wobec (L) i twierdzenia 2, 4-dzet v nie jest
CO-determonowalny. Jest to zgodne ze stwierdzeniem w przyktadzie 2, ze dla a < 0
funkcje f i g nie sg rownowazne w zerze. Wobec twierdzenia 2, 5-dzet funkcji g jest
CO-determinowalny w klasie C°. Oznacza to, ze dodanie do g dowolnych wyrazéw
stopnia co nagmniej 6, prowadzi do funkcji réwnowaznej g w zerze.

4 Dowdd twierdzenia 2

Implikacja (c)=-(a). Zacznijmy od prostego lematu.

Lemat 1. Niech G C R x R" bedzie zbiorem otwartym ¢ W : G — R™ bedzie
odwzorowaniem cigglym. Jesli w G\ (R x {0}) ma miejsce globalna jednoznacznosé
rozwigzan ukiadu

dy

(6) ()

oraz istnieje otoczenie U C G zbioru (R x {0}) NG i stala C > 0, Ze
(7) [W(t,xz)| < Clz| dla (t,z) €U,
to w G ma miejsce globalna jednoznaczno$é rozwigzarn ukladu (6).

Dowéd. Wobec zalozenia, ze w G\ (R x{0}) ma miejsce jednoznacznosé rozwia-
zan ukladu (6), wystarczy pokazaé, ze lokalnie uklad (6) ma jednoznaczne rozwiaza-
nie przechodzace przez punkt 0. Zalézmy, ze (to,0) € G. Oczywiscie odwzorowanie
yo(t) = 0 okredlone w pewnym otoczeniu punktu ¢, jest rozwiazaniem uktadu (6).
Przypusémy, ze istnieje jeszcze jedno rozwiazanie y; : (a,b) — R™ ukladu (6) takie,
ze y1(to) = 0. Wowezas yo, y1 spelniaja uklad réwnan catkowych

(8) ymzlwmmm%

Niech 0 < € < L bedzie takie, ze wykresy rozwigzan yo,y; : I — R”, gdzie
I =ty —e,to+¢] C(a,b), przebiegaja w U. Wowezas istnieje n € I, ze

Q

0 = sup|yo(t) = y1(B) = [yo(n) = 41 ()|
€
Wobec przypuszczenia, mamy ¢ > 0. Zatem (8) i zalozenie (7) daje

Q:

/%wmmm—W@mmm4<

to

n
/<nmom4<0w<@
to

co jest niemozliwe. ([l



72

Dowdd implikacji (c)=(a). Dla k = 1 implikacja wynika prosto z twierdze-
nia o lokalnym odwracaniu funkcji. Zatézmy wiec, ze £ > 1. Niech f : R® — R
bedzie k-tym wielomianem Taylora k-dzetu v i niech g bedzie C*-realizacja dzetu v.
Wiystarczy pokazaé, ze funkcje f i g sa CY réwnowazne. Z wyboru funkcji ¢ mamy

i 92) = (@)

=0
2 [t ’
wiec dla kazdego g9 > 0 istnieje §p > 0 takie, ze
(9) lg(x) — f(x)| < eolz*  dla |z] < .

Mozna zalozy¢, ze funkcja g jest okreslona w R™. Niech F' : R x R™ — R bedzie
funkcja okreslona wzorem

F(z) = f(z) +&(g(x) — f(z)), €€R, zeR™
Zauwazmy, ze (por. Kuo [11], Lemma 1, p. 168) istnieja ,6 > 0, ze
(10) IVF( )| = elz/P 1 dla |z|]<d 1 —2<é&<2

Istotnie, poniewaz f i g sa funkcjami klasy C*, to V(g— f) jest odwzorowaniem klasy
C*=1. Z wyboru g dostajemy, ze k — 1-szy wielomian Taylora w zerze odwzorowania

V(g — f) znika, wiec
N D@
2—0 |x|k71
Zatem istnieje 6 > 0, ze dla |z| < §, mamy
C e
Vg~ Nl < Tlelt,

gdzie C jest okreslone w warunku (c) twierdzenia 2. Poniewaz

(11) VE( x) = [(g = f)(x), Vf(x) + V(g — @),

wiec biorgc € = § oraz |z| < § i —2 < £ < 2, z zalozenia (c), dostajemy

IVE(& 2)| > |Vf(2) +EV(g = @) = [V f(2)| = 2IV(g — f)(@)| > ela| .

To daje (10). Mozna oczywiscie zalozy¢, ze e = &g oraz § = §p < %
Polézmy G = {(§,2) e Rx R™ : |z] < §, —2 < & < 2}, gdzie € i § sa wybrane
powyzej. Rozwazmy odwzorowanie X : G — R” x R,

(9(z) = f(2))
IVE(, z)[?

oraz X (£,0) = 0. Wobec (9) i (10) dla (¢, z) € G, x # 0, mamy

X x)=(X1,...,Xnt1) = VF(&, x), edy #0

el ezl
IVE(& 2)| ~ ezl

(12) |X(& 7)< = |al.
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Nieréwnosé ta réwniez zachodzi dla x = 0, wiec X jest odwzorowaniem ciaglym.
Okreslmy w G pole wektorowe W : G — R™,

1

W(f,l’) = Xl(g,.’ll) 1

[X2(&,2), .- Xpga (&, )]
Wobec (12) dostajemy, ze
I X1(&z) =1 21— X&) 21—z >1—-0> % dla (§,z) € G,
wiec pole W jest poprawnie okredlone. Ponadto jest ono ciaggle oraz
(13) (W& 2)| <2z dla (§2)€G.

Rozwazmy uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

dy _

(14) dt

W (t,y).

Poniewaz k > 1, wiec pole W jest w zbiorze G \ (R x {0}) co najmniej klasy C*,
zatem jest to pole lokalnie lipschitzowskie. W konsekwencji w zbiorze G \ (R x {0})
ma miejsce jednoznacznos$é rozwiazan ukladu (14). Stad, wobec (13) i lematu 1
dostajemy globalna jednoznaczno$é rozwiazan tego ukladu w G. Poniewaz yo(t) =
0, t € (—2,2) jest rozwiazaniem ukladu (14), wigc z powyzszego dostajemy, ze
istnieje otoczenie U C R™ punktu 0 takie, ze kazde rozwiazanie integralne y, uktadu
(14) z warunkiem poczatkowym y,(0) = z, gdzie © € U, jest okreslone w przedziale
[0, 1].

Okreslmy teraz odwzorowanie ¢ : U — R”™, wzorem

o(r) = yz(1),

gdzie y, jest rozwiazaniem integralnym uktadu (14) z warunkiem poczatkowym
¥z (0) = z. Odwzorowanie ¢ jest oczywiscie réznowartosciowe i ciagle. Zauwazmy,
ze ¢ jest homeomorfizmem pewnego otoczenia zera na otoczenie zera. Istotnie,
rozwazajac rozwiazania 7, : [0,1] — R™ réwnania (14) z warunkiem poczatkowym
7,.(1) = z, gdzie x nalezy do pewnego otoczenia zera, dostajemy, ze (7, (0)) =
x. Analogicznie jak powyzej dowodzimy, ze odwzorowanie = — 7, (0) jest ciagle
w otoczeniu zera. W konsekwencji ¢ : (R™,0) — (R™,0) jest homeomorfizmem
pewnego otoczenia zera na otoczenie zera.
Zauwazmy na koniec, ze dla kazdego = € U,

(15) F(t,y,(t)) = const. w [0,1].

Istotnie, z okreslenia pola W wynika, ze pole [1, W] : G — R x R"™ spelnia

! 71(X(fa37)—€1) dla (&,2) € G,

[L,W(§,x)] = Xi(6a) -1
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gdzie e; = [1,0,...,0] € R**1. Oznaczajac wiec przez {(a,b) iloczyn skalarny wek-
toréw a, b i uwzgledniajac (11) dla ¢ € [0, 1], dostajemy

Y2 0) _ 4Ry 1,y 1)), 1, W ()

dt
! oF
TX0 (1) — 1 (<(VF)(t7yz(t)),X(t7yx(t))> - af(tygg(t)))
1

ZW(Q(%(t)) — f(y=(1)) — 9(y=(1)) + f(ya(t))) = 0.

To daje (15). Reasumujac, z (15) dla = € U, mamy

f(@) = F(0,2) = F(0,y:(0)) = F(1,y:(1)) = F(1,¢(x)) = g(p(x)).
To konczy dowdd implikacji (¢)=>(a) w twierdzeniu 2. O

Dowéd wniosku 1. Niech k& = deg f. Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku,
gdy
f(@) = (1z1 + aoz2)h(z) 1 g(z) = (B2z1 + Baz2)h(2),

gdzie aq, a9, 01,02 € Rih € Rlzy,x2] jest forma stopnia k — 1. Ponadto mozna
zalozyé, ze f i g nie r6znia sie jedynie czynnikiem stalym oraz, ze obszar {(x1,z2) €
R™ : a1 + a1xe > 0, fr21 + Bowa > 0} jest roztaczny ze zbiorem h=1(0). Wtedy
istnieje przedzial (a, b) taki, ze [0, 1] C (a,b) i dla kazdego £ € (a,b), funkcja liniowa

Le(z) = (cqzy + frae) + (1 — &) [(ae — ar)zr + (B2 — B1)xe]

nie dzieli formy h. Niech F'(§,z) = f(x) + £(g9(x) — f(z)). Wowezas F (€, x) =
Le(x)h(z), wiee dla kazdego & € (a,b), funkcja F' nie ma czynnikéw wielokrotnych.
Zatem po ewentualnym zmniejszeniu przedziatu (a,b) tak, ze [0,1] C (a,b), stosu-
jac lemat o wyborze krzywej, latwo pokazujemy, ze F spelnia (10) dla £ € (a,b).
Poniewaz g — f jest forma stopnia k, wiec spelnia (9) dla pewnego g > 0. Powta-
rzajac teraz dalsza cze$¢ dowodu implikacji (c)=(a) w twierdzeniu 2, dostajemy
teze. ([l

Implikacja (b)=-(c). W opracowaniu dowodu tej implikacji, opieralem si¢ na
oryginalnym dowodzie Bochnaka i Lojasiewicza [1]. Przypuszczajac, ze implikacja
nie zachodzi, dowéd ten polega na konstrukeji odpowiedniej C*-realizacji dzetu,
ktorej zbidr zer nie jest rozmaitoscia topologiczna w zadnym sasiedztwie punktu 0.
Zachodzi bowiem nastepujacy:

Lemat 2. Niech v bedzie k-dzetem V -determinowalnym w klasie C* oraz niech f
bedzie C*-realizacjq dietu v. Wowczas istnieje otoczenie U C R™ punktu 0 takie, Ze
F710) N (U \ {0}) jest (n — 1)-wymiarowq rozmaitoscig topologiczng lub zbiorem
pustym.
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Dowédd. Niech g bedzie k-tym wielomianem Taylora dzetu v. Wowczas
h:g+x§:+1+.+x§l+1

jest Ck-realizacja dzetu v. Ponadto Vh nie ma zer w nieskonczonoéci (nawet nad
C), wiec jego zbidr zer jest skoniczony. Zatem teza wynika z twierdzenia o funkcji
uwiklanej i definicji V-determinowalno$ci. O

Kluczowym punktem w dowodzie rozwazanej implikacji jest wlasno$¢ 2 podana
dalej. W dowodzie tej wlasnosci zastosujemy ponizszy lemat Morsa, ktéry wynika
z udowodnionej wezesniej implikacji (¢)=-(a) w twierdzeniu 2 (por. [17] Lemat 2.2).

Whiosek 3. (Lemat Morsa). Niech f bedzie funkcjq klasy C? w otoczeniu punktu
a € R", n>1 takq, Ze

(16) fla) =0, Vf(a)=0 i det [B:ing (a)} # 0.

Wowczas istnieje homeomorfizm ¢ : (R",a) — (R",a) oraz liczba calkowita 0 <
[ <n, zZe

l n
fop(x)= Z(xl —a;)? - Z (z; —a;)?  w pewnym otoczeniu punktu a.
i=1 i=1+1

Dowd6d. Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku a = 0. Wéwczas z (16), 2-gi

2 . .

wielomian Taylora funkeji f jest forma kwadratowa: h(z) = Z? =1 %(O)xlm] .
Z zalozenia (16), po odpowiednim wybraniu liniowego uklad wspétrzednych, mozna

przyjaé, e

l n
h(z) = fo - Z z7 dlapewnego 1€Z, 0<I<n.
i=1 i=l+1

Bezposrednio sprawdzamy, ze |Vh(z)| = 2|z|?>~! dla z € R™. Stad i z udowodnionej
implikacji (c)=-(a) w twierdzeniu 2, 2-dzet funkcji h jest C°-determinowalny w
klasie C2. Poniewaz f jest C2-realizacja tego dzetu, wiec istnieje homeomorfizm
¢ : (R™,0) — (R™,0) taki, ze f o = h w pewnym otoczeniu zera. O

W dowodzie wlasnosci 2 potrzebne beda réwniez dwa znane fakty topologiczne.
Zacznijmy od definicji.

zbior St = {(z1,...,m41) € R 2?4+ .. 4 22| = 1} nazywamy sferq
jednostkowq wymiaru . Zbiér homeomorficzny ze sfera S! réwniez nazywamy sferg
l-wymiarowa.

Niech A bedzie rozmaitoscia topologiczna i S — sfera w A. Odwzorowania
p, ¥ S — A nazywamy homotopijnymi w A, gdy istnieje odwzorowanie ciagle
H:Sx[0,1] — A takie, ze

H(z,0) = p(z) i H(z,1) =¢(x) dla z €l

Odwzorowanie H nazywamy homotopiq odwzorowan ¢ i w A.
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Moéwimy, ze sfera S jest Sciggalna do punktu w A, gdy istnieje punkt a € A taki,
ze odwzorowanie ¢ : S 3 x +— x € A jest homotopijne w A z odwzorowaniem stalym
¥ 18 3z — a. Homotopi¢ odwzorowan ¢ i ¢ nazywamy homotopiqg Sciggajgcg S
do punktu w A.

Lemat 3. Niech A bedzie rozmaitoscig topologiczng wymiaru k oraz a € A. Jesli
1 <1< k=2, to istnieje otoczenie U C A punktu a takie, Ze kazda l-wymiarowa
sfera S C U\ {a} jest $ciggalna do punktu w U \ {a}.

Dowéd. Wybierajac otoczenie U C A punktu a homeomorficzne z R¥, mozemy
zatozyé, ze U = R* i a = 0. Wezmy dowolng I-wymiarowa sfere S C RF \ {0} i
homeomorfizm ¢ : S — S. Aproksymujac ¢ odwzorowaniem wielomianowym 1) :
St — R¥\ {0}, mozna zalozyé, ze ¢ i ¢ sa w R¥\ {0} homotopijne. Latwo znajdziemy
prosta £ C R* \ ¥(S) taka, ze 0 € E. Dla dowolnego a € E odwzorowania 1) i
a + 1) sa homotopijne w R¥ \ {0}. Ponadto istnieje a € E takie, ze 0 nie nalezy do
otoczki wypuklej zbioru (a + ¢ (S')). Zatem a + 1 jest homotopijne w R* \ {0} z
odwzorowaniem stalym. O

Lemat 4. Sfery S = {(z1,...,2;) € R : 22+ +27 =12}, gdzie r > 0 nie mozna
w R\ {0} Sciggnaé do punktu.

Dowéd. Przypusémy przeciwnie, ze istnieje homotopia H : S x [0,1] — R\ {0}
$ciagajaca S do punktu. Mozna oczywiscie zalozyé, ze r = 11ize H(S x [0,1]) C S.
Wowcezas h(z) = H(ﬁ,l —|z]) gdy 0 < || < 11 h(0) = H(y,1), gdzie y € S,
jest odwzorowaniem ciagtym kuli D = {z € R! : || < 7} na sfere S, przy czym
h(z) =x dla x € S. Zatem S jest retraktem kuli D, co jest niemozliwe. O

Wtasnoéé 2. Niechn > 11 f: (R, a) — (R,0) bedzie funkcjg klasy C* spetniajgcq
zatozenia (16) lematu Morsa. Wéwczas f=1(0) nie jest topologiczng rozmaitoscig
wymiaru n — 1 w Zadnym otoczeniu punktu a.

Dowdd. Wobec wniosku 3 (Lemat Morsa), wystarczy ograniczy¢ sie do przy-

padku, gdy a = 0,
l n
flay=)_ai- > af
i=1 i=l+1

oraz f~1(0) # {0}. Wtedy 1 < I < n. Mozna oczywiscie zalozy¢, ze | < %.

Jedli [ = 1, to teza jest oczywista, wtedy bowiem zbiér f~1(0) \ {0} ma co
najmniej cztery sktadowe topologiczne w kazdym otoczeniu punktu 0 dla n = 2,
za$ co najmniej dwie takie sktadowe dla n > 2. Mozna wiec zalozy¢, ze n > 2 oraz
Il >11iwtedy

(17) 1<li-1<(n—-1)—2.
Przypus$émy teraz, ze dla pewnego otoczenia 2 C R™ punktu 0 € R",

zbiér A = £71(0) N Q jest rozmaitoécia topologiczng wymiaru n — 1.
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Woéwezas, wobec (17) i lematu 3, istnieje otoczenie U C A zera takie, ze kazda
[ — 1-wymiarowa sfera S C U \ {0} jest $ciagalna w U \ {0} do punktu. Biorac
jednak dla dostatecznie matego r > 0, sfere [ — 1-wymiarowg,

S={(z1,...,x;) eR s a? + .- 4 2% =r?}

) o ) .. o o
oraz punkt T= (T;41,...,T,) € R"7 ! taki, ze x 7, | 4+ -+ 2 2 =12

S x {} € U\ {0}. Z przypuszczenia, sfera S x {z} jest w U \ {0} $ciagalna do
punktu. Niech H = (hq,...,hyn) : S x {2} x [0,1] — U \ {0} bedzie homotopia
Sciagajaca S x {z} w U \ {0} do punktu. Wtedy

, widzimy, ze

R4+ hi=hi 4 +h2 w Sx{x}x[0,1].

Zatem h? + --- + h? nigdzie nie znika w S x {2} x [0,1], wiec (h1,..., ) jest
homotopia éciagajaca S w R!\ {0} do punktu. To przeczy tezie lematu 4. O
Uwaga 2. Zalozenia det [aa?fgmj (a)} + 0 we wniosku 2 nie mozna opuscié. Swiad-

czy o tym przyklad wielomianu f(x1,z2) = x5 —x3, ktéry dla a = 0 nie spetnia tego

zatzenia i f71(0) = {(t,t) € R? : t € R} jest rozmaitosciq topologiczng wymiaru 1.

W dowodzie omawianej implikacji istotng role odgrywa nastepujaca znana nie-
réwnos$¢ Bochnaka i Lojasiewicza [1].

Lemat 5. (Nier6wno$é Bochnaka-Y.ojasiewicza) Niech 0 < 6 < 1. Jedli f :
(R™,0) — (R,0) jest funkcjqg analitycznag, to

|||V f(x)] = 0|f(x)]| w pewnym otoczeniu punktu 0.

Dowéd implikacji (b)=-(c). Z (b) wynika, ze k-ty wielomian Taylora h funkcji
f jest niezerowy. W przeciwnym bowiem razie funkcje fi(z) = 0, fa(z) = x’f“
bytyby CF-realizacjami k-dzetu V-determinowalnego w klasie C*, co jest niemozliwe.
Stad, w przypadkun =1, Lo (Vf) = ordof’ < k —1, czyli (¢) zachodzi. Zalézmy
wiec, ze n > 1.

Rozwazmy przypadek k = 1. Wéwezas z (b) wynika, ze Vf(0) # 0. W prze-
ciwnym bowiem razie funkcje fi(z) = 2% i fao(z) = z122 bylyby C! realizacjami
1-dzetu v oraz f; (0) f5 *(0) nie bytyby homeomorficzne w zadnym otoczeniu zera.
Z warunku V f(0) # 0 dostajemy (c). Mozemy wiec zalozy¢, ze k > 1.

Poniewaz

V(@) Vh(z)

-0 |.’17|k_1 = 07

wiec Lo (Vf) <k —1 wtedy i tylko wtedy, gdy Lo (Vh) < k — 1. Wystarczy wiec
ograniczy¢ rozwazania do przypadku, gdy f = h.
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Przypu$émy przeciwnie, ze (c) nie zachodzi. Wéwezas dla pewnego ciagu (a,) C
R™\ {0} takiego, ze a,, — 0, gdy v — 0o, mamy

[V (a)|

|au|k71

(18) — 0, gdy v — oo.

Zatem, nier6wno$¢ Bochnaka-F.ojasiewicza (lemat 5) daje, ze

|f(av)]

(19) [ F

— 0, gdy v — oo.

Wybierajac ewentualnie podciag ciagu (a, ), mozemy zalozyé ze |a,+1| < %|au| dla
v € N. Wéwcezas

1
B,={zeR":|z—a,| < Z|al,|}, v €N, jest rodzina kul roztacznych.

WeZzmy dowolny ciag (A,) C R taki, ze

Av

2 -
(20) =

— 0, gdy v — oo.

Poniewaz k > 1, wigc mozemy zalozy¢, ze

82
(21) A, nie jest warto$cia wlasna macierzy [5%8];]- (a,,)] .
Niech a : R” — R bedzie funkcjg klasy C* taka, ze a(z) = 0 dla |z| > 1 oraz
a(z) =1 w pewnym otoczeniu punktu 0. Rozwazmy funkcje F' : R™ — R okreslona
wzorami:

F(x)a(

T —ay

|ay |

) (f(av)+dauf(xau)+;>\u|xau|2> dla =€ B,
oraz F(z) = 0 dla = ¢ |J)2, B,. Wéwczas F jest funkcja klasy C* (nawet klasy
C*) oraz F'(0) = 0. Ponadto f(a,) = F(a,) i Vf(a,) = VF(a,), wiec

(22) (f—F)a,)=0 1 V(f—F)(a,)=0 dla veN.

Niech M > 0 bedzie takie, ze |a(z)] < M dla z € R™. Wéwczas dla © € B,
mamy

|F ()] <M (@) +da, f(x = ay) + 3A |z = a, ||
|z|¥ ||k
1 2
< 2,ngf(au)I+|Vf(au)l|kau + 3l Avflay]
ay

Stad, z (18), (19) i (20) dostajemy

|F' ()]
|[*

— 0, gdy x — 0.
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W konsekwencji f — F jest CF-realizacja k-dzetu v. Wobec (22) i zalozenia (b),
z lematu 2 wynika, ze (f — F)~1(0), w kazdym dostatecznie maltym sasiedztwie
punktu 0 € R™, jest n — 1-wymiarowsa, rozmaitoscia topologiczna. Z drugiej strony,
(21) daje

(f ~ F)

det |: 89:18953

(al,)} #0 dla veN,

wiec uwzgledniajac (22) i stosujac whasnosé 2 dostajemy, ze (f — F)~1(0) nie jest
rozmaitoscia topologiczna wymiaru n — 1 w zadnym otoczeniu punktu a,, w szcze-
gélnosci nie jest to rozmaito$é topologiczna w zadnym sasiedztwie punktu 0 (bo-
wiem a, — 0). Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy dowdd. O
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ON CC-SUFFICIENCY OF JETS

Summary. We explain certain details of proofs of Kuiper, Kuo and Bochnak-
t.ojasiewicz theorems concerning relations between the Y.ojasiewicz exponent of
the gradient of a function and C%-sufficiency of jets.

Lt.odz, 9 — 13 stycznia 2006 r.



