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O AUTOMORFIZMIE NAGATY

Stanistaw Spodzieja (£.6dz)

Wstep

Niech R bedzie piericieniem przemiennym z jedynka oraz niech Rz, ..., 2,] bedzie
pierscieniem wielomianéw nad R zmiennych 1, ..., x,. Automorfizm ¢ pierécienia
R[z1, ..., z,] postaci

o(r;) = x; dla j#i
olxz;) = zi+ f(x1,..., i1, Tit1, - -, Tn) dla j =1,

gdzie i € {1,...,n} oraz f € R[x1,...,Ti—1, Tit1, ..., Tn), NAZywamy elementarnym.
Automorfizm v pierécienia R[x1, ..., Z,] nazywamy liniowym, gdy

[W(x1),...,0(xn)] = [21,. .., 20]A

dla pewnej macierzy odwracalnej A € GL(n,R), gdzie prawa strone rozumiemy
jako iloczyn macierzy.

Masayoshi Nagata w 1972 r. w pracy [2], (1.1), Part 2, podal nastepujacy przy-
ktad automorfizmu o pierscienia R[z,y, z|:

o(x) = @—2ylaz+y?) — (w2 +y?)?

a(y) y+z(zz +y?)
olz) = =z
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i pokazal, ze o, traktowany jako automorfizm pierécienia D[z,y], gdzie D = R|[z],
nie jest ztozeniem skonczonej ilosci automorfizméw liniowych i elementarnych pier-
Scienia D[z, y] ([2], Theorem 1.4, Part 2). Jednoczesnie postawil on hipoteze, ze
automorfizm ten nie jest réwniez ztozeniem skonczonej ilosci automorfizméw linio-
wych i elementarnych pierscienia k[z, y, z] ([2], Conjecture 3.1, Part 2). Hipoteze te
potwierdzili Shestakov i Umirbaev w [3], Corollary 9. M. Smith w [4] (patrz réwniez
[1], Corollary 6.1.5) pokazala, ze jesli rozszerzymy automorfizm o do R[x,y, z, w],
ktadac o(w) = w, to tak okreslony automorfizm jest zlozeniem skonczonej ilosci
automorfizmoéw liniowych i elementarnych. W dowodzie tego faktu autorka wyko-
rzystala przedstawienie exponencjalne automorfizmu o, tym samym rozwazyta ona
tylko przypadek pierécieni charakterystyki zero. W pracy udowodnimy, ze twier-
dzenie M. Smith jest prawdziwe dla pierScienia R dowolnej charakterystyki (twier-
dzenie 1).

Rozktad automorfizmu Nagaty

Twierdzenie 1. Niech R bedzie pierscieniem dowolnej charakterystyki. Wowczas
automorfizm @ pierscienia R[x,y, z,w] okreslony wzorem & (x) = o(x), o(y) = o(y),
7(z) = o(z), o(w) = w (przy oczywistej konwencji dla charakterystyki 2) jest
zlozZeniem sze$ciu automorfizmdw tréjkgtnych.

Dowéd. W ponizszym rozumowaniu, w przypadku pierScieni charakterystyki
dwa, w miejsce liczby 2 nalezy wstawié liczbe 0. Niech 7y, 7o, 73 beda automorfi-
zmami pierScienia R[z,y, z, w] odpowiednio postaci:

m1(x) = = n(r) = o4+ 2yw— zw? m3(x) = =
ny) =y ) = v m3(y) = y—2w
T(z) = =z T(z) = =z T3(2) = =z
nw) = wtorty? ) = w Bw) = w,

Sa to oczywiscie automorfizmy tréjkatne pierdcienia R|x,y, z, w] dla kazdego pier-
$cienia R. Ponadto 71 (w — (22 + y?)) = w, wiec

—1/0N 2
7 (w) =w— (xz +y°),
i oczywiscie 7, '(z) =z, 7 '(y) =y, 7 *(2) = z. Analogicznie pokazujemy, ze
-1 _ 2 -1 —
T, () =z —2yw + 2w oraz 75 (y) =y + zw.
Do zakoniczenia dowodu wystarczy udowodnié, ze
- _ -1 —1__-1
0 =T20T30T7T10T3 OTy ©OTy

W tym celu wystarczy pokazaé, ze

(1) 5071OTQOT3OTfIOT§10T§1(a)=a dla a €{z,y,z,w}
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Poniewaz o(zz + y?) = xz + y? (patrz (1.2) w [2]), wiec

cgom(z) = o(x)
gomi(y) = a(y)
GgoTi(z) = =z
cgor(w) = m(w),
zatem
Gomom(r) = z—2ylzz+y?) — 2(zz + y?)?
+2[y + 2(z2 +y?)|[w + (2 + y?)] — 2w + (22 + y))?
= 2+ 2yw — 2w? = ()
gomomn(y) = oY)
GgoTiom(z) = =z
gomiom(w) = 7(w).
Stad

G oty 0T o0T3(x) To(x)

Gormomor(y) = y+z(xz+y’) - zlwt (z2+9%)] =y — 2w =73(y)
GoTiomoTs(z) = =z

G o1 0T 0 T3(W) 71 (w),

i w konsekwencji

507'107'207'307'1_1 T

(z)
EOTloTQOTgonl(y) = 13(y)
GoriomoTyoT H(2)
Gomomorgor H(w) = w4 (xz +y?) — [(z + 2yw — 2w)z + (y — 2w)?] = w.

Z powyzszego wynika, ze GoT 0Ty 0307, 075 ' = T3, a wiec wynika (1). O
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ON THE NAGATA AUTOMORPHISM

Summary. Let R be a commutative ring with unity. We prove that the Nagata
automorphism o of R[x,y, z]

o(x) = x—2y(rz+y®) —2(xz+y°)?
Ugyg = y+z(zz+y?)

is a composition of a finite number of elementary automorphisms after the extension
of it to the automorphism of R[z,y, z, w| by setting o(w) = w.
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