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TWIERDZENIE KOEBEGO O POKRYCIU
A OSOBLIWOSCI FUNKCJI HOLOMORFICZNYCH

Stanistaw Spodzieja (L6dz)

Streszczenie. Opierajac sie na twierdzeniu Koebego o pokryciu, przedstawiamy
dowody wzoru Kuo i Lu na wykladnik Lojasiewicza gradientu funkcji holomor-
ficznej w zerze oraz wzoru Ha na wykladnik Lojasiewicza gradientu wielomianu w
nieskonczonosci.

Wstep

W pracy pokazujemy zastosowanie twierdzenia Koebego o pokryciu do badania
wykladnika Lojasiewicza gradientu funkcji holomorficzne;.

Profesor Zygmunt Charzyniski stosowal twierdzenie Koebego o pokryciu
(patrz [10]) do lokalnego odwrécenia wielomianu (patrz [2], [3]). Metoda ta mozna
udowodnié¢ nastepujaca wersje twierdzenia Smale’a (patrz [21], str. 33).

Lemat 1. Niech P : C — C bedzie wielomianem stopnia d > 1 oraz niech
D1y, 00 €C 1 &1, ..., €41 € C bedq wszystkimi pierwiastkami odpowiednio P 1 P’.

Wowczas
d—2 . .
- min(lei — 1P (p)) < | min P& < 4min(lei — ;1P (0)]).

Lemat ten znajduje sie w pracy [8], lemat 3.2. Aby artykul uczynié niezaleznym
przedstawimy dowdd tego lematu w punkcie 1.
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W oparciu o lemat 1 i wersje twierdzenia Puiseux z parametrem (punkt 2) w
punkcie 3 przedstawimy elementarny dowdd twierdzenia Kuo i Lu (twierdzenie 5,
patrz [13], twierdzenie A, poréwnaj [1], twierdzenie 2, [17], Appendix) wyrazajacego
wyktadnik Lojasiewicza gradientu funkcji holomorficznej f w terminach zer f.

Lemat 1 odgrywa réwniez kluczowa role w dowodzie wzoru Ha (twierdzenie 13
i wniosek 16, por. [9] twierdzenia 1.4.3 i 1.4.1, patrz réwniez [7], [8]), ktéry jest
przeniesieniem twierdzenia Kuo i Lu na przypadek wykladnika Lojasiewicza gra-
dientu wielomianu w nieskonczonosci. Dowody te, przedstawiamy w punktach 4
i 5. Dowdd twierdzenia 4 opiera sie¢ réwniez na wersji twierdzenia Puiseux w
nieskoriczonosci. Omawiany lemat 1 daje prosta interpretacje geometryczna punktu
krytycznego w nieskoniczonosci wielomianu podang w punkcie 6 (wlasnosé 17 i

twierdzenie 18).

1. Dowdéd lematu 1

Dla a € Cir > 0 oznaczamy D(a,r) ={z€C:|z—a| <r}.
Bez straty ogdlnosci mozna zalozyé¢, ze wielomianu P jest moniczny. Niech

R=_min |P(&)], T:rgngi—@jHP/(%)‘-

1<k<d—1

Pomijajac trywialne przypadki zalézmy, ze ¢; # o; dla i # j, czyli R > 0, r > 0.

Udowodnimy nieréwnosé

2d—2

(1) s < R

Dla i € {1,...,d}, niech j; € {1, ..., d} bedzie takie, ze |p; — p;,| = min;»«; |@; — @;|.

Oznaczajac r; = %|<,Dz — ¥y,
mamy

, Mi = (3)% i P (03)], Di = D(gi,ri) dlai = 1,....d,

PG = |z = @il [T 1z = el < $lei = @il [TGlei —psl) = My dlazeD;

JFi J#i
oraz

gd—2 gd—2
z3a I < 3d “zpi_(pji

_ P (e)?
Plpi)| = “gar -

Stad i z twierdzenia 12.7 w [20], Ch. VII, dostajemy

D(0,27%r) € D(0, 22  p(Dy),

Poniewaz D; N D; = 0 dla i # j, wigc dla kazdego
#P~1(w) = d, zatem P nie ma wartosci krytycznych w D(0

wencji 2;27’ < R, czyli mamy (1).

Udowodnimy teraz

(2) R < A4r.

dlai=1,..d.

i=1,.

w € D(0,

d—
) 237017')

d.

24—
3d
2

—27“) zachodzi

. W konsek-
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Niech G = P~Y(D(0,R)). Wéwczas P|g : G — D(0, R) jest nakryciem nieroz-
galezionym d-krotnym. Zatem G = Gy U ...U Gy, gdzie Gy, ..., G4 sa obszarami
oraz Plg, : G; — D(0, R) jest biholomorfizmem dla ¢ = 1,...,d. Oznaczmy f; =
(P|lg,)~': D(0,R) — G;. Wéwczas, po ewentualnej zmianie kolejnosci funkcji f;,
mozna zalozyé, ze p; = f;(0), i = 1,...,d. Wezmy dowolne i € {1,...,d} i polézmy

gi(w) = %[fi(wl%) — i, w € D(0,1).
gi jest réznowartosciowa funkcja holomorficzng taka, ze g;(0) = 0 oraz ¢}(0) = 1.
Zatem, z twierdzenia Koebego o pokryciu (patrz [10]), mamy D(0, 1) C ¢;(D(0,1)).
WMm%mmﬁD@ﬁ%@gCRﬂ@mmeﬁzﬂDmR»—%JﬂSm@

D(pi, ROy c £(DO,R) =Gy,  i=1,...d.

Poniewaz ¢; ¢ G; dla i # j wiec z powyzszego, 4|P}2f¢i)| — lef;(O)l < [pi — @5l
1 # j, co daje (2) i koniczy dowdd. O

2. Twierdzenie Puiseux z parametrem

Udowodnimy tutaj pewna wersje twierdzenia Puiseux (por. [16]).

Piszemy g : (C",0) — C zamiast g jest funkcja holomorficzng w otoczeniu punktu
0 € C™. Jesli dodatkowo g(0) = 0, to piszemy ¢ : (C*,0) — (C,0). Zamiast pisaé
|s| jest dostatecznie maly, piszemy |s| < 1. Dla 2z = (z,y) € C? przyjmujemy
2| = max(|z], [y]).

Lemat 2. Niech f : (C%,0) — (C,0) bedzie funkcjg holomorficzng oraz niech
d=ord f = ord f(0,y), gdzie 1 < d < +oo (?). Wéwczas istniejq: dodatnia liczba
catkowita N, nigdzie nie znikajgca funkcja holomorficzna w : (C3,0) — C, funkcje
holomorficzne p; : (C2,0) — (C,0) takie, Ze dla |s| < 1 zachodzi ord p;(x,s) > N,
i=1,...d (%), Ze w pewnym otoczeniu zera mamy

FAN + sy,y) = w(t,s,9) [Ti=, (v — ¢i(t, 5)).

Dowdd. Bez straty ogdélnoéci mozemy zalozyé, ze f ma w zerze kielek nierozkta-
dalny. 7 zalozenia d = ord f = ord f(0,y) dostajemy, ze ord f(z + sy,y) =
ord f(sy,y) = d dla |s| < 1. Stosujac twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa
([14], C.2.4), istnieje nigdzie nie znikajaca funkcja g : (C3,0) — C oraz pseudowie-
lomian wyrézniony

P(x,s,y) =y* +ar(z, s)y™ " + - + aq(z, 5),

1Jedli AC CibecC, to przyjmujemy A —b={a—b:a € A} oraz bA = {ab:a € A}.

2Jesli F = (f1,..., fm) : G — C™ jest odwzorowaniem holomorficznym, gdzie G C C? jest
otoczeniem punktu 0 € C2, to rzedem odwzorownia F nazywamy ord F' = min <;<,, ordo f;.

3Tutaj ord o(x, s) oznacza rzad funkcji z — p(z, s) przy ustalonym s.
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gdzie a; : (C?,0) — (C,0), orda; = ord a;(x,s) > i dla |s| < 1 takie, ze
flx+sy,y) = g(x,s,y)P(x,s,y), wpewnym spéjnym otoczeniu zera U X 2 X A,

gdzie U, 2, A C C. Stad, zmniejszajac ewentualnie U i {2, dostajemy ze dla kazdego
(z,8) € U x §2, poza ewentualnie wlasciwym podzbiorem analitycznym V C U x {2,
funkcja A 3 y — f(x + sy,y) ma w A dokladnie d pierwiastkéw i wszystkie sa
jednokrotne.

Z twierdzenia Puiseux ([14], I1.6.1) istnieje ¢ : (C,0) — (C,0), ze

7 (14,9(7)) jest parametryzacja zbioru f~1(0) w otoczeniu zera.
W konsekwencji oznaczajac
Z={(z,8,y) eUxNxA: f(x+sy,y) =0}
dostajemy, ze
(3) (1,8) = (77— 53(7), 5,%(7)) jest parametryzacja zbioru Z w otoczeniu zera.

d
Poniewaz ord a;(z,0) > 4, wigc ordv > d, zatem %}fm #0dla |(r,8)] < 1. W
konsekwencji, w pewnym otoczeniu zera, istnieje galaz pierwiastka stopnia d funkcji

74 — s1(7). Oznaczajac te galaz przez x mamy
(4) 7 = (k(1,8)) + sp(1)  dla |(7,8)] < 1.
Wtedy ord k = ord (7, s) = 1 dla |s| < 1, wiec (7, s) — (k(T, $), s) jest biholomor-

)
fizmem otoczenia zera na pewne otoczenie zera. Niech (t,s) — (v(t,s),s) bedzie
odwzorowaniem odwrotnym do powyzszego. Wéwczas z (4),

(v(t, )4 =t + sp(v(t,s)) dla |(t,s)] <1,
zatem, oznaczajac ¢ = v o v, z (3) mamy
®: (t,5) > (t%,5,0(t,s)) jest parametryzacja zbioru Z w otoczeniu zera.
Oznaczmy przez e pierwiastek pierwotny stopnia d z jedynki. Zauwazmy, ze
(5) P(td,s,y) =[I_, (y — p(e't,5))  dla|(t,s)| < 1oraz y € C.

Istotnie, dla |(¢,s)| < 1 takich, ze (t?,s) € V oraz i,j € {1,...,d}, i # j mamy
©(e't, s) # (et s), wiec wielomiany zmiennej y w (5) maja te same zbiory pier-
wiastkéw. Poniewaz sa to wielomiany moniczne, wiec pokrywaja sie¢ w zbiorze
{(t,s,9) : |(t,s)| < 1, (t%,s) € V}. Stad i z twierdzenia o identycznosci mamy (5).
Przyjmujac w(t, s,y) = g(t%, s,y), @i(t,s) = ¢(e't, s), z (5) dostajemy teze. O

3. Wykladnik Lojasiewicza gradientu w zerze

Niech G C C? bedzie otwartym otoczeniem zera oraz F : G — C™ — odwzo-
rowaniem holomorficznym. Niech X C G oraz niech 0 bedzie punktem skupienia
zbioru X. Wyktadnikiem Lojasiewicza w punkcie 0 odwzorowania F na zbiorze X
nazywamy
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Lo(F|X)=inf{r € R: J4 p>o Vsex (|2| < B= Alz|" <|F(2)])}. (1)

Jesli X = G, to piszemy Lo(F) zamiast Lo(F|G) i nazywamy wyktadnikiem Loja-
stewicza odwzorowania F w punkcie 0.

Niech w dalszym ciagu tego punktu f : G — C bedzie funkcja holomorficzna
zmiennych z = (z,y) oraz niech Z, = {z € G : %(2) = 0}.

Niech ord f(0,y) = d, 1 < d < +o0o. Wéwezas (°), istnieje dodatnie liczba
catkowita IV, ze w pewnym otoczeniu zera,

d d—1
F(#,y) ) [[w =it SLaN,y) =BV, y) [[ (v — & (@)
i=1 k=1

gdzie a, B : (C?,0) — C, orda = ord 8 = 0 oraz ¢;, &, : (C,0) — (C,0), ordp; > N,
ordé, > N,i=1,....d, k=1,...,d — 1. Okreslmy

I (F) = % max [ord(i(t) — 5 (1)) +ord G (#Y, i(#)].

Piszemy réwniez Iy (f(x,y)).
Wobec lematu 1 mamy

Iy(f) = _max Jord f(t N &k (1))

1<k<d—

Stad dostajemy tatwo zwiazek wykladnika Lojasiewicza gradientu grad f = (%, %J.;)

funkcji f na zerach pochodnej czastkowej ze staty I5(f).

Wiasnosé 3. Niech 1 < ord f = ord f(0,y) < +oo. Wéwczas Lo(f|Z,) = 15(f)
oraz Lo(grad f|Z,) = 1y(f) — 1. W szezegdlnosci Lo(grad f) > 17(f) — 1.

Wiasno$é 4. Niech X; ={z€ G : s%(z) + g—i(z) =0}, s € C. Wéwczas
(6) Lo(grad f) = Eo(%|Xs) dla kazdego s € C oprdcz co najwyzej jednego.
Dowdd. Istotnie, z twierdzenia 1 w [5] wynika, ze

Lo(grad f) = max{Lo(grad f|Xs, ), Lo(grad f|Xs,)} dla wszystkich s # ss.

Zatem Ly(grad ) = Lo(grad f|X ) dla kaidego s € C oprécz co najwyzej jednego.
Poniewaz Lo(grad f|X;) = ﬁo((aT,saT ay)|X ) = £0(%|Xs), wiec mamy (6).0

Stosujac wlasnosci 3, 4 i lemat 2 udowodnimy ponizsze twierdzenie Kuo i Lu
wigzace wyktadnik Lojasiewicza gradientu f ze staty 12 (f).

4Przyjmujemy inf (§ = +oco.
5W my$l twierdzenia przygotowawczego Weierstrassa ([14], C.2.4) oraz twierdzenia Puiseux
([14], 1L6.1).
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Twierdzenie 5. Jesli 1 < ord f = ord f(0,y) < 400, to Lo(grad f) = I5(f)—1.

Dowdd. Dla s € C oznaczmy Lg(z,y) = (z+sy,y), Gs = L;1(G), gs = fo(Lsla.)
oraz Wy = {z € Gy : %(2) = 0}, X, = L,(W,). Wtedy X, = {z € G :

s%(z} + g—g(z) =0}. Z lefrylatu 2 1 wlasnoéci rzedu funkeji dostajemy tatwo

(7) 19(02) = 19(F (@ + 53,) <15 (ey)  dla || < 1.

Poniewaz %9; = % oL,i %gys = (s% + %) o Ly, wiec z (7) 1 wlasnosci 3 mamy
(8) Lo(F|Ws) = l(gs) =1 < 15(f) =1 < Lo(grad f) dla |s| < 1

oraz Eo(%‘ﬁ W) = EO(% o Lg|Wy) = EO(%|XS) dla |s] <« 1. Stad i z wlasnosci 4,

Lograd f) = Lo(FeWs)  dla|s| <1,
wiec (8) daje teze. O
Z twierdzenia 5 i wlasnosci 3 dostajemy (por. [1], twierdzenie 1).

Whniosek 6. Jesli 1 < ord f = ord f(0,y) < 400, to
Lo(grad f) = Lo(grad f|Z,) = Lo(f|Zy) — 1.

Uwaga 7. Z twierdzenia 5 dostajemy natychmaiast, Ze lg( f) nie zalezy od wyboru
uktadu wspdlrzednych takiego, ze ord f = ord f(0,y). Jesli dodatkowo zachodzi
1 < ord f(z,0) = ord f(0,y) < o0, to z twierdzenia 5 i wlasnosci 3,

Lo(grad f) = Lo(grad f|Z,) = Lo(grad f|Z,),
gdzie Z, ={z € G : %(z) = 0}. W konsekwenciji
ly(f(,y)) = y(f(y, ©)).

Uwaga 8. Niech 1 < ord f(x,0) = ord f(0,y) < oo. Dla kaidej funkcji
g : (C%0) — (C,0) takiej, ze ord(f — g) > I9(f) zachodzi ordg = ord g(0,y) = d
oraz lg(g) = lZ(f)

Istotnie (por. [18]), poniewaz Ig(f) > ord f, wigc zalozenie ord(f — g) > I5(f)
implikuje ord g = ord g(0,y) = d. Oznaczmy o = I5(f) — 1, 8 = ord(f —g) — 1.
Wtedy istnieje C’ > 0, ze | grad(f — g)(2)| < C’|2| dla |z| < 1. Z twierdzenia
5 mamy o = Lo(grad f), wigc istnieje C > 0, ze |grad f(z)] > C|z|* dla |2z| < 1.
Zatem dla |z| < 1,

|grad g(2)| = |grad f(2) — grad(f — g)(2)| > |grad f(2)| — |grad(f — g)(2)|
> Cl2|* = C'|2|” = (C = C'|2°~*)|2|* = 302"

Stad, Lo(gradg) < Lo(grad f). Przez symetri¢ warunkéw mamy Lo(grad f) <
Lo(grad g). To daje Lo(grad f) = Lo(grad g) 1 wobec twierdzenia 5 daje teze.
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4. Wykladnik Lojasiewicza gradientu wielomianu w nieskoniczonos$ci

W punkcie tym przedstawimy dowdd wzoru Ha (patrz [9], twierdzenie 1.4.3,
por. [7]) na wyktadnik Lojasiewicza gradientu wielomianu w nieskonczonosci (por.
twierdzenie 5).

Niech F' : C?> — C™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym oraz X C C?
bedzie zbiorem nieograniczonym. Wyktadnikiem Lojasiewicza w mieskonczonosci
odwzorowania F' na zbiorze X nazywamy

Loo(F|X)=sup{r € R: 34 p>0":ex (|2| > B = Alz]” < |F(2)])}.

Jedli X = C?, to piszemy Lo (F) zamiast Lo (F|C?) i nazywamy wyktadnikiem
Lojasiewicza w nieskonczonosci odwzorowania F.

Przez sgsiedztwo nieskoriczonosci w C™ rozumiemy dopelnienie zbioru zwartego
w C™. Niech U C C bedzie sasiedztwem nieskonczonoséci. Odwzorowanie
h : U — C™ nazywamy meromorficznym w nieskoriczono$ci, gdy h jest suma sze-
regu Laurenta postaci

h(z) = apa? + ap_qaP™t + -+, xeU, o €C™ peZl.

Jeslim = 1, to h nazywamy funkcjg meromorficzng w nieskoriczonosci. Jesli h # 0,
to mozna zalozy¢, ze oy, # 0. Liczbe p nazywamy stopniem h i oznaczamy deg h.
Dla h = 0, przyjmujemy degh = —oco.

Niech w dalszym ciagu pracy, f : C> — C bedzie wielomianem zmiennych z =
(z,y), d = deg f = deg, f > 1 oraz niech Z, = {z € Cc?: %(Z) =0}.

W mydl lematu 4.2 w [6], istnieja: a € C\ {0}, dodatnie liczba calkowita
N, sasiedztwo nieskoriczono$ci U C C, funkcje meromorficzne w nieskonczonosci
Wiy € U = C, degp; < N, degé, < N,i=1,..,d, k=1,..,d — 1 takie, ze dla
(t,y) € U x C,

9) FAN ) =all (v — @), SL@N.y) = ad[T3Z1(y — & (1))
Przy powyzszych oznaczeniach okreslamy

15°(f) = 7 min; [deg(i(t) — ;(t)) + deg SLEN, 0i(1))).

Piszemy réwniez 15°(f(z,y)).
Wobec (9), z lematu 1 mamy

(10) 12°(f) = % mini<p<qg—1 deg f(EV, & (1))
Stad dostajemy tatwo

Wiasnosé 9. Lo(f|Zy) = [5°(f) oraz Lo (grad f|Z,) < 1°(f) —1. W szczegol-
nosci Loo(grad f) < 15°(f) — 1.

Okreslmy
Ao(f)={N eC: J(zn)cz, 2n — 00 A f(zn) = A}
Z (10) dostajemy natychmiast
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Whniosek 10. [;°(f — A) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A € Ao (f)-
Z twierdzenia 1 w [4] dostajemy odpowiednik wtasnosci 4 w nieskorniczonosci.

Wiasno$é 11. Niech X, = {z € C?: Sam L(z) + g—{l(z) =0}, s € C. Wowczas

Loo(grad f) = £Oo(%|XS) dla kazdego s € C oprécz co najwyzej jednego.

Zachodzi analogiczna do lematu 2, wersja twierdzenia Puiseux w nieskoriczonosci
(por. propozycja 9.1 w [12] i lemat 2 w [11]). Nie zamieszczamy tutaj dowodu tej
wersji, gdyz przebiega on podobnie do dowodu lematu 2.

Lemat 12. Istniejg: dodatnia liczba catkowita N, sgsiedztwo nieskonczonosci
U C C, otoczenie zera 2 C C, wielomian a : C — C, «(0) # 0, funkcje holo-
morficzne @; : U x 2 — C takie, Ze dla s € 2 funkcje U 3t — p;(t,s) € C sg
meromorficzne w nieskoriczonosci stopni co najwyzej N, i =1,...,d oraz

FEN +sy,y) = a(s) [IL, (v — @i(t,s))  dla (t,y,s) €U xCx Q.
Udowodnimy teraz zapowiadana wersje wzoru Ha.
Twierdzenie 13. (i) Jesli Ao (f) =0, to Loo(grad f) = 15°(f) — 1.
(ii) Jesli Aoo(f) # 0, to Loo(grad f) = minyea () [5°(f = A) — 1.
Dowdd. Dla kazdego s € C oznaczmy Ls(x,y) = (x + sy,y), gs = f o Ls oraz
We={z€C?: %(2) =0}, X, = {z € C*: s 3L (2) + () = 0}.

Oczywiscie Loo(2L]X,) = Loo (%L
i wlasnosci stopnia funkcji mamy

W) dla s € C. Z drugiej strony, z lematu 12

(11) L) <L (f(z+ sy, ) = 7(gs)  dla |s] < 1.
Zatem z wlasnosci 9 oraz 11 dla 0 < |s| < 1 mamy
(12) Loo(FeWs) = Loo(grad ) < I°(f) = 1 < Loo(gs| W) -
Ad. (i) Z zalozenia A (f) = 0, whasnodci 9 i wniosku 10 wynika I5°(f) > 0.

99
ox

Stad i z (12) mamy Lo (gs|Ws) > 0, wiec tatwo sprawdzamy, ze Loo(Z=|Ws) =
0o(gs|Ws) — 1. W konsekwencji (12) implikuje (i).
Pokazalismy, ze jesli Aoo(f) = 0, to 15°(f) > 0. Z (12) widzimy, ze warunek

15°(f) > 0, wobec wlasnodci 9 i wniosku 10 daje, ze Ao (f) = 0. Mamy wigc:
(13) I°(f) >0 <= Ao(f)=0.

Ad. (ii) Wobec (12) istnieje 0 < |s| < 1, ze Loo(grad f) = Eoo(%if Ws). Ponad-
to z zalozenia Ao (f) # 01 (13) mamy Lo (85“ |[Ws) < —1. Niech U C C bedzie
sasiedztwem nieskoriczonoéci oraz 1) = (tIV, 4 (t)) : U — W, bedzie odwzorowaniem

meromorficznym w nieskonczonosci takim, ze degy = N > 0 oraz

(14) Ldeg %oy =Loo(ZW,) < -1 (5).

SPoniewaz deg gs = deg, gs dla |s| < 1, wigc podobnie jak w (9) pokazujemy, ze takie odwzo-
rowanie ) istnieje.
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W szezegdlnosci deggs o p < 0. Oznaczmy A = lim; o gs(10(t)). Oczywiscie
A € C. Bez zmnniejszenia ogélnosci rozwazan mozna zalozy¢, ze A = 0. Wdwczas
deggs o9 < 0, czyli [;°(gs) < 0. Stad, z wniosku 10 i (11) mamy 0 € A (f).
Wtedy

Loo(gs|We) — 1 < 80 1 — L deg %= 0 4.
To, wraz z (14) i (12) daje Loo(grad f) = 1;°(f) — 1. W konsekwencji
Loo(grad f) > minyea (y) l;o(f -\ —L

Poniewaz z (12) wynika nieréwnos$é przeciwna do powyzszej, wiec mamy (ii). 0.

5. Wykladnik Lojasiewicza gradientu w otoczeniu poziomicy

W tym punkcie udowodnimy wzér Ha ([9], twierdzenie 1.4.1), na wykladnik Lo-
jasiewicza gradientu wielomianu w otoczeniu poziomicy.
Mamy nastepujace (por. [7], twierdzenie 3.3 oraz [8], uwaga 3.7).

Twierdzenie 14. Jesli 0 € A (f), to
Loo(f,3L) = Loo(f,grad f) = Loo((f,grad [)|Z,) = L2(f)-
Dowdéd. Zauwazmy, ze
(15) Loo((f,grad f)|Zy) < 12 (f).
Istotnie dla 1 < k < d — 1 mamy deg %(tN,fk(t)) < deg f(tV,&1(t)), gdyz
(16)  deg GL(tN, & (1) + N — 1= deg(f(tV, & (1))’ < deg f(tV, &(t) — 1,

wigc, wobec whasnosci 9 dostajemy (15).
Pokazemy, ze

(17) 1°(f) < Loo(f, 5).
Istotnie, oznaczmy Z = {z € C? : f(z) = 0}. Z twierdzenia 1 w [4] mamy
Loo(f,3E) = min{Leo(f1Z,), Loo(5L12)}-
Jesli Lo (f, %5) = L (f|Zy), to z wlasnosci 9 mamy (17). Zatézmy, ze Loo(f, %) =
‘Coo(%|z)~ Poniewaz 0 € Axo(f), wige z wniosku 10 mamy 5°(f) < 0. Zatem
Loo(gh17) =  mini<icadeg 35 (Y, @i(t)) < I°(f).

W konsekwencji mamy (17).
Reasumujac, (15), (17) i oczywisty ciag nieréwnosci

Loo(f, ) < Loo(frerad f) < Loo((f,grad [)|Z,),
daje teze. O

Stosujac lemat o wyborze krzywej ([15], lemat 3.1) dostajemy nastepujaca nie-
réwnoséé Lojasiewicza z gradientem (patrz [8], twierdzenie 2.1).
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Twierdzenie 15 (NIEROWNOSC LOJASIEWICZA). Istniejg C,n > 0, ze
|f(2)] <n = |z]|grad f(2)| > C|f(2)].

Stosujac twierdzenia 14 i 15 udowodnimy zapowiedziany wzor Ha na wykladnik
Lojasiewicza gradientu wielomianu w otoczeniu poziomicy.

Whiosek 16. Jesli0 € Ao (f), to dla dostatecznie matego otoczenia zera A C C,
Loo(grad fIf71(4)) = 12 (f) — 1.
Dowdd. Z twierdzenia 14 i 15, dla dowolnego otoczenia zera A C {\ € C: |A| < n},
(18) Loo(grad f|f1(4)) = Loo(f,grad f) =1 =13°(f) — 1.

Poniewaz 0 € A (f), wigc z wniosku 10 mamy [5°(f) < 0. Analogicznie jak w
dowodzie twierdzenia 14, z (16) i wlasnosci 9 wynika, ze istnieje 1 < i < d —1, ze

+ deg %(tN@i(t)) < miny<peq—1 3 deg F(EV, & (1) — 1 = 1°(f) — 1.
Stad i z twierdzenia 15, deg f(tVV, & (1)) < 0, wigc (tV,&(t)) € f~1(4Q) dla |¢| > 1.
W konsekwencji, Loo(grad f|f~(A)) < 17°(f) — 1, co wraz z (18) daje teze. O
6. Punkty bifurkacyjne wielomianu

Niech C,6 > 0, a € R oraz niech

Xoco ={(z,y) € C*t fz| > 8, |f(z,y)] < Cla|*},
Yo,c = {(u,0) € C?: Ju| > 6, o] < Clu|*},
Foc6: Xa,06 2 (2,y) = (7, f(2,9)) € Ya,os-
Wiasnosé 17. [5°(f) jest najwickszg liczbg o dla ktorej istniejg C,6 > 0, Ze
Fo c,5 jest nakryciem nierozgatezionym. Wtedy jest to nakrycie deg f-krotne.

Dowdd. Fj ¢, jest nakryciem wtedy i tylko wtedy, gdy Z, N Xq,c,s = 0. Z drugiej
strony dla a = [7°(f), w mysl wlasnosci 9, istnieja C,d > 0 takie, ze

[f@,y) = Clz|* dla (z,y) € Zy, |z]>6, ()

W szczegélnosci 2, N Xl;o(f),c,é = (). Ponadto [9(f) jest najwigksza liczba spelnia-
jaca powyzsze. To daje teze. O

Méwimy, ze A € C jest punktem typowym w nieskoriczono$ci wielomianu f, gdy
istnieje otoczenie A C C punktu A oraz zbiér zwarty K C C? taki, ze

fli—rank : fTHA\NK — A jest trywialna wiazka klasy C'°.

W przeciwnym razie A nazywamy punktem bifurkacyjnym w nieskoriczonosci wielo-
mianu f. Zbiér tych punktéw bifurkacyjnych oznaczamy Beo(f).

"gdyz tatwo pokazujemy, ze istnieje A > 0, ze dla (x,y) € Zy takich, ze |(z,y)| > 1 zachodzi
lz| < |(z,y)] < Alz|, gdzie |(x,y)| > 1 oznacza ”dla dostatecznie duzych |(z,y)|”.
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Twierdzenie 18. (i) Jesli I5°(f) > 0, to Boo(f) = 0.
(ii) Jesli I5°(f) = 0, to Boo(f) # 0 lecz 0 & Boo(f).
(iit) Jesli 15°(f) < 0, to 0 € Boo(f).

Dowdd. Niech a = [7°(f) oraz w my$l wlasnéci 17, C, 6 > 0 beda takie, ze F, ¢ 5 jest
nakryciem nierozgalezionym. Zalézmy, ze l;o( f) > 0. Wéweczas istnieje otoczenie
zera A C C, ze

{(u,v) € C? : |u| > 8, ve A} C Yacys.

Zatem, oznaczajac K = {(z,y) € C? : |z| < §, f(z,y) € A}, dostajemy tatwo,
ze K jest zbiorem zwartym oraz, ze f|i-1(ank : YA\ K — A jest trywialng
wigzka klasy C°. W konsekwencji 0 € Boo(f).

Ad. (i) Poniewaz [5°(f) > 0, wigc ze wzoru (10) dostajemy, ze dla kazdego A € C
zachodzi [7°(f — A) > 0. Zatem z powyzszego, A ¢ Boo(f) dla kazdego A € C, czyli
mamy (i).

Ad. (iii). Przypusémy przeciwnie, ze [;°(f) < 0 oraz, ze 0 & Boo(f). Wezmy
dowolne otoczenie zera A C C. Wobec (10), istnieje &, 1 < k < d — 1, ze
deg f(tN, € (t)) < 0. W szczegdlnosei (Y, & (1)) € f~1(A) dla [¢| > 1. Ponadto,

L deggrad f(tV, &, (t)) = & deg ZL(tN, &, () < —1.

Reasumujac Lo (grad f|f~1(A)) < —1. Z drugiej strony, z twierdzenia Ha ([9)],
twierdzenie 1.3.2) mamy, ze istnieje otoczenie zera A C C, 7e Lo (grad f|f~1(A)) >
—1. Otrzymana sprzeczno$é daje (iii).

Ad. (ii) Z pierwszej czgci dowodu mamy 0 ¢ Boo(f). Poniewaz [5°(f) = 0,
wige wobec (10) istnieje A € C takie, ze [5°(f — A) < 0. Zatem z (iii) wynika, ze
A € Boo(f). To daje (ii) i koriczy dowdd. O

7 twierdzenia 18 i wniosku 10 dostajemy natychmiast

Whiosek 19. B (f) = Ao (f)-
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THE KOEBE COVERING THEOREM
AND SINGULARITIES OF HOLOMORPHIC FUNCTIONS

Summary. We use the Koebe covering theorem to prove the Kuo and Lu formula
of the Lojasiewicz gradient exponent of a holomorphic function at zero and the Ha
formula of Lojasiewicz gradient exponent at infinity of a polynomial.
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