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Streszczenie. Niech V C C¥ bedzie zbiorem algebraicznym i S podprzestrzenia
liniowa, CV. W pracy pokazujemy, ze indeks przeciecia w sensie Tworzewskiego
zbioréow V' i S jest osiagniety na generycznym uktadzie hiperplaszczyzn zawieraja-
cych S.

1. Wstgp

Cyklem algebraicznym w CN nazywamy formalna sume Z = Y7 a;Cy, gdzie
a; € Z oraz C; sa nierozkladalnymi, parami réznymi, zbiorami algebraicznymi w
CN. Zbiory C; nazywamy sktadowymi cyklu, |Z| = \Ji_, C; — nosnikiem cyklu,
liczby «; — wspdtczynnikami cyklu. Jesli wszystkie a; > 0, to cykl nazywamy
dodatnim. Liczbe deg Z2 = Y 1, o;degC; nazywamy stopniem cyklu Z, liczbe
deg, Z =>"1_, a;deg, C; — stopniem cyklu Z w punkcie x € CN. Jedli wszystkie
sktadowe cyklu Z maja ten sam wymiar k, to Z nazywamy k-cyklem.

Pojecie cyklu przeciecia wltasciwego zbioréw analitycznych (oraz cykli) przyjmu-
jemy za Draperem [D], pojecie cyklu przecigcia niewtasciwego za Tworzewskim [T].

Niech N = n + m, gdzie n, m € N, n, m > 0. Oznaczmy S = C" x {0} c CV.
Dla zbioru algebraicznego Z C CV, przez Z° oznaczamy sume wszystkich sklado-
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wych nierozkladalnych zbioru Z zawartych w S, przez Z — Z° — sume pozostalych
sktadowych zbioru Z. Analogiczna konwencje stosujemy dla cykli algebraicznych
Z =Y"_, o;C;. Mianowicie 2% = >c.cs @iCi oraz Z — Z5 = >cigs @G

Niech V' c CV bedzie zbiorem algebraicznym nierozkladalnym wymiaru k& takim,
ze ) #V NS # V. Niech r bedzie wymiarem rzutu zbioru V na {0} x C™ c CV
(rzut ten jest zbiorem konstruowalnym algebraicznie).

Oznaczmy przez Hg zbidr wszystkich ukladéw hiperptaszezyzn (Hy, ..., H,.) ta-
kich, ze S € H; C CV (Hs jest podzbiorem algebraicznym przestrzeni G”, gdzie
G jest przestrzenia Grassmana wszystkich podprzestrzeni liniowych CV wymiaru
N —1). Niech Hg(V') C Hg bedzie podzbiorem wszystkich tych H = (Hy, ..., H,) €
‘Hg dla ktérych, przyjmujac Zy,o = V, nastepujace przeciecia sa, wiasciwe

Zhj = (ZHj1 — ZIS;,j—l) NH;, 1<j<r

Hs(V) zawiera otwarty w topologii Zariskiego i niepusty podzbiér zbioru Hg (patrz
propozycja 1 w punkcie 2). Kazdy ukltad H = (Hy, ..., H;) € Hg(V) wyznacza ciag
cykli przecie¢ wlasciwych (w sensie Drapera)

Zyj= (21— Zh,.0) Hj, 1<j<r, gdze Zuo="V.
Wéwezas Zy j jest dodatnim (k — j)-cyklem.
W punkcie 5 pracy pokazujemy, nastepujace
Twierdzenie 1. Istnieje otwarty w topologii Zariskiego i niepusty podzbior ’H; (V)
C Hg(V) taki, Ze dla kazdego H € ’Hé(V), wszystkie wspdtczynniki cykli

Zy;— 25, 1<j<r-—1

sq rowne 1. 0

Wezmy dowolny = € S oraz odwzorowanie
Uyt Hs(V) > H s (deg, 2574, ... ,deg, Z5,) € N".(%)

Rozszerzonym indeksem przeciecia zbioru V' z przestrzeniq S w punkcie x nazywa-
my
g(z) = min . {0, (H) : H € Hg(V)},

gdzie min;., oznacza minimum w porzadku leksykograficznym N". Zgodnie z [T},
odwzorowanie
g:S>xr— g(zr) e N"

nazywamy rozszerzonym indeksem przeciecia zbioru V' z przestrzeniq S.

W punkcie 3 podajemy dowdd nastepujacej wlasnosci rozszerzonego indeksu,
znanej w przypadku analitycznym ([T], twierdzenie 5.4). Dowdd ten oparty jest na
innej idei niz w [T].

(*)Przyjmujemy, ze 0 € N
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Twierdzenie 2. Rozszerzony indeks przeciecia g zbioru V z przestrzeniq S jest
odwzorowaniem konstruowalnym algebraicznie i potciaglym z gory, gdzie w N rozwazamy
porzadek leksykograficzny. O

7 twierdzenia 2 wynika, ze indeks przeciecia zbioru V' z S okre$lony wzorem
g:S >z (suma wspéhrzednych g(x)) € N

jest funkcja konstruowalna algebraicznie. Cyklem przeciecia zbioru V' z przestrzenig
S nazywamy jedyny cykl algebraiczny Z o no$niku zawartym w .S taki, ze

deg, Z = g(x), dla wszystkich z € S|

ioznaczamy VeS (istnienie i jedynosé V eS wykazyjemy analogicznie jak w propozy-
cji 2.1(3) z [T)).

Nowak w [N2], wniosek 6 oraz Achilles i Rams w [AR] wniosek 3 wykazali, ze
rozszerzony indeks g(x) przeciecia V' z S w punkcie x jest osiagniety na otwartym
w topologii naturalnej i gestym podzbiorze zbioru Hg(V). Gléwnym wynikiem
pracy jest nastepujace (udowodnione w punkcie 6) wzmocnienie tego rezultatu.
Mianowicie, g(x) jest osiagniety na otwartym w topologii Zariskiego i niepustym
podzbiorze zbioru Hs(V). Dowodzimy nawet mocniejszy fakt.

Twierdzenie 3. Istnieje zbidr konstruowalny algebraicznie Ws(V) C S x Hg(V)
taki, ze dla (x, H) € Ws(V') zachodzi

9(x) = e (H)
oraz dla kazdego x € S zbior {H € Hs(V) : (x,H) € Wg(V)} jest niepustym i
otwartym w topologii Zariskiego podzbiorem Hg(V). O

W dalszym ciagu zwrot ”dla generycznego = € U” oznacza, ze ”istnieje podzbidr
algebraiczny W taki, ze U \ W jest gesty w U oraz dla kazdego x € U \ W”.

Przez C,(W) oznaczamy stozek styczny do zbioru W C CV w punkcie z (o
wierzchotku w punkcie ) w sensie Whitneya [Whg), strona 510.

Jesli W C CV jest zbiorem algebraicznym czystego wymiaru I, to piszemy
dimW = 1.

Poniewaz dla funkcji liniowej L : CVN — C, L # 0, zbiér H = ker L jest
hiperplaszczyzna w CV, wiec w pracy bedziemy zamiennie uzywaé pojeé hiper-
plaszczyzny i funkcji liniowe;j.

2. PRZECIECIA ZBIORU ALGEBRAICZNEGO
GENERYCZNYM UKLADEM HIPERPLASZCZYZN

Niech N = n + m, gdzie n, m € N, n, m > 0. Oznaczmy S = C" x {0} c CV.
Niech w dalszym ciagu V' C CV bedzie zbiorem algebraicznym nierozkladalnym
wymiaru k takim, ze V' N .S # (. Rozwazmy rzutowanie

p:CN > (T1y ey Ty Y1y ooy Ym ) —> (Y1, ooy Ym) € C™.
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Niech r = dimp(V). Jesli r = 0, to V C S, wiec cyklem przeciecia niewlasciwego
zbioru V' z przestrzenia, S jest Ve S = V. W dalszym ciaggu zajmiemy sie przypad-
kiem r > 0, a wiec V ¢ S.

Oznaczmy przez £f§ zbiér wszystkich odwzorowan liniowych L : CN — C7 takich,
ze S C ker L. Oczywiscie ﬁg mozemy utozsamiaé z C™. Jedli j = r, to Ef; ozna-
czamy przez Lg. Dla L = (L1,...,L;) € ﬁé oznaczamy

ZL70 = V, ZLﬂ' = (ZL,i—l — Zf,i—l) n kerLi, 1 S ) S ]

Niech X" =V,

X' ={(w,L) e CN x LL: weV\S, L(w) =0}, j>1
oraz ' ‘
Pxi: X’ > (w,L)— Le Ly, j>1.
Lemat 1. (i) Zbior X7 jest nierozktadalny wymiaru k — j + mj.
(i1) Jesli 0 < j < r, to zbiory
Ui = {L € L% dim(Px,;)"Y(L) = k — j},
Ui = {L €Uy, - dim[(Px;) (L) N (S x LL)] < k — 35}

sa otwartymi w topologii Zariskiego i niepustymi podzbioramsi Eé, Ponadto dla
L e Ux; mamy

(1) (Pxs) ML) = (Zp,; — Z7 ;) x {L}.
(iwi) Jesli j > r, to dla generycznego L € /.3{.; mamy

(Pxs)"Y(L)N (S x £L) = 0.

Dowdd. Bez zmniejszenia ogdlnodci mozemy zatozy¢, ze Vo = {(21, ..oy Tn, Y1, -y Ym)
€V : y1 # 0} jest gestym podzbiorem V. Jest to oczywiscie zbiér analityczny
nierozkladalny (w C" x (C\ {0}) x C™1). Dla w = (1, .., Zn, Y1, s Ym) € Vo,
okreslamy automorfizm liniowy [, : C" x C™ > (&, 11, ..., tm) — (§,v1t1, y2l1 +
t2, .oy Ymt1 + tm). Niech X7 = {(w,L) € X7 : w € V,} oraz

f: X735 (w,L) — (w,Loly,) € Vyx L%,

gdzie £L = {L € £ : C"*' x {(0,...,0)} C ker L}. Oczywiscie f jest biholomor-
fizmem i Vj x L% jest zbiorem analitycznym nierozkladalnym wymiary k — j + mj.

W konsekwencji Xi jest nierozkladalny. Poniewaz X7 = X J, wiec X7 jest zbiorem
algebraicznym nierozkladalnym wymiaru k — j + mj. To daje (i).
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Dla L € L’g, oznaczamy przez L* : C™ — C7 jedyne odwzorowanie liniowe takie,
ze L(xz,y) = L*(y) dla x € C", y € C™.

Niech 0 < j < r. Oczywiscie dla kazdego L € Eg mamy 0 € p(V) Nker L*,
wiec codim(p(V) Nker L*) < m, zatem (Px;) ' (L) # 0. To daje, ze Px; jest
odwzorowaniem dominujacym i w konsekwencji z wniosku 3.15 w [M], Ux; zawiera
podzbidr otwarty w topologii Zariskiego. Z wnioskéw 3.16 i 3.14 w [M] mamy,
ze (Px;) 1(Ux;) jest otwartym w topologii Zariskiego podzbiorem X7. Stad i z
twierdzenia Remmerta o odwzorowaniach otwartych dostajemy, ze Uy jest zbiorem
otwartym w topologii Zariskiego. Postepujac analogicznie dla kazdej sktadowej
nierozktadalnej zbioru X7 N (S x £%) dostajemy, ze Uy réwniez jest otwartym w
topologii Zariskiego podzbiorem Lg. Dla L € Uy; mamy

(Pxs)"H(L) = Z1;\ S x {L} = (Z1; — ZL ;) x {L}.

To daje (1) i w konsekwencji daje (ii).

Niech teraz j > r. Przypusémy przeciwnie, ze (iii) nie zachodzi. Wéwczas Py
jest dominujace i analogicznie jak powyzej mamy, ze dla generycznego L € Eg,
dim(Px;)~ (L) = k — j, ponadto

(Pxs) M (L) = [P~ (V) \ {0}) Nker L) x {L}] U [(Pxs) (L) N (S x £%)].

Oczywiscie dla generycznego L € Eg zbiér (p(V') \ {0}) N ker L* jest skoriczony i
nie zawiera punktu 0, wiec p~1((p(V)\ {0}) Nker L*) NS = (). W konsekwencji dla
generycznego L € L%, dim[(Px;)~ (L) N (S x EJS)] =k — j, co jest niemozliwe, bo
dimV NS < k. Otrzymana sprzecznosé daje (iii) i konezy dowdd. O

Niech

V'={(w,L) eCN x L§: weV, Lw)=0},
VI = {(w, Ly, ..., L;) € CN x L : (w,Ly,...Lj—1) € X771 Lj(w) =0}, j>2
oraz ) )
Py; :Y? 3 (w,L) — L € L},

Przechodzac do skladowych nierozkladalnych zbioru Y7, stosujac lemat 1 i po-
stepujac analogicznie jak w dowodzie tego lematu dostajemy

Lemat 2. (i) Jesli 1 < j < r, to istnieje zbior otwarty w topologii Zariskiego i
niepusty Uy C L% taki, ze dla kazdego L € Uy; mamy dim(Py;)" (L) = k — j.
Ponadto, dla L € Uy; mamy

(Pyi) (L) = Zp; x {L}.

(i) dla j > r i generycznego L € C{q mamy

(Pys)"HL)N(S x LL) = 0. O
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Oznaczmy przez

Us(V) = {(L1, ... L) €Uyr = (L1, Lj) €Uxs NUys, 1 <5 <r—1},

Ls(V)={(L1,....L,) € Lg : przeciecia Zp; = (Zj—1 — Z7 ;_1) Nker L,

1 < j <r sa whasciwe i niepuste},

gdzie przyjmujemy Zro=V.

Propozycja 1. Zbior Us(V) jest otwartym w topologii Zariskiego i niepustym
podzbiorem Lg oraz

Us(V) € Ls(V).
Ponadto dla L € Us(V') mamy (Z, — Z7 ) NS = 0.

Dowdd. W my$l lematu 1 i 2 mamy, ze zbiér Us(V) jest otwartym w topologii
Zariskiego i niepustym podzbiorem Lg i oczywidcie zawiera sie w Lg(V). To daje
teze. (|

3. KROTNOS¢ ODWZOROWANIA REGULARNEGO W PUNKCIE

Jedli X C CV jest zbiorem algeraicznym oraz f : X — C" jest odwzorowaniem
regularnym, to dla x € X, przez u,(f) oznaczamy krotnosé odwzorowania f w
punkcie x, to znaczy

pa(f) = inf[limsup #(f (£ (v)) N B(x,2))),

Yy—x

gdzie B(z,¢) oznacza kule w CV o érodku z i promieniu e. Ponadto, jedli » ¢ X,
fo przyjmujemy i, (f) = 0.

W przypadku, gdy X jest zbiorem czystego wymiaru, f jest dominujace i x
jest punktem izolowanym wiékna f~1(f(x)), to u.(f) jest krotnoscia *-nakrycia
fla: A= f(AQ), gdzie A C X jest dostatecznie matym otoczeniem punktu z (lemat
3.11 i twierdzenie 3.13 w [M] oraz twierdzenie Andreottiego-Stolla w [L], V.7.2, patrz
tez definicja 3.12 w [M] w przypadku, gdy X jest rozmaitoscig afiniczna,).

Lemat 3 (por. [Why], VILS, twierdzenie 8E). Niech X C CN bedzie zbiorem
algebraicznym, dim X = n i niech f : X — C" bedzie odwzorowaniem regularnym
dominujgcym. Wowczas funkcja

p:X 3 x— py(f) € NU{+oo}

jest konstruowalna algebraicznie @ potciggla z gory. Ponadto dla kazdego x € X
takiego, Ze p.(f) < 400 i dostatecznie malego otoczenia 2 C X punktu x zbidr
f(£2) C C™ jest otwarty i dla kaidego t € f(§2),

pe(f) = >l

we f=1(t)Ng2
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Dowdd. Druga czesé tezy wynika prosto z definicji krotnosci odwzorowania i twier-
dzenia Remmerta o odwzorowaniach otwartych.

Udowodnimy pierwsza, cze$¢. Pokazemy najpierw, ze dla dowolnego zbioru alge-
braicznego nierozktadalnego Z C X istnieje s € NU{+o00} takie, ze dla generycznego
x € Z mamy p,(f) = s. Istotnie, weZmy dowolny zbiér algebraiczny nierozkladalny
Z C X. Niech s = min{u.(f) : = € Z}. Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy
$ < 4o0. Z twierdzenia Chevalley’a ([M], propozycja 2.31), zbiér W = f(Z)
jest algebraiczny i oczywiscie nierozkladalny. Poniewaz s < +oo, wiec istnieje
x € Z taki, ze x jest punktem izolowanym wiékna f~1(f(x)). Stad dostajemy, ze
dim W = dim Z ([M], twierdzenie 3.13). Z propozycji 3.17 w [M] wynika, Ze istnieja
wladciwe podzbiory algebraiczne W' C W, Z' C Z takie, ze f|z\ gz : Z\Z' — W\W'
jest nakryciem nierozgalezionym. Niech Z"” = {z € Z : p,(f) = +oo} oraz 2"
bedzie zbiorem punktéw osobliwych zbioru f=H(W). Oznaczmy Z* = Z'UZ"uZ".
Niech

Zo={x€Z\Z": u.(f) =s}.
Pokazemy, ze
Zo=Z\Z".

Istotnie, niech 2° € Z bedzie takim punktem, ze po(f) = s. Wéwezas 20 jest

punktem izolowanym widkna f~1(f(z%)). Z lematu 3.11 w [M] istnieje otoczenie
2 C X punktu 20 takie, ze f(§2) C C" jest zbiorem otwartym oraz f|o : 2 — f(§2)
jest odwzorowaniem wilasciwym. Zmniejszajac ewentualnie {2 mozemy zalozy¢, ze
f(£2) jest zbiorem spéjnym oraz f~1(f(z°)) N 2 = {2°}. Wéwcezas z twierdzenia
Andreottiego-Stolla ([L], V.7.2) dostajemy latwo, ze

Z o (f) = s, dla z € 2.

wef~1(f(z))NN2

Stad i z okreslenia s mamy, ze u.(f) = s dla z € 2N Z. To daje, ze zbidr
Zy jest niepusty i otwarty w przestrzeni Z \ Z*. Poniewaz Z \ Z* jest zbiorem
spéjnym ([L], IV.2.9, wniosek 1 z propozycji 3), wiec wystarczy pokazaé, ze Zy jest
zbiorem domknietym w Z\ Z*. Przypu$émy przeciwnie, Ze istnieje punkt skupienia
xt € Z\ Z* zbioru Zy taki, ze p,i(f) > s. Woéwcezas podobnie jak poprzednio
istnieje otoczenie 2 C X punktu z! takie, ze f|o : 2 — f(£2) jest odwzorowaniem
wlasciwym oraz zmniejszajac ewentualnie 2 pokazujemy, ze

Yo ) =pa(f), dazennz
wef~1(f(z))Ne

Stad wynika latwo, ze 1 € Z*. To przeczy przypuszczeniu i daje, ze Zg = Z \ Z*.

Niech X = X;U...UX, bedzie rozkladem zbioru X na sktadowe nierozktadalne.
Z poprzedniego mamy, ze istnieja wlasciwe podzbiory algebraiczne X| C X; takie,
ze funkcja p jest stala w kazdym zbiorze X; \ X/. Biorac skladowe nierozkladalne
zbioru Z = X] U...U X/ i postepujac indukcyjnie dostajemy, ze p jest funkcja
konstruowalna, algebraicznie.
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Powtarzajac powyzsze rozumowanie dostajemy, ze dla kazdego I € Z U {400},
zbiér {z € X : p(x) > 1} jest algebraiczny. To daje, ze u jest funkcja pélciagla z
gory i konczy dowod O

W dalszym ciagu przez A? oznaczamy zbiér wszystkich przeksztalceri afinicznych
CcN — C.
Z lematu 3 dostajemy

Whniosek 1. Jesli Z jest dodatnim cyklem algebraicznym w CN, to funkcja
vz :C">z+——deg, Z €N

jest konstruowalna algebraicznie i potciggla z gory.

Dowdd. Wobec addytywnosci stopnia lokalnego, wystarczy rozwazyé¢ przypadek,
gdy Z =V jest nierozkladalnym zbiorem algebraicznym. Niech £ = dim V. Wezmy
dowolne A € A" i okredlmy funkcje

pa:Voxr— p(Aly) € NU{+o0}.

Jedli kazdy x € V nie jest punktem izolowanym wiékna (Aly)~1(A(z)), to pa(z) =
400 dla x € V. Zalézmy wiec, ze istnieje x € V ktéry jest punktem izolowanym
wiékna (A|y) 1 (A(z)). Wéwezas z twierdzenia 3.13 w [M] mamy, ze Aly : V —
C* jest odwzorowaniem dominujacym ktérego generyczne wlékno jest skoniczone.
Zatem z lematu 3, funkcja pa jest konstruowalna algebraicznie i pélciagta z gory.
Z definicji stopnia lokalnego ([D], §6) mamy, vz = inf gc 4» pa. Wezmy dowolne
l € NU{+o0}. Wéwczas

vz (1, +00) = () wa' (L, +00)).
Ac Ak

Stad, wobec pélcigglosci z géry i konstruowalnoéci funkcji pa dostajemy, ze
V§1(<l,—|—oo>) jest zbiorem algebraicznym. To daje konstruowalnosé algebraiczng
i pélciagloéé z géry funkeji vz. O

Lemat 4. Niech X C CV bedzie zbiorem algebraicznym i g; : X — N, 1 <i <r,
uktadem odwzorowan konstruowalnych algebraicznie i pétciaglych z gory. Wowczas
odwzorowanie g = (g1, ..., gr) : X — N" jest konstruowalne algebraicznie i pélciagle
z gory, gdzie w N" rozwazamy porzadek leksykograficzny. Inaczej, dla dowolnego
I € N" oraz zbioru N} wszystkich J € N" nie poprzedzajacych I, zbidr g=*(N}) jest
algebraiczny.

Dowdd. Dla dowolnego I = (i1, ..., 4,) € N mamy, ze zbiér

r+1 j—1
oy = (gjl«z'j £1400) 0 gll<<z'l,+oo>>),
j=1 =1
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przy oczywiste] konwencji dla j = 11 j = r + 1, jest algebraiczny. To daje, ze g
jest odwzorowaniem konstruowalnym algebraicznie i pdlciaglym z géry w porzadku
leksykograficznym. O

Wykorzystujac wniosek 1 udowodnimy twierdzenie 2.

Dowdd twierdzenia 2. Dla dowolnego H € Hg(V) wezmy odwzorowanie
v S>3z (deg, Z}?l, ...,dengfI,r).

Poniewaz Z PSI ; Jest dodatnim cyklem algebraicznym lub cyklem zerowym, wigc w
my$l wniosku 1, wszystkie funkcje vy ; : S 3 z —— deg, Zf[,j sa, konstruowalne
algebraicznie i pélciagle z gory. Stad i z lematu 4 mamy, ze vy jest odwzorowaniem
konstruowalnym algebraicznie i pélciagltym z géry w porzadku leksykograficznym.

Z definicji odwzorowania ¢ mamy ¢ = min, vg. Stad wynika, ze dla dowolnego
HeHs(V)
I eN",

o -1
N = () vE Ny,
HeHs(V)
jest zbiorem algebraicznym, wiec g jest odwzorowaniem konstruowalnym algebra-
icznie i pélciagltym z géry w porzadku leksykograficznym. (]
4. 7ZBIOR PRZECIEé ZBIORU ALGEBRAICZNEGO UKLADEM HIPERPLASZCZYZN
Zgodnie z propozycja, 1, dla kazdego L = (Lq,...,L.) € Lg(V) mamy ciag
przecie¢ wlasciwych
ZL,j = (ZL,j—l — Zg,j—l) ﬂkerLj, 1< j < r, gdzie ZL,Q =V
oraz ciag cykli przecie¢ wlasciwych

Zr;=(ZL1—- 27 ;1) (kerL;), 1<j<r, gdzeZ,0=V.

Oznaczmy M7 = Lg x C x A¥=7 1 < j < r, gdzie A¥~7 jest zbiorem wszystkich
odwzorowan afinicznych CN — C*~J. Dla L € Lg, przez L, ..., L, oznaczamy jego
wspoétrzedne, to znaczy L = (L4, ..., L,).

1. Zbiér przecieé¢ Zy ;. Niech 1 < j <,
V= {(z,L,&,A) € CN x M7 : (z,Ly,....,Lj_1) € X77', Lj(z) =€, A(z) =0}

oraz

VIS (x, L€ A) —s (L6, A) € MY,

Stosujac lemat 1, latwo sprawdzamy, ze V7 jest zbiorem algebraicznym nierozkla-
dalnym oraz dim Vi = dim M7 dla 1 <j<r.
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Wihasno$é 1. (i) 7/ jest odwzorowaniem dominujacym, ktérego generyczne widkno
jest skoriczone i niepuste.
(i3) Dla kazdego L € Us(V), A € A*~9 mamy

(7)) "M (L,0,A) = (Z1; N ATH(0) x {(L,0, A)}.
(iii) Dla kazdego L € Us(V) i generycznego A € A*=7,
0 < #(m)"HL,0,A) < 0.

W szczegdlnosci dla kazdego x € Zy, j i generycznego A takiego, ze (x,L,0, A) € VI
mamy, ze punkt (x,L,0,A) jest izolowanym punktem wtékna 7~*(L,0, A).

Dowdd. 7 lematéw 11 2 dostajemy, ze przy ustalonym 1 < j < r oraz L € Ug(V),
dla generycznego A € A*~7 odwzorowanie (V \ S) Nker L1 N...Nker L;_1 3 x
(Lj(z), A(z)) € C x C*~7 jest dominujace i ma generyczne wiékno skoticzone. Stad
tatwo dostajemy (i). Czesci (ii) oraz (iii) wynikaja bezposrednio z lematu 2. O

2. Pewne funkcje konstruowalne. Niech

Fi={(z,L) e CY xUs(V) : (x, Ly, ....,L;) €Y} dlal<j<r,
Fo={(x,L) e CN xUs(V) : (2, Ly, ..., L) € X7} dlal<j<r—1.

Wiasnosé 2. Funkcje

W F > (x,L) — (w,L,%l,gl)er H(m,L,O,A)(Wj) eN dial<j<m,

5 F) > (v, L) — i iVeN dlal<j<r—1.
oS53 (@ L) omin 0,4 (T) al<j<r

saq konstruowalne algebraicznie i potciggte z gory.

Dowdd. Pokazemy teze dla 7. Dla 776 dowdéd przebiega analogicznie.

Oznaczajac C = {(z,L,&, A) € V/ : € =0}, z lematu 3 dostajemy natychmiast,
7e i C D w— py(m7) jest funkcja konstruowalna algebraicznie i pélciagha z géry.
Dla kazdego A € A*~7 niech C4 = {(x,L,0,a) € C: a = A— A(z)}. Wéwczas
C'4 jest $ladem zbioru algebraicznego w C. Zatem funkcja plc, jest konstruowalna
algebraicznie i pélciagta z géry. Ponadto przyporzadkowanie F7 > (x, L) — A —
A(z) € A7 jest odwzorowaniem regularnym. Stad wynika, ze funkcja n4 : F7 >
(x,L) — p(x,L,0,a) € NU {400} jest konstruowalna algebraicznie i pélciagla z
géry. Poniewaz 1/ = inf s 4x—; na, wiec n? jest funkcja konstruowalna algebraicznie
i pélciagta z gory. O

Przyjmijmy dodatkowo 7/(z,L) = 0, gdy (z,L) ¢ F/ oraz n(x, L) = 0, gdy
(x,L) & F}.
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Whniosek 2. WesZmy dowolny (x,L) € FI. Woéwczas dla A € A7 takiego, Ze
A(z) =0 mamy

W (2, L) = figa,1.0,4)(17) = ATH0) N Ca(Zp,) = {=}.

Ponadto jesli Tr j = (Zr ;-1 — Zf,j_1) - (ker Lj), to

(2) ﬁj(l"»L) = degz 7~L,j < degm ZLJ’ 1<j<r
(3) né(z,L) = degm(n,j - 729,_7) < degr(zlqj - Zg,j)7 1< ] <r-— 17 € g S.

W szczegélnosci n? (z, L) =l (z, L) dla L € Us(V), z &€ S.

Dowéd. Ostatnia czesé tezy wynika bezposrednio z definicji F7 i ]-"g. Nieréwnosci w
(2) i (3) wynikaja prosto z definicji ciagu cykli przecieé¢ Zr, ;. Udowodnimy réwnosci
w (2)1(3).

Udowodnimy najpierw réwnos¢ w (2) dla j = 1. Poniewaz T, 1 =V - (ker Ly),
wiec aby obliczy¢ stopien deg, 71,1, wystarczy (wobec twierdzenia 6.3 w [D]) wziaé
podprzestrzen afiniczna A~1(0) ¢ CV, gdzie A € A*~! wymiaru N —k+1 taka, ze
A=H0)NC,(VNker Ly) = {z} i obliczy¢ krotnosé przeciecia wladciwego izolowanego

V- (ker L) - A7 (0) = V - ((ker L;) N A7Y(0))

(patrz twierdzenie 5.1 z [D]). Wéwcezas dla generycznego A € AF~J takiego, ze
A(x) = 0, mamy
deg, T1 = i(V - (ker Ly N A7*(0)), z),

gdzie prawa strona oznacza krotno$¢ wlasciwego przeciecia izolowanego zbioréow
analitycznych V i ker L; N A~%(0) w punkcie z (definicja 3.4 w [D]). WeZmy dowolne
otoczenie ograniczone 2 C CV punktu x takie, ze VNker L1NA~Y(0)N2 = {z}. Z
powyzszego, istnieje otoczenie A C M7 punktu (L, 0, A) takie, ze dla generycznego
(1,€,a) € A, przeciecie V N (I71(€) Na=1(0)) jest transwersalne. Stad i z definicji
krotnosci przeciecia wlasciwego izolowanego (patrz [Wi], Section 4) mamy, ze

(V- (ker Ly N ATY(0)), 2) = pya,z.,0,4) (1) = 0 (, L).

Poniewaz Z; = T1, wiec deg, T; = deg, Z;. Stad dostajemy (2) w przypadku j = 1.
W szczegélnosei jesli A1(0) N Co(V Nker Ly) = {x}, to n'(z, L) = pu,r,0,4)(7h).
7 powyzszego, uwzgledniajac twierdzenie 6.3 z [D] dostajemy implikacje przeciwna.
Mamy wiec pierwsza, czes¢ tezy dla j = 1. Analogicznie pokazujemy (2) i pierwsza
czesé tezy dla pozostatych 2 < j <.

Niech teraz = ¢ S. Udowodnimy réwnosci w (3). Z definicji funkcji 7 i 77 i
lematu 3 dostajemy, ze dla kazdego A € A*~J takiego, ze A1 (0)NC(Z1 ;) = {z}
istnieja, dowolnie male otoczenia © € 2 € CN, A € A ¢ AFJ takie, ze dla
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generycznego a € A (to znaczy a~1(0) przecina transwersalnie Z L,; 1 nie przecina
Z f’ ;N §2) mamy

773($7L) = Z Ug(waL) = Z Uj(waL)~

weNRN(ZL,;— 23 ;) weNRNZr, j\S
a(w)=0 a(w)=0

Analogicznie, dla generycznego a € A mamy

deg,(Tr,; — TLS]) = Z deg,, (Tr,; — 7-LSj) = Z deg,, TL.;-
weRN(Zy, ;— 23 ;) weENNZL,j\S
a(w)=0 a(w)=0
7 powyzszego i z (2) dostajemy (3). O

5. DOwOD TWIERDZENIA 1
Udowodnimy teraz twierdzenie 1. Dokladniej pokazemy

Propozycja 2. Istnieje otwarty w topologii Zariskiego i niepusty podzbior L{gé(V)
C Us(V) taki, ze dla kazdego L € ngf(V), wszystkie wspotczynniki cykli

Zr;—-27;, 1<j<r-1

saq rowne 1.

Dowdd. Oznaczmy przez UZ (V) zbiér wszystkich L € Us(V) spehiajacych teze
propozycji. Pokazemy najpierw, ze zbiér Uz (V) jest gestym podzbiorem Lg(V).

Podobnie jak w dowodzie lematu 1, dla L € Lg, przez L* oznaczamy jedyng
funkcje liniowa, L* : C™ — C taka, ze L*(y) = L(z,y) dla x € C", y € C™. Niech
I' = p(V) C C™. Pokazemy najpierw, ze dla generycznej funkcji L € L}, przeciecie
I N ker L* jest transversalne (to znaczy dla kazdej sktadowej nierozktadalnej I'y
zbioru I' Nker L* istnieje y € I, ze I" przecina ker L* transversalnie w punkcie y).
Istotnie, niech

Ca(I') ={(y,v) eI'xCm: v e CyI)}.

W mysl twierdzenia 5.1 z [Why], C4(I") jest nierozktadalnym zbiorem analitycznym.
Ponadto dim Cy(I") = 2r. Latwo sprawdzamy, ze jest to zbidr algebraiczny. Niech

W ={(y,v,L) € C4(I") x LE : L*(y) = L*(v) = 0}.

Biorac rzutowanie W 3 (y, v, L) — (y,v) latwo pokazujemy (poniewaz r > 1), ze
dim W < 2r+m—2. Zlematu 1 dostajemy, ze rzutowanie Il : W 3 (y,v, L) — L €
L% jest odwzorowaniem dominujacym. W konsekwencji dla generycznego L € L}
mamy dim IT-}(L) < 2r—2. To, wobec definicji zbioru W daje, ze dla generycznego
Le Els przeciecie I'Nker L* jest transversalne. Z powyzszego tatwo wynika, ze dla
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generycznego L € L} przecigcie V Nker L jest transversalne w CV \ S. Powtarzajac
indukcyjnie powyzsze rozumowanie dostajemy, ze Ug (V) jest gestym podzbiorem
zbioru Lg(V).

Stad, uwzgledniajac wniosek 2, wobec poélciaglosci z géry funkcji 776 dostajemy,
ze funkcje ng przyjmuja warto$¢ réwna 1 na otwartych w topologii Zariskiego i
niepustych podzbiorach D7 zbioréw ]—'g . Wobec nierozkladalnosci ]—'g (patrz lemat 1
i definicja zbioru }"g ) mamy, ze D7 jest gestym podzbiorem fg . Rzuty zbioréw D’ sa,
otwartymi podzbiorami Lg (z twierdzenia Remmerta o odwzorowaniach otwartych).
Zatem, w mysl wniosku 2, istnieje zbiér otwarty w topologii Zariskiego i niepusty
Z/lgf(V) CUZ (V) taki, ze dla L € M;(V), wszystkie wspétczynniki cykli 77, ; — 7'Léjj,
1 <7 <r—1saréwne 1. Stad i z definicji ciagu Z;, ; dostajemy tezg. O

6. DowOD TWIERDZENIA 3

Niech ,
VS xUL(V) D (w, L) — deg, 27, 1< <

Pokazemy, ze funkcje 17 sa konstruowalne algebraicznie i pélciagle z gory. Jedli
j =, to z twierdzenia 1, wniosku 2 i lematu 2 mamy, ze v/ (z, L) = 7/ (z, L), wiec
powyzsza obserwacja wynika z wlasnosci 2.

Zalézmy teraz, ze 1 < j <r — 1. Niech

& ={(x,L,A) € CN x UL (V) x A*7: (x,L) € F), A(z) =0},

IV : & 5 (x,L,A) —s (L, A) e UL (V) x AFI

oraz

& Fl s (z,L) — i . II’) € N.
0 (z,L) (I’erlfglegj 274 ,L,A)( )

Podobnie jak we wlasnosci 2 pokazujemy, ze 87 jest funkcja, konstruowalna, alge-
braicznie i polciagla z gory. Ponadto z definicji zbioru F} dostajemy latwo, ze dla
(z,L) € Fy mamy &7 (z, L) = deg,(Z1; — Z7 ;) Stad i z twierdzenia 1 mamy

(4) (w(va) :degz(zL,j 725,3‘)'

Ponadto jesli A € A¥=7 A=1(0) N C,(ZL,; — nyj) ={z}, to

(5) 59 (2, L) = piga, ) ().

Polézmy dodatkowo 87 (z, L) = 0, gdy (x, L) & .7-"3. Z wniosku 2 i poprzedniego, dla
xS, Leu(V)mamy

vz, L) = (x,L) — & (z, L),

czyli 19 jest funkcja, konstruowalna algebraicznie.
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Wezmy dowolny (z,L) € F) i niech A € A¥~J bedzie takie, ze A~'(0) N
C.(Zr,j) = {x}. Wéwczas dla dowolnie malego otoczenia 2 C CV punktu z
istnieje otoczenie A C U;(V) x AF=7 punktu (L, A) takie, ze dla generycznego
(l,a) € Aoraz w € a=*(0) N Zp, ; N 2 mamy a=1(0) N Cy(Z;,;) = {w}. W konsek-
wencji, z lematu 3, wniosku 2 i (5), dla generycznego (I,a) € A mamy

(e, L) =& (x,L)= Y - Y &(w,l)

weENNZy ; weENNZy ;
a(w)=0 a(w)=0

Stad, z wniosku 2 i (4) dla generycznego (I,a) € A mamy

(6) v (x,L) = Z deg,, ij.
wENNZY;
a(w)=0

Zmniejszajac ewentualnie A i dla kazdego (I,a) € A powtarzajac (6) we wszystkich
punktach w € a=1(0) N Zl*?j N 2 dostajemy, ze (6) zachodzi dla kazdego (I,a) € A.
Stad latwo dostajemy pélciaglosé z géry funkeji v/7.

Reasumujac twierdzenie 3 wynika natychmiast z lematu 4 i wniosku 3 w [AR].
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THE GENERIC INTERSECTIONS OF ALGEBRAIC SET BY HYPERPLANES

Summary. Let V C CV be an algebraic set and S be a linear subspace of C¥.
In the paper we show that the intersection index in the Tworzewski sense of V' and
S at a point x € VNS is attained on the generic system of hyperplanes containing

S.
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