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O WLOKNACH
ODWZOROWAN WIELOMIANOWYCH

S. Spodzieja (L6dz)
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Niech f = (f1,...; fm) : C* — C™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym. W
pracy pokazujemy, ze badanie widkien tego odwzorowania mozna sprowadzi¢ do
przypadku, gdy m < n (twierdzenie 1). Twierdzenie to ma zastosowanie w osza-
cowaniu wykltadnika Lojasiewicza. Jedli #f71(0) < oo, to wyktadnik Lojasiewicza
w nieskoriczonosci odwzorowania f okreslamy jako najwieksza, liczbe v € R taka,
ze istnieja C > 0, R > 0, ze

2l > R = Clz|” < [f(2)],

gdzie | - | oznacza norme policylindryczna. Wykladnik ten oznaczamy Lo (f).

Kolldr w pracy [K] podaje oszacowanie od dotu wykladnika Lojasiewicza w
nieskoficzonosci odwzorowania f. Mianowicie jesli #f71(0) < oo, d; = deg f;
oraz dy > ... >d,, >0, to

Ay —dy...dm, gdy m <n

() £t 2

dpm —dy...dp_1dy  gdy m > n.
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Kolldr dowodzi tylko pierwszej czedci nieréwnosci. Twierdzi (bez uzasadnienia), ze
druga nier6wnosé¢ wynika z pierwszej. Dowdd tego faktu wynika bezposrednio z
twierdzenia 1 (patrz wniosek 2).

Podajemy réwniez odpowiedz na pytanie Profesora Ploskiego dotyczace oszaco-
wania stopnia globalnego wlékna odwzorowania f (wniosek 3).

1. GEOWNE TWIERDZENIE

W paragrafie tym podamy gléwne twierdzenie pracy i wnioski z niego wynikajace.

Niech w dalszym ciagu

(1) f:(f177fm)cn_>cm

bedzie odwzorowaniem wielomianowym takim, ze deg f; > 0, dla j =1, ...,m.

Twierdzenie 1. Niech f bedzie odwzorowaniem wielomianowym postaci (1), gdzie
m >n > 1. Wéwczas istnieje odwzorowanie g = (g1, ...,gn) : C* — C™ postaci

m—1

(2) gi=fi+ Z ajifj, dlai=1,..,n—1, In = fm,

j=n

gdzie aj; € C takie, Ze wtdkno f71(0) jest suma pewnych sktadowych nierozkta-
dalnych witékna g=*(0). Jesli dodatkowo #f~1(0) < oo, to f~1(0) C g=*(0) oraz
#971(0) < o0.

Dowdd tego twierdzenia podamy w punkcie 2.
7 tego twierdzenia dostajemy tatwo trzy wnioski.

Whniosek 1. Niech [ bedzie odwzorowaniem wielomianowym postaci (1), gdzie
m >n > 1 oraz #f71(0) < oco. Woéwczas istnieje odwzorowanie wielomianowe
g=1(g1,---s9n) : C* = C™ postaci (2) takie, zZe

#97'(0) < o0

oraz

Loo(f) > Lec(g)-

Dowdd. Niech w myél twierdzenia 1, ¢ = (g1,...,9n) : C* — C™ bedzie od-
wzorowaniem wielomianowym postaci (2) takim, ze #¢ 1(0) < oo. Niech f =
(915 s Gy s ooy fm—1) + C* — C™. Latwo zauwazy¢, ze f = Lo f, gdzie L jest

nieosobliwa liniows, zamiana zmiennych w C™. Zatem Lo (f) = Loo(f). Oczywiscie
dla z € C™ mamy |f(z)| > |g(2)|, wiec Loo(f) > Loo(g). Reasumujac mamy teze.
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Whiosek 2. Nierdwnosé Kollara () wystarczy udowodnié w przypadku m < n.
Dowdd. Dla m > n nieréwno$é (x) dostajemy z wniosku 1 i pierwszej czesci nie-

réwnosci (x), bowiem wéwczas degg; < dj dla j =1,...,n — 11 deggm = dpm.

Niech V' bedzie zbiorem algebraicznym oraz V = V; U... UV} rozkladem zbioru
V' na skladowe nierozkladalne. Stopniem globalnym zbioru V nazywamy liczbe

0(V)=degVi + ...+ deg V4.

Wniosek 3. Niech f bedzie odwzorowaniem wielomianowym postaci (1), d; =
deg fj, j=1,....m,d1 > ... > dp > 0. Wowczas

di...dy, gdym<n

(3) S(F1(0) < {

dy...dpn_1dy gdy m > n.

Dowdd. Ze wzoru (4) w [L], VII,11,8, wynika, ze

S(f7H0)) < 3(f7H(0)) .. 8(f,,(0)) < deg f1 ... deg fm.

Stad dostajemy pierwsza czesé (3). Niech teraz m > n. Jedli n = 1, to teza
jest oczywista. Niech wiec n > 1. Wowczas z twierdzenia 1 wynika, ze istnieje
odwzorowanie wielomianowe g = (g1, ..., gn) : C* — C" takie, ze

(4) degg; <d; dlaj=1,..,n—1, deg g, < d,

oraz f~1(0) jest suma pewnych skladowych nierozktadalnych zbioru g=1(0). W
my$l pierwszej czesci 6(g71(0)) < deggi ...degg,. Stad i z (4) dostajemy druga,
cze$é nieréwnosci (3).

2. DowOD TWIERDZENIA 1

Udowodnimy najpierw trzy lematy.

Przez G, (C™) oznaczamy przestrzeri Grassmanna k-wymiarowych podprzestrze-
ni liniowych przestrzeni C™, k < m (patrz [L], B,§6). Niech A;(C™) C G(C™)
bedzie zbiorem wszystkich tych k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych przestrze-
ni C™, ktére mozna przedstawi¢ w postaci

(5) Ha = {(wl, ,wm) eC™: wy + Z Wy = O, j = ]_, ey T — k},
i=m—k+1

gdziea = (aj;:i=m—k+1,..m, j=1,..,m—k)€CN N==k(m—k).
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Lemat 1. Ai(C™) jest otwartym i gestym podzbiorem Gr(C™), o dopelnieniu al-
gebraicznym.

Dowdd. Wystarczy zauwazyé, ze Ax(C™) jest zbiorem wszystkich podprzestrzeni
liniowych C™ postaci

(6) H = {(w1,...,wy,) € C™: Zaj’iwi =0,j=1,....,m—k},
i=1

gdzie aj; € C, j =1,....,m—k, i =1,...,m sa takie, ze

(7) det[ozj,i]j7i:17,,,7m_k 7é 0.

Istotnie, kazda przestrzen liniowa postaci (5) jest oczywiscie postaci (6). Niech

H bedzie podprzestrzenia liniowa, C™ postaci (6) oraz A = [a;:]j.i=1,....m—k, B =

[aj,i] imlmek Niech w' = (w1, ooy Win—), W = (Win—gt1, -, Wn). Wowezas z
i=m—k+1,....m

(7) mamy, ze A jest macierza, odwracalna, wiec

H={w=(v,w") € C" % x C*": Av' + Buw" = 0}
={w = (v, w") € C"* x C": w' + A" Buw" =0} € A,(C™).

To konczy dowdd.

Lemat 2. NiechV C C™ bedzie zbiorem algebraicznym wymiaru s. Jesli s+k < m,
to istnieje otwarty i gesty podzbior U C Ax(C™) taki, ze dla kazdego H € U zachodzi

HNV c{0}.

Dowdd. Niech I' bedzie domknieciem zbioru {z - C : z € V}. Jest to oczywiscie
podzbiér algebraiczny przestrzeni P™~1(C) wymiaru co najwyzej s. Zatem z lematu
1 i wniosku w [L], VII,11,8 dostajemy teze.

Lemat 3. Niech V C C™ bedzie zbiorem algebraicznym wymiaru s. Jesli s+k = m,
to istnieje otwarty i gesty podzbior U C A, (C™) taki, ze dla kaidego H € U zachodzi

#HNV) < 0.

Dowdd. Niech Iy = {z € V :2-C C V}, In = {x-C: z €Iy} C P"(C),
I'={z-C:xzeV}. I'iIy saoczywiscie podzbiorami algebraicznymi P™~1(C),
co wiecej dim I} < s oraz dim I' < s. Zatem stosujac lematy 1, 2 i Proposition 9 w
[L], VIL,11,8 dostajemy teze.

Dowdd twierdzenia 1. Dla dowolnego a = (a5 : j=n,..m—1,i=1,..,n—1) €
CN, gdzie N = (n — 1)(m — n) okre§lmy odwzorowanie g, = (g1, ..., gn) : C* — C"
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postaci (2). Niech W C C™ bedzie domknieciem zbioru f(C") oraz k = dim W.
Oczywiscie k < n. Niech V = {(w1, ..., wp,) € W : w,, = 0}. Mamy dwa przypadki

1°. k < n. Poniewaz deg f,, > 0, wiec dim V' < n—1. Zatem z lematu 2, istnieje
a€CN zedla H, € Ap_pn_1(C™1) mamy

V A (H, x {0}) C {0}.

Woéwezas biorac g = g, mamy, ze f~1(0) = g~1(0), co daje teze w tym przypadku.
2°. k =n. Woéwczas dimV < n — 1. Niech

I'={weV:dimf~Hw) > 0}.

Jest to w mysl [M], Corollary 3.16 i Proposition 2.31 zbiér algebraiczny. Ponadto
dim I < n—1, gdyz w przeciwnym przypadku z okreslenia zbioru I" i [M], Corollary
3.15 mieliby$my

n < dim f~1(I) < dim f~(V) < n,

co jest niemozliwe. Zatem z lematéw 1 i 2, istnieje o € CV, ze dla
Ha S Amfnfl((cmil) mamny

(8) #(V N (Ho x {0})) <00
(9) (I'N (Ha x {0})) < {0}

Niech wobec (8), V N (Hy x {0}) = {#1, ..., zp}. Woweczas

921 (0) = fH(z) U U F ().

Zatem biorac g = g, mamy, ze f!(0) jest suma pewnych sktadowych nierozkta-
dalnych zbioru g=1(0). Jesli #f71(0) < oo, to w my$l (9) kazdy zbiér f~1(z1),...,
71(2,) jest skoticzony. To daje teze w tym przypadku i koticzy dowéd twierdzenia 1.
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ON FIBRES OF POLYNOMIAL MAPPINGS

Summary. We show that investigations of fibers of polynomial mappings f :
C™ — C™ can be reduced to the ones, where m < n (theorem 1). From this
fact we obtain the Kollar’s inequality for the Lojasiewicz exponent in the case of
polynomial mappings f such that m > n. Moreover, we prove a Ploski’s hypothesis
on an estimation of the global degree of fibres of polynomial mappings.
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