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GEOMETRYCZNA INTERPRETACJA PODKLAS

KLASY FUNKCJI GWIAŹDZISTYCH

J. Sokó l, Z. Stankiewicz (Rzeszów)

Niech S oznacza klase
‘

funkcji jednolistnych w kole E = {z : |z| < 1},
unormowanych warunkiem f(0) = f ′(0) − 1 = 0.

Przez g oznaczamy funkcje
‘

konforemnie odwzoruja
‘
ca

‘
ko lo E na obszar G

jednospójny, wypuk ly i taki, że 0 ∈ ∂G; 1 ∈ G.
Dla danej ustalonej funkcji g tworzymy zbiór:

(1) Sg =

{
f ∈ S :

zf ′(z)

f(z)
≺ g(z), z ∈ E

}
,

gdzie symbol ≺ oznacza podporza
‘
dkowanie obszarowe.

Dobieraja
‘
c odpowiednia

‘
funkcje

‘
g możemy w ten sposób otrzymać wiele

znanych klas funkcji lub określić nowe.
Oto kilka przyk ladów:

10 Gdy g(z) = 1+z
1−z , z ∈ E, to zf ′(z)

f(z) przyjmuje wartości leża
‘
ce w prawej

pólp laszczyźnie, Sg oznacza zatem znana
‘
klase

‘
funkcji gwiaździstych wzgle

‘
-

dem pocza
‘
tku uk ladu wspó lrze

‘
dnych; Sg = S∗.

20 Jeśli g(z) =
(

1+z
1−z

)α
, z ∈ E, α ∈ (0, 1⟩, to wyrażenie zf ′(z)

f(z) przyjmuje

wartości leża
‘
ce wewna

‘
trz ka

‘
ta | argw| < απ

2 . Sg oznacza wie
‘
c klase

‘
S∗(α)

funkcji α-ka
‘
towo gwiaździstych wprowadzona

‘
i badana

‘
przez J. Stankiewicza

(patrz np. [4]).

30 Gdy g(z) = M(1+z)
M+(1−M)z , z ∈ E, M > 1/2, to zf ′(z)

f(z) przyjmuje wartości

z ko la |z − M | < M , co oznacza, że otrzymujemy klase
‘
S∗
M wprowadzona

‘
i

badana
‘
przez W. Janowskiego (patrz np. [2]).
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40 Jeżeli g(z) = 1 − iα
π ln 1+ze

α−1
α

πi

1+ze
1−α
α

πi
, α > 1, z ∈ E, to wyrażenie zf ′(z)

f(z)

przyjmuje wartości leża
‘
ce w pasie 0 < Rew < α. Klase

‘
Sg oznaczymy przez

S∗(0, α).

50 Dla funkcji g(z) = 1+ 4
π2

(
ln 1+

√
z

1−
√
z

)2
, z ∈ E, gdzie Im

√
z > 0 lub 0 ≤

√
z <

1, funkcjona l zf ′(z)
f(z) spe lnia warunek |w − 1| < Rew + 1. Klasa Sg uzyskana

w tym przyk ladzie pokrywa sie
‘

z klasa
‘
S∗
p wprowadzona

‘
przez F. Rønninga

([3]).

60 Gdy g(z) =
√
z + 1, Re

√
z + 1 ≥ 0, to zf ′(z)

f(z) przyjmuje wartości leża
‘
ce

w prawej po lówce lemniskaty Bernoulliego |w2 − 1| < 1. Klase
‘
Sg w tym

przypadku oznaczymy przez S∗
L.

Maja
‘
miejsce naste

‘
puja

‘
ce relacje:

S∗(α) ⊆ S∗; S∗
M ⊆ S∗; S∗(0, α) ⊆ S∗; S∗

p ⊂ S∗; S∗
L ⊂ S∗; S∗

L ⊂ S∗(1/2).

Klasy S∗ i S∗(α) maja
‘
znane interpretacje geometryczne.

W niniejszym komunikacie podamy interpretacje geometryczne dla po-
zosta lych przyk ladów klas funkcji. Uzyskane wyniki bazuja

‘
na naste

‘
puja

‘
cym

twierdzeniu (patrz [1]).

Twierdzenie A. Niech g be
‘
dzie odwzorowaniem konforemnym g : E

na−→
G, gdzie G jest obszarem jednospójnym, wypuk lym i takim, że 0 ∈ ∂G,
1 ∈ G. Niech Θ oznacza taka

‘
liczbe

‘
, że limr→1− g(reiΘ) = 0 oraz w0 =

limr→1− f0(reiΘ), gdzie f0 dla z ∈ E spe lnia równanie zf ′
0(z)

f0(z)
= g(z). Wtedy

f ∈ Sg ⇒
{
∀w, w ∈ ∂f(E) ⇒ f(E) ⊆ w

1

w0
f0(E)

}
.

O funkcjach f ∈ Sg spe lniaja
‘
cych powyższe twierdzenie be

‘
dziemy mówili,

że sa
‘

(Q,w0)-osia
‘
galne, gdzie Q = f(E).

Przyjrzyjmy sie
‘

jak wygla
‘
da (Q,w0)-osia

‘
galność we wszystkich wprowa-

dzonych przypadkach.

Ad. 10 w0 = −1/4. Obszar Q jest ca la
‘

p laszczyzna
‘

z wy la
‘
czenie pó lpro-

stej ∂Q = {w ∈ C; Imw = 0 ∧ Rew < −1/4}. Oznacza to, że dla każdego
w ∈ ∂f(E) pó lprosta w

w0
∂Q nie ma punktów wspólnych z obszarem f(E), co

pokrywa sie
‘

z interpretacja
‘
geometryczna

‘
klasy S∗.

Ad. 20 Brzegiem obszaru 1
w0

Q sa
‘
symetryczne wzgle

‘
dem osi rzeczywistej

 luki spiral logarytmicznych o stromości równej ctgα, tzn. tworza
‘
ce ze soba

‘ka
‘
t (1 − α)π. Oznacza to, że dla każdego w ∈ ∂f(E) obszar f(E) nie ma

punktów wspólnych z ka
‘
tem o wierzcho lku w i rozwartości (1−α)π, którego

dwusieczna przechodzi przez pocza
‘
tek uk ladu wspó lrze

‘
dnych ([3]).
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Ad. 30

Twierdzenie 1. Jeżeli f ∈ S∗
M , M > 1/2, to ∀w, w ∈ ∂f(E) ⇒ f(E) ⊂

w
w0

f0(E), gdzie

f(z) =

{
zez dla M = 1,

z
[
1 + 1−M

M z
] 2M−1

1−M dla M ̸= 1,

w0 = f0(−1) =

{
−e−1 dla M = 1,

−
(
2M−1

M

) 2M−1
1−M dla M ̸= 1,

dla z ∈ E.

Twierdzenie 1 mówi, że funkcje klasy S∗
M sa

‘
(Q,w0)-osia

‘
galne z obszarem

Q, którego brzeg jest krzywa
‘

w = f0(eiΘ) =

{
exp(cosΘ + i(sinΘ + Θ)) dla M = 1,

eiΘ
(
1 + 1−M

M eiΘ
) 2M−1

1−M dla M ̸= 1,

gdzie Θ ∈ ⟨0, 2π).

Ad. 40

Twierdzenie 2. Jeżeli f ∈ S∗(0, α), α > 1, to ∀w, w ∈ ∂f(E) ⇒ f(E) ⊂
w
w0

f0(E), gdzie

f0(z) = z exp

{
2α

π

∞∑
n=1

(−1)n+1 z
n

n2
sin

(
α− 1

α
πn

)}
, z ∈ E,

w0 = − exp

{
2α

π

∞∑
n=1

1

n2
sin

(
α− 1

α
πn

)}
= f0(−1).

Twierdzenie 2 mówi, że funkcje klasy S∗(0, α) sa
‘

(Q,w0)-osia
‘
galne z ob-

szarem Q o brzegu opisanym równaniem w = f0(eiΘ), Θ ∈ ⟨0, 2π).
Obserwacja komputerowych wykresów, dla ustalonego α, krzywych otrzy-

manych z równania w = f0(eiΘ) przez zasta
‘
pienie szeregu - różnej d lugości

odcinkami wykazuje, że podobnie jak dla klasy S∗
M sa

‘
to linie o kszta lcie

zbliżonym do kardioidy.

Ad. 50

Twierdzenie 3. Jeżeli f ∈ S∗
p , to ∀w, w ∈ ∂f(E) ⇒ f(E) ⊂ w

w0
f0(E), gdzie

f0(z) =
16

π2

∞∑
k=1

( ∞∑
m=1

1

4m− 4m2 + 4mk − 1 − 2k

)
zk

k
,

z ∈ E, w0 = f0(−1) ∼= −0, 2852.
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Ad. 60

Twierdzenie 4. Jeżeli f ∈ S∗
L, to ∀w, w ∈ ∂f(E) ⇒ f(E) ⊂ w

w0
f0(E), gdzie

f0(z) =
4

z
(
√
z + 1 − 1)2 exp(2

√
z + 1 − 2), z ∈ E, Re

√
z + 1 ≥ 0;

w0 = f0(−1) ∼= −0, 53.

W przypadku 50, poste
‘
puja

‘
c analogicznie jak dla klas S∗(0, α), otrzymu-

jemy, że obszar Q jest kardioidopodobny.
W przypadku 60 obszar w

w0
Q ma te

‘
w lasność, że styczne wyprowadzone z

punktu w0 tworza
‘
ka

‘
t π

2 . Wynika to z faktu, że S∗
L ⊂ S∗ ( 1

2

)
.

Z Twierdzenia A wyprowadzamy naste
‘
puja

‘
ce wnioski:

Wniosek 1. Jeżeli f ∈ Sg, to K(0, |w0|) ⊂ f(E) ⊂ K(0, |f0(1)|), gdzie K(a, r)
oznacza ko lo o środku a i promieniu r.

Wniosek 2. Liczba |w0| jest sta la
‘

Koebe’go dla klasy Sg.

Oznaczaja
‘
c K(Sg) = |w0|, mamy:

K(S∗) = 1/4;

K(S∗(α)) = exp

∫ 1

0

{[
1 − t

1 + t

]α
− 1

}
dt

t
= exp

{
Γ ′ ( 1

2

)
Γ
(
1
2

) −
Γ ′ ( 1

2 + α
2

)
Γ
(
1
2 − α

2

) } ,

gdzie Γ (t) jest funkcja
‘
Γ -Eulera (patrz [3]);

K(S∗
M ) =


(
2M−1

M

) 2M−1
1−M dla M ̸= 1,

1/e dla M = 1,

1/4 dla M → ∞;

K(S∗(0, α)) =

{
exp

{
2α
π

∑∞
n=1

1
n2 sin

(
α−1
α πn

)}
dla 1 < α < ∞,

1/4 dla α → ∞;

K(S∗
p) ∼= 0, 2852;

K(S∗
L) ∼= 0, 53.

Wniosek 3.
|f(z)| ≤ |f0(1)|, z ∈ E, f ∈ Sg.

Sta
‘
d otrzymujemy oszacowania:

f ∈ S∗
M ⇒ |f(z)| ≤

{
M

1−M
2M−1 dla M ̸= 1, z ∈ E,

e dla M = 1,

f ∈ S∗(0, α) ⇒ |f(z)| ≤ exp

{
2α

π

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n2
sin

(
α− 1

α
πn

)}
, z ∈ E,

f ∈ S∗
p ⇒ |f(z)| ≤ exp

(
28

n2
ζ(3)

)
, gdzie ζ(t) jest funkcja

‘
ζ − Riemanna,

f ∈ S∗
L ⇒ |f(z)| ≤ 4(

√
2 − 1)2e2(

√
2−1), z ∈ E.
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A geometrical interpretation of subclasses
of the class of starlike functions

Summary. Let S stand for the class of functions univalent in the disc E =
{z : |z| < 1} and normalized by the condition f(0) = f ′(0)− 1 = 0. We denote
by g a function mapping the disc E conformally onto a simply connected
convex domain G such that 0 ∈ ∂G and 1 ∈ G.

For a fixed function g, we form the set

(1) Sg =

{
f ∈ S :

zf ′(z)

f(z)
≺ g(z), z ∈ E

}
,

where the symbol ≺ denotes a domain subordination . Choosing a suitable
function g, we can obtain in this way many well-known classes of functions
or define new ones.

In the paper we give geometrical interpretations for a few classes of func-
tions so obtained. The results we obtain are based on a theorem on (Q,w0)-
attainable functions f ∈ Sg where Q = f(E) (Theorem A).
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