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GEOMETRYCZNA INTERPRETACJA PODKLAS
KLASY FUNKCJI GWIAZDZISTYCH

J. Sokol, Z. Stankiewicz (Rzeszéw)

Niech S oznacza klase funkcji jednolistnych w kole £ = {z : |z| < 1},
unormowanych warunkiem f(0) = f'(0) — 1 =0.

Przez g oznaczamy funkcje konforemnie odwzorujaca, kolo E na obszar G
jednospéjny, wypukly i taki, ze 0 € 9G; 1 € G.

Dla danej ustalonej funkcji g tworzymy zbiér:

2f'(2)
1 S,=<f€es:
gdzie symbol < oznacza podporzadkowanie obszarowe.
Dobierajac odpowiednia funkcje ¢ mozemy w ten sposéb otrzymaé wiele
znanych klas funkcji lub okresli¢ nowe.
Oto kilka przyktadow:

1° Gdy g(z) = £, 2 € E, to Z}C(S) przyjmuje wartosci lezace w prawej

pélplaszczyznie, S, oznacza zatem znana, klase funkcji gwiazdzistych wzgle-
dem poczatku uktadu wspétrzednych; S, = S*.

=< g(2), zeE},

1—=z f(2)

wartosci lezace wewnatrz kata |argw| < af. S, oznacza wigc klase S*(«)
funkcji a-katowo gwiazdzistych wprowadzong i badana, przez J. Stankiewicza
(patrz np. [4]).

30 Gdy g(z2) = %, z € E, M > 1/2, to ZJ{ES) przyjmuje wartosci
z kola |z — M| < M, co oznacza, ze otrzymujemy klase S%, wprowadzons, i
badana przez W. Janowskiego (patrz np. [2]).
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20 Jesli g(z) = (1“) , 2 € E, a € (0,1), to wyrazenie 2 () przyjmuje
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a—1

40 Jezeli g(z) = 1 — %ln”zei?, a > 1, z € E, to wyrazenie Z}ng)
14ze o ™

przyjmuje wartosci lezace w pasie 0 < Rew < «. Klase S, oznaczymy przez
S*(0, o).
2
5° Dla funkcji g(z) = 1+ & (m %) L zc B, gdzielm/z>0lub0 < /z <
1, funkcjonat Z}’:gg) spelnia warunek |w — 1| < Rew + 1. Klasa S, uzyskana
w tym przyktadzie pokrywa si¢ z klasa S, wprowadzona przez F. Rgnninga

(3D)-

6° Gdy g(z) = vz +1, Revz+1 >0, to Z}f(g) przyjmuje wartosci lezace
w prawej potéwce lemniskaty Bernoulliego |w? — 1] < 1. Klase S, w tym
przypadku oznaczymy przez S;.

Maja miejsce nastepujace relacje:

S*(a) C 8% S 8% S*(0,a) €S S;C ST S;CSY SpcSH(1/2).

Klasy S* i S*(a) maja znane interpretacje geometryczne.

W niniejszym komunikacie podamy interpretacje geometryczne dla po-
zostalych przyktadéw klas funkcji. Uzyskane wyniki bazuja na nastepujacym
twierdzeniu (patrz [1]).

Twierdzenie A. Niech g bedzie odwzorowaniem konforemnym g : E =%
G, gdzie G jest obszarem jednospojnym, wypuktym i takim, Ze 0 € OG,
1 € G. Niech © oznacza takq liczbe, zZe lim,_ - g(re'®) = 0 oraz wy =

lim,_,,- fo(re'®), gdzie fo dla z € E spelnia réwnanie ZJ{SS((ZZ)) =g(z). Wtedy

fesSy= {Vw, w e If(E) = f(F) C wzij(E)}'
0

O funkcjach f € S, spelniajacych powyzsze twierdzenie bedziemy méwili,
ze sg (Q,wp)-osiagalne, gdzie Q = f(FE).

Przyjrzyjmy sie jak wyglada (Q,wp)-osiagalnosé¢ we wszystkich wprowa-
dzonych przypadkach.

Ad. 19 wy = —1/4. Obszar Q jest cala plaszczyzna z wylaczenie pétpro-
ste] 0Q = {w € C; Imw = 0ARew < —1/4}. Oznacza to, ze dla kazdego
w € Of(E) polprosta -0Q nie ma punktéw wspolnych z obszarem f(E), co
pokrywa sie z interpretacja geometryczng klasy S*.

Ad. 2° Brzegiem obszaru %Q sa, symetryczne wzgledem osi rzeczywistej
tuki spiral logarytmicznych o stromosci réwnej ctga, tzn. tworzace ze soba,
kat (1 — a)m. Oznacza to, ze dla kazdego w € 9f(F) obszar f(E) nie ma
punktéow wspdlnych z katem o wierzchotku w i rozwartosci (1 — a)r, ktorego
dwusieczna przechodzi przez poczatek ukladu wspétrzednych ([3]).
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Ad. 3°

Twierdzenie 1. Jezeli f € S}, M > 1/2, to Vw, w € 0f(E) = f(E) C
= fy(E), gdzie

2e? dla M:17
OVt ¥ e g
M )
f ( ) —6_1 dla M = 17
wn — 1) = 2M—1
0o =fo (21T dla M # 1,

dla z € E.

Twierdzenie 1 méwi, ze funkcje klasy S3, sa (Q,wo)-osiagalne z obszarem
Q, ktérego brzeg jest krzywa,

() exp(cos © + i(sin © + O)) dla M =1,
w = fo e’ = ) ) 2M—1
e® (1+ %619) =M dla M #1,

gdzie © € (0, 2m).
Ad. 4°

Twierdzenie 2. Jezeli f € S*(0,a), o > 1, to Yw, w € 9f(E) = f(F) C
we fo(E), gdzie

Twierdzenie 2 méwi, ze funkcje klasy S*(0,«) sa (Q,wo)-osiagalne z ob-
szarem (@ o brzegu opisanym réwnaniem w = fy(e'®), © € (0, 27).

Obserwacja komputerowych wykreséw, dla ustalonego a, krzywych otrzy-
manych z réwnania w = fy(e'®) przez zastapienie szeregu - réznej dtugosci
odcinkami wykazuje, ze podobnie jak dla klasy S%, sg to linie o ksztalcie
zblizonym do kardioidy.

Ad. 5°
Twierdzenie 3. Jezeli f € Sy, to Vw, w € Of(E) = f(E) C ;- fo(E), gdzie

16 = [ & 1 G
fo(z):p (Z 4m_4m2+4mk—1—2k> &’

k=1 \m=1
€ B, wy= fo(—1)=—0,2852.
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Ad. 6Y
Twierdzenie 4. Jezeli f € S, to Vw, w € 0f(E) = f(E) C 3= fo(E), gdzie

4
fo(z) = (\/z—i—l—l) exp(2vVz+1—-2), z€ E, Revz+1>0;
wo = fo( 1) = —0,53.
W przypadku 5°, postepujac analogicznie jak dla klas S*(0,«), otrzymu-

jemy, ze obszar @ jest kardioidopodobny.
W przypadku 6° obszar =@ ma te wlasnos¢, ze styczne wyprowadzone z

punktu wy tworza kat Z. Wynika to z faktu, ze S; c 5* (3).
7 Twierdzenia A wyprowadzamy nastepujace wnioski:

Wniosek 1. Jezeli f € S,, to K(0,|we|) C f(E) C K(0,|fo(1)]), gdzie K(a,r)
oznacza koto o $rodku a i promieniu r.

Whiosek 2. Liczba |wy| jest statq Koebe’go dla klasy S,.

Oznaczajac K(Sy) = |wo|, mamy:

K(S*) =1/4;

K(S*(a)) =exp/01{ﬁ:;]a_1}it:exp{1;((§)) - ?gjg))}

gdzie I'(t) jest funkcja I'-Eulera (patrz [3]);

(1) 55 dla M #1,

K(Su) =9 1/e dla M =1,

1/4 dla M — oc;
exp{22Y"> | Lsin(=tmn)} dla 1< a < oo,

K(S"(0.0)) = {

1/4 dla o — oo;
K(S2) 2 0,2852;
K(S%) 2 0,53.

Whiosek 3.
@< [fo(W),  zeE, feS,
Stad otrzymujemy oszacowania:
fesyslel<{ M dla M2 sep,
M e dla M =1,

fes (0,a)=|f(z |<exp{ Z "‘*‘17 in<a;17m>}, z € E,

fes,=1f(z)| <exp (ﬁ((i&)) , gdzie ((t) jest funkcja ¢ — Riemanna,

fes;=|f(2) <4V2-1)22V2D e E.
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A GEOMETRICAL INTERPRETATION OF SUBCLASSES
OF THE CLASS OF STARLIKE FUNCTIONS

Summary. Let S stand for the class of functions univalent in the disc F =
{z :]#| < 1} and normalized by the condition f(0) = f/(0) —1 = 0. We denote
by ¢ a function mapping the disc F conformally onto a simply connected
convex domain G such that 0 € 9G and 1 € G.

For a fixed function g, we form the set

2f'(2)
f(2)

where the symbol < denotes a domain subordination . Choosing a suitable
function g, we can obtain in this way many well-known classes of functions
or define new ones.

In the paper we give geometrical interpretations for a few classes of func-
tions so obtained. The results we obtain are based on a theorem on (Q, wo)-
attainable functions f € S, where @ = f(E) (Theorem A).

(1) Sg{fes: < g(2), zGE},
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