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Sumy kwadratów

E. Artin (1927) – rozwiązanie 17-tego problemu Hilberta
Niech R będzie ciałem rzeczywiście domkniętym i niech
R[x] = R[x1, . . . , xn]. Jeśli f ∈ R[x], f(x) > 0 dla wszystkich x ∈ Rn,
to

f · h2 = h21 + · · ·+ h2r,

dla pewnych wielomianów h, h1, . . . , hr ∈ R[x], h 6= 0.

Przykład (T. Motzkin, 1967)
Istnieje nieujemny wielomian f(x1, x2) = 1 + x21x

2
2(x

2
1 + x22 − 3), który

nie jest sumą kwadratów wielomianów.
Znane są również uogólnienia powyższego twierdzenia Artina (również
na zbiorach semialgebraicznych), tzw. Stellensätze:

Real Nullstellensatz (J. L. Krivine, 1964)
Niech I ⊂ R[x] będzie ideałem. Wówczas f(x) = 0 dla x ∈ V (I)
wtedy i tylko wtedy, gdy

f2N + q21 + · · ·+ q2m ∈ I dla pewnych q1, . . . , qm ∈ R[x] i N ∈ N.
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Niech X ⊂ Rn będzie domknietym bazowym zbiorem
semiaglebraicznym, czyli

X = {x ∈ Rn : g1(x) > 0, . . . , gr(x) > 0}, gdzie g1, . . . , gr ∈ R[x]
oraz niech T (g1, . . . , gr) będzie preporządkiem generowanym przez
g1, . . . , gr, czyli

T (g1, . . . , gr) =

 ∑
e=(e1,...,er)∈{0,1}r

seg
e1
1 · · · gerr : se ∈ R[x]2, e ∈ {0, 1}r

 ,

gdzie R[x]2 = {
∑m
i=1 f

2
i : f1, . . . , fm ∈ R[x], m ∈ N}.

Positivstellensatz (G. Stengle, 1974)
Niech f ∈ R[x]. Wówczas f > 0 na X wtedy i tylko wtedy, gdy

s · f = 1 + t dla pewnych s, t ∈ T (g1, . . . , gr).

Nichtnegativstellensatz (G. Stengle, 1974)
Niech f ∈ R[x]. Wówczas f > 0 na X wtedy i tylko wtedy, gdy

s · f = f2N + t dla pewnych s, t ∈ T (g1, . . . , gr) i N ∈ N.
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Problem
Oszacować liczbę r wielomianów i stopień wielomianu h w twierdzeniu
Artina; oszacować liczbę N i stopnie wielomianów q1, . . . , qm oraz
wielomianów s i t w powyższych Stellensätzach.

Schmüdgen Positivstellensatz (K. Schmüdgen, 1991)
Załóżmy, że zbiór semialgebraiczny
X = {x ∈ Rn : g1(x) > 0, . . . , gr(x) > 0} jest zwarty. Wówczas każdy
wielomian f > 0 na X należy do preporządku T (g1, . . . , gr).
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Twierdzenie (M. Schweighofer, 2004)
Dla wielomianów g1, . . . , gm ∈ R[x] definiujących niepusty zbiór

S := {x ∈ Rn : g1(x) > 0, . . . , gm(x) > 0} ⊂ (−1, 1)n,

istnieje stała c ∈ N o następującej własności: każdy wielomian
f ∈ R[x] stopnia d o minimum f∗ = min f(S) > 0 ma postać∑

δ=(δ1,...,δm)∈{0,1}m
σδ · gδ11 · · · gδmm , gdzie σδ ∈ R[x]2,

taką, że σδ = 0 lub deg
(
σδg

δ1
1 · · · gδmm

)
6 cd2

(
1 +

(
d2nd ‖f‖f∗

)c)
dla

wszystkich δ ∈ {0, 1}m.
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Twierdzenie (L. Bröcker, 1984)
Niech V ⊂ Rn będzie afiniczną rozmaitością algebraiczną wymiaru k,

S = {x ∈ V : g1(x) > 0, . . . , gr(x) > 0},

gdzie g1, . . . , gr ∈ R[x1, . . . , xn]. Wówczas istnieje m wielomianów
f1, . . . , fm ∈ R[x1, . . . , xn] takich, że

S = {x ∈ V : f1(x) > 0, . . . , fm(x) > 0}

oraz

m 6

{
2 · 4 · · · k, gdy k jest parzysta
3 · 5 · · · k, gdy k jest nieparzysta.
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Twierdzenie (C. Scheiderer, 2003)
Niech C będzie krzywa afiniczną nad R i niech T (g1, . . . , gr) będzie
skończenie generowanym preporządkiem R[C], dla którego zbiór
semialgebraiczny X = {x ∈ Rn : g1(x) > 0, . . . , gr(x) > 0} jest
wirtualnie zwarty (tzn. istnieją funkcje w R[C] ograniczone na X i
różne od stałej). Niech f ∈ R[C] i f |X > 0 oraz załóżmy, że f ma
skończenie wiele zer z1, . . . , zk ∈ X. Jeśli f ∈ T̂zi dla i = 1, . . . , k (to
znaczy z1, . . . , zk są punktami nieosobliwymi krzywej C), to f ∈ T .
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Główny rezultat
Niech V ⊂ Rn, n > 2, będzie nieograniczonym zbiorem algebraicznym
postaci

V = {x ∈ Rn : g1(x) = 0, . . . , gr(x) = 0}

i niech k > max{deg g1, . . . ,deg gr}. Niech f ∈ R[x], deg f = d > 0.
Załóżmy, że zbiór V ∩ f−1(0) jest zwarty oraz f(x) > 0 dla x ∈ U \ V ,
gdzie U ⊂ Rn jest pewnym otoczeniem V . Wówczas istnieją
wielomiany σi ∈ R[x]2 takie, że

h := f +

r∑
i=1

σig
2
i > 0 w Rn,

oraz
deg(σi) 6 p dla i ∈ {1, . . . , r},

gdzie p jest najmniejszą liczbą parzystą taką, że

p > d+ 2k(12k − 3)n−1(d+ 2− L∞(f |V )).

Ponadto L∞(f |V ) = L∞(h).
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Przykład
Niech V = {(x, y) ∈ R2 : x2 − y3 = 0} i niech f(x, y) = y. Wówczas
f > 0 na V i dla każdego wielomianu h ∈ R[x, y] znikającego na V
istnieje punkt (x0, y0) ∈ R2 taki, że

f(x0, y0) + h(x0, y0) < 0,

gdyż przy powyższych założeniach h(x, y) = (x2 − y3)h1(x, y) oraz

f(0, y) + h(0, y) = y − y3h1(0, y),

więc funkcja y 7→ f(0, y) + h(0, y) zmienia znak w punkcie y = 0.
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Wniosek 1
Niech V będzie nierozkładalnym zbiorem algebraicznym postaci
V = {x ∈ Rn : h1(x) = . . . = hr(x) = 0}. Niech f ∈ R[x], f > 0 na
V , f |V 6= 0. Wówczas

f(x)fp(x) = −h(x) + σ(x),

gdzie σ ∈ R(x)2, a −h ∈ T jest postaci

−h(x) =
r∑
i=1

n∑
j=1

αi,jf
p(x)hi(x) · (−hi(x))(xj − ξj)p

+
r∑
i=1

αihi(x) · (−hi(x))(1− ξn+1f(x))
p, x ∈ Rn × Rr,

gdzie αi,j , αi są liczbami dodatnimi, (ξ1, . . . , ξn) jest dowolnym
punktem V , ξn+1 ∈ R oraz p jest dodatnią liczbą parzystą taką, że

p 6 d+ 2 + (2k + 4)(12k − 21)n(d+ 2 +D(6D − 3)n),

gdzie k = max{deg g1, . . . ,deg gr}, d = deg f i D = max{k, d+ 1}.
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Niech g1, . . . , gr ∈ R[x1, . . . , xn] i 1 6 j 6 r oraz

X = {x ∈ Rn : g1(x) > 0, . . . , gj(x) > 0, gj+1(x) > 0, . . . , gr(x) > 0}.
Połóżmy hi(x, y) = gi(x)y

2
i − 1 dla i = 1, . . . , j i hi(x, y) = gi(x)− y2i

dla i = j + 1, . . . , r. Niech
T1 = T (h1,−h1, . . . , hr,−hr) ⊂ R[x1, . . . , xn, y1, . . . , yr].
Wniosek 2
Niech f ∈ R[x], f > 0 na X. Wówczas f = −h+ σ, gdzie σ ∈ R(x, y)2,
a −h ∈ T1 jest postaci

−h(x, y) =
r∑
i=1

n+r∑
j=1

αi,jhi(x, y) ·(−hi(x, y))(wj−ξj)p, (x, y) ∈ Rn×Rr,

gdzie αi,j sa liczbami dodatnimi,
(w1, . . . , wn+r) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yr),
(ξ1, . . . , ξn+r) jest dowolnym punktem Y = V (h1, . . . , hr) oraz p jest
dodatnią liczbą parzystą taką, że

p ≤ d+ 2 + (2k + 4)(12k − 21)n+r−1(d+ 2 +D(6D − 3)n+r−1),

gdzie k = max{deg g1, . . . ,deg gr}, d = deg f i D = max{k + 2, d}.
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Dowód głównego rezultatu opiera się na własnościach wykładnika
Łojasiewicza w nieskończoności oraz dwóch następujących
twierdzeniach:

Twierdzenie (Kurdyka, Spodzieja, 2011)
Niech F = (f1, . . . , fm) : Rn −→ Rm będzie odwzorowaniem
wielomianowym stopnia d. Wówczas dla pewnej stałej C > 0,

|F (x)| > C

(
dist(x, F−1(0))

1 + |x|2

)d(6d−3)n−1

dla x ∈ Rn.

Twierdzenie (Kurdyka, Spodzieja, Szlachcińska, 2012)
Niech F : Rn → Rm będzie odwzorowaniem wielomianowym o
zwartym zbiorze zer i niech n 6 k 6 m. Wówczas dla dowolnego
odwzorowania liniowego L ∈ L(m, k) takiego, że (L ◦ F )−1(0) jest
zwarty, mamy

L∞(F ) > L∞(L ◦ F ).

Ponadto, dla generycznego L ∈ L(m, k) zbiór (L ◦ F )−1(0) jest zwarty
i

L∞(F ) = L∞(L ◦ F ).
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