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Sumy kwadratéow

E. Artin (1927) — rozwiazanie 17-tego problemu Hilberta

Niech R bedzie ciatem rzeczywiscie domknietym i niech
R[z] = R[x1,...,x,]. Jesli f € R[z], f(x) > 0 dla wszystkich z € R",
to

f.hzzh%+...+h%7

dla pewnych wielomianoéw h, hy, ..., h, € R[z], h # 0.
Przyktad (T. Motzkin, 1967)

o . . . . . . 2 92 2 2 2
Istnieje nieujemny wielomian f(x1,z2) = 1 + x{z5(xy + x5 — 3), ktory
nie jest sumg kwadratéow wielomianéw.

Znane sa rowniez uogodlnienia powyzszego twierdzenia Artina (réwniez
na zbiorach semialgebraicznych), tzw. Stellensétze:

REAL NULLSTELLENSATZ (J. L. KRIVINE, 1964)

Niech I C R[x] bedzie ideatem. Woéwczas f(x) =0 dla x € V(1)
wtedy i tylko wtedy, gdy

N4+ +¢3 el dlapewnych qi,...,qm € Rz] i NcN.
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Niech X C R"™ bedzie domknietym bazowym zbiorem
semiaglebraicznym, czyli

X={z€R": gi(z) 20,...,9,(x) 20}, gdzie gi,...,9- € R[z]

oraz niech T'(¢g1, ..., g,) bedzie preporzqdkiem generowanym przez
g1, .-, 9r, czyli

T(g1,.--,9r) = Z segSt - g% 1 s, € R[z]?, e € {0,1}" 3,
e=(e1,...,e,)€{0,1}7

adzie Ria? = (X7, 2+ fir... fon € Rls], m € N},
POSITIVSTELLENSATZ (G. STENGLE, 1974)
Niech f € R[z]. Wowczas f > 0 na X wtedy i tylko wtedy, gdy

s-f=1+t dlapewnych s,t€T(g1,...,Gr)-
NICHTNEGATIVSTELLENSATZ (G. STENGLE, 1974)
Niech f € R[z]. Wowczas f > 0 na X wtedy i tylko wtedy, gdy

s-f=f*"+t dlapewnych s,t€T(gi,...,g,) i NeN.
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Problem
Oszacowac liczbe r wielomianéw i stopienn wielomianu A w twierdzeniu
Artina; oszacowac liczbe N i stopnie wielomianéw ¢, ..., ¢, oraz

wielomianéw s i t w powyzszych Stellensétzach.

Schmiidgen Positivstellensatz (K. Schmiidgen, 1991)

Zalozmy, ze zbioér semialgebraiczny
X={x€R": gi(x) 20,...,9-(x) = 0} jest zwarty. Wowczas kazdy
wielomian f > 0 na X nalezy do preporzadku T'(g1,. .., g.).
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Twierdzenie (M. Schweighofer, 2004)

Dla wielomianéw ¢i, ..., g € R[x] definiujacych niepusty zbior
S:={xeR": g1(x) 20,...,9m(x) >0} C (—1,1)",

istnieje stata ¢ € N o nastepujacej wlasnosci: kazdy wielomian
f € R[z] stopnia d o minimum f* = min f(5) > 0 ma postac

Z o5 gt gl gdzie o5 € Rlz],
5=(61,.,8m)€{0,1}m

tak@, Ze o5 = 0 hlb deg <0‘5g(1$1 .. g%m) < Cd2 (1 + (dQnd”fL*“> ) dla,
wszystkich 6 € {0,1}™.
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Twierdzenie (L. Brocker, 1984)

Niech V' C R” bedzie afiniczng rozmaitoscia algebraiczng wymiaru k,
S={zeV: g@)=20,...,9-(x) 20},

gdzie g1,...,9, € Rlzq,...,x,]. Wowczas istnieje m wielomianow
fiseoos fm € Rlzq, ..., x,] takich, ze

S={zeV: fi(x)>0,..., fm(x) > 0}

oraz
2-4---k, gdy k jest parzysta
m < : :
3-5---k, gdy k jest nieparzysta.
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Twierdzenie (C. Scheiderer, 2003)

Niech C bedzie krzywa afiniczna nad R i niech T'(¢g1, ..., g,) bedzie
skoriczenie generowanym preporzadkiem R[C], dla ktorego zbior
semialgebraiczny X = {r € R": ¢1(x) > 0,...,¢9-(x) > 0} jest
wirtualnie zwarty (tzn. istnieja funkcje w R[C] ograniczone na X i
rozne od stalej). Niech f € R[C] i f|x > 0 oraz zalézmy, ze f ma
skoniczenie wiele zer z1,...,z, € X. Jedli f € fz dlai=1,...,k (to
Znaczy zi, ..., 2k sa punktami nieosobliwymi krzywej C), to f € T
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Glowny rezultat

Niech V' C R", n > 2, bedzie nieograniczonym zbiorem algebraicznym
postaci
V={zxeR": ¢g1(x) =0,...,9-(x) =0}

i niech k > max{degg,...,degg,}. Niech f € R[z|, deg f =d > 0.
Zalozmy, ze zbior V N f~1(0) jest zwarty oraz f(x) >0dlax € U\V,
gdzie U C R" jest pewnym otoczeniem V. Wowczas istnieja,
wielomiany o; € R[z]? takie, ze

h::f—kZaigf >0 w R",
i=1

oraz
deg(o;) <p dla ie{l,...,r},

gdzie p jest najmniejsza liczba parzysta taka, ze
p=>d+2k(12k —3)" 1 d +2 — Lo (fIV)).

Ponadto Lo (f|V) = Loo(h).
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Przyktad

Niech V = {(z,y) € R?: 22 —y?> =0} i niech f(z,y) = y. Wowczas
f = 0na V idla kazdego wielomianu h € R|z, y] znikajacego na V'
istnieje punkt (xq,y0) € R? taki, ze

f(x()ayO) + h($07 yO) < 07

gdyz przy powyzszych zalozeniach h(z,y) = (22 — y3)h1(z,y) oraz

£(0,9) + h(0,y) =y — y*h1(0,y),

wiec funkcja y — f(0,y) + h(0,y) zmienia znak w punkcie y = 0.
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Whiosek 1
Niech V' bedzie nierozktadalnym zbiorem algebraicznym postaci
V={zeR": hi(x) =...= h.(x) = 0}. Niech f € R[z]|, f > 0 na

V, flv # 0. Wowcezas
f(@) [P () = =h(z) + o(x),
gdzie o € R(x)?, a —h € T jest postaci
—h(x) =) ¥ aiifP(@)hi(z) - (=hi(2)) (x5 — &)
i=1 j=1
+ ) aihi(x) - (—hi(@)(1 = &uyr f(2))P, z € R" X R,
i=1

gdzie oy j, o; sa liczbami dodatnimi, (&3, ...,&,) jest dowolnym
punktem V', &,.1 € R oraz p jest dodatnig liczbg parzysta taka, ze

p<d+2+ (2k+4)(12k — 21)"(d + 2 + D(6D — 3)"),

gdzie k = max{deggi,...,degg.}, d=deg f i D = max{k,d + 1}.
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Niech ¢1,...,9» € Rlz1,...,2,] 11 < j < r oraz

X = {.’,C e R™: gl(x) > 07agj(x) > Oagj-i-l(x) > 07 7gr(x) = O}
Potozmy hi(z,y) = gi(z)yf —1dlai=1,...,j1 hi(z,y) = gi(z) — v}
dlaz=74+1,...,r. Niech
T, = T(hl,—hl, . ,hr, —hT) C R[l‘l, N 7 .,yr].

Whiosek 2
Niech f € R[z], f > 0 na X. Woéwczas f = —h + o, gdzie 0 € R(z,y)?,
a —h € T jest postaci

r n+r

—h(z,y) = > Y aihi(z,y) - (=hi(z,y)(w;—&)P, (z,y) € R" xR,

i=1 j=1

gdzie «; ; sa liczbami dodatnimi,

<w17'° '7wn+7’) = (3;17' ey Ln,y Y1, - "7y7“)7
(&1, ...y &ntr) jest dowolnym punktem Y = V(hq,...,h,) oraz p jest
dodatnig liczba parzysta taka, ze

p<d+2+ 2k +4)(12k —21)"T 1 (d+ 2+ D(6D — 3)"T" 1),

gdzie k = max{deggi,...,degg.}, d=deg f i D = max{k + 2, d}.
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Dowod gltownego rezultatu opiera sie na wlasnosciach wyktadnika
Lojasiewicza w nieskonczonosci oraz dwoch nastepujacych
twierdzeniach:

Twierdzenie (Kurdyka, Spodzieja, 2011)

Niech F' = (f1,..., fm) : R" — R™ bedzie odwzorowaniem
wielomianowym stopnia d. Wowczas dla pewnej statej C' > 0,

. B d(6d—3)" 1
dist(x, F’ 1(0))) ( ) dla z eR".

>
Pl >0 (TR

Twierdzenie (Kurdyka, Spodzieja, Szlachcinska, 2012)

Niech F': R™ — R™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym o
zwartym zbiorze zer i niech n < £ < m. Wowczas dla dowolnego
odwzorowania liniowego L € L(m, k) takiego, ze (L o F)~1(0) jest
zwarty, mamy

Loo(F) 2 Loo(Lo F).

Ponadto, dla generycznego L € L(m, k) zbior (L o F)~1(0) jest zwarty
1

L (FY=/,L_(LoF).
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