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0 FUNKCJI GREENA-.1 POJEMNOSCIACH W CN

J. Sdciak (Krakbw)

WSTEP. W teorii funkcji analitycznych jednej zmiennej zespolonej wag-
na role, jako jedno z podstawowych narzedzi badawczych, odgrywaja funkcje
subharmoniczne. Funkcja £ = u + iv, okreélona w zbiorze otwartym Q <€,
jest holomorficzna (w skrécie: f € 0(9)) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje
u,v s3 harmoniczne i speilniaja réwnania Cauchy’ego-Riemanna: ux = vy'
. Tak wiec teoria funkcji analitycznych jednej zmiennej zespolomnej
jest teoriag sprzezonych par funkcji harmoniczmych. Z drugiej strony, jedli
f€0(Q), to IF1® (a>0), log |fl sa funkcjami subharmoniczaymi w Q,
zad dowolna funkcja u € SH(Q) (czytaj: u subharmoniczna w Q) moze byé

przedstawiona w postaci

(=) u= (lim sup 3 log If. | J‘.
jotw I J

gdzie fj eE0R) (j =21) oraz v'(z): = lit: sup v(z).
-2z

Wzér (#) szczegdlnie wyraZnie ujawnia Scisty zwigzek funkcji anali-
tycznych na plaszezyZnie z funkcjami subharmonicznymi zmiennej z = x + iy
(dwéch zmiennych rzeczywistych x,y).

Wérdd zagadnierl i pojeé teorii funkcji subharmonicznych podstawowe zna-—
czenie dla analizy zespolonej na ptaszczyZnie ma funkcja Greena i pojemnoéé
logarytmiczna. Przedmiotem tego artykulu jest przedstawienie pewnych uogél-
nied tych pojeé na przypadek przestrzeni Gu, N 2 2. Przedstawione w ar-
tykule wielowymiarowe analogony funkcji Greena i pojemnodci logarytmicznej

‘znajduja v analizie zespolonej wielu zmiennych zaréwno zastcsowania podobne

do, zastosowari ich pierwowzoréw klasycznych w analizie jednej zmiennej, jak
i zastosowania w postaci nowych twierdzed nie majacych odpowiednikéw w teo-
rii funkcji jednej zmiennej. Podstawowe znaczenie dla uzyskania w es dob~
rego analogonu klasycznej funkeji Greena i pojemnosci logarytmicznej ma me—

toda funkcji ekstremalnych wielu zmiennych zespolonych, zapoczgtkowana przez
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autora ponad 20 lat temu i stanowiaca przeniesienie na przestrzen 4’,‘“ me~
tody punktéw ekstremalnych i funkcji ekstremalnych na piss;czyz‘.nie, stworzo—
nej przez Feketego i Leje, a rozwinietej gidwnie przez Leje i jego ucznidw.

Metoda funkeji ekétremalnych w e zrobila w ostatnich B-10 latach
znaczne postepy zardwno jesli chodzi o rozbudowe samej metody, jak.i posze-
rzenie zakresu jej stoawalnaﬁci do badania réinych zagadnieri analizy zes-
polonej. 4

Kluczowe znaczenie dla rozwoju metody funkcji ekstremalnych i pojemmo$-
eiw CIN majg niedawne wyniki Bedforda i Taylora [5] na temat nieliniowej
teorii potencjalu dla funkecji plutisubharn:;rficznych, zbudowanej w oparciu o
teorie zespolonego operatora Monge’a-Ampere’a. Na szczegdlng wzmianke zastu-
guje tutaj twierdzenie Bedforda-Taylora o zbiorach zaniedbywalnych (negli-

gible).

§1. POJEMNOSC LOGARYTMICZNA 1 FUNKCJA GREENA PiASKIEGO ZBIORII ZUARTE;
GO. Niech Tn(zj = (z - zn‘)...(z - sz (odp. 'rn(z} -(z-zn‘)...(z—zmp
bedzie n-tym wielomianem Czebyszewa zbioru zwartego K <& €, zdefiniowa-
. 2 - - i
nym przez zgdanie, by T ™ ":an (odp. T, = lITan}. gdzie T, 1

- inf (1IP0y; P(z) =e® + e 2™ '+ ... 4c ) (odp. 1= inf { UP

n n Ki

T o s KCcP '(0)). Liczba ¢(K): =inf ?'Tn‘ -

P(z) = 2" + c,z
‘= 1lim 9€ (edp. r'(!): = inf 9;:‘_ = lim inf ﬂi} nazywa sie

n-+e /
stala, Czebyszewa zbionu K. Niech K = {z € €31B(z)! s IP Iy dla kazdego

wielomianu P} oznacza powloke wielomianowsg zbioru K. Wiadomo, Ze

1° (k) = (k) = (). _

2° (k) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja G €SH(C),
ze :

(i) 620 na ¢, G=0 na ﬁ \ E, gdzie E jest zbiorem typu Fﬂ
oraz t(F) = 0 dla kazdego podzbioru zwartego F zbioru E;

(ii). G jest harmoniczna w € \ K;

(i) istnieje granica y(K): = lim [G(z) - log (21] (zwana &tala Ro-
bina zbioms K). : e :

Funkcje G(z) = 6(z,K) spelniajgecg warunki (i), (:i.i). (iii) nazywa sie
funkcja  Greena zbioru'*K (lub funkcjg Creena dla €\ R z biegunem w =),

3° 1(K) = ¢(K): = exp (-y(K)). Liczbe c(K) nazywa si¢ pojemnodcia

Loganytmiczna, zbioru K.
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4% Jezeli 7(K) >0 i zbidr K = R jest spdjny, to G(z)=logif(z)i
dla z € € \ K, gdzie f jest odwzorowaniem konforemnym obszaru f \ K

na zewngtrze kola jednostkowego, f(=) ==,

5° zZbisr EC G jest polanay (tzn. istnieje taka funkcja WeSH(C),
e W=-= na E) wtedy i .tylko wtedy, gdy c‘(E} = 0, gdzie c®E) o-
znacza zewnetrzng pojemnoéé logarytmiczng zbioru E, tza. c'{B) : =
= inf {c.{ﬂ); EC 2, Q jest otwarty}, c_(@): = sup {c(K); KT Q, K jest
zwarty}.

6° Uogdlnienie twierdzenia Riemanna o punkcie pozornie osobliwym:
Jedli E jest podzbiorem polarnym relatywnie domknietym zbioru otwartegeo
2 v .jest funkcja subharmoniczng i ograniczong z géry w Q \ E, to ist-
nieje funkcja u € SH(Q) rtaka, ze u =u w .Q\E. W szczegélnodeci, przy
danych zalozeniach o E, funkcja u harmoniczna i ograniczenaw Q N\ E

daje sie przedtuiyé do funkcji harmonicznej w Q. "
IT (z)1
n

T
o

o

)
77 Jeéli c(K) >0, to G(z) = 1im-:; log , z €EC \ K, przy

czym zbieznodé jest niemal jednostajna. Ponadto istmieje taka miara proba-
bilistyczna A  (miara ndumowagi zbioru K) skupiona na K, ze G(z)=
= -log c(K) + J log Iz =¢ldA(g). Miara XA jest staba granica ciggu miar
probabilistyczaych A , gdzie A (z*. 1) -% din T3 ™ Tivwsitia n=

nj
=1,2,...

Przytaczajac twierdzenie 7° chcielidmy zwrécié uwage na naturalny zwisg-
zek pojemnofci i funkcji Greena na ptaszczyZnie z teoriag potencjalu loga-—
rytmicznego. 2Zrédilem tego zwiazku jest fakt, Ze wielomian jednej zmiennej
zespolonej jest zawsze przedstawialny w postaci iloczynu czynnikéw liniowych
z -zj. Fakt ten nie zachodzi dla wielomiandw w przestrzeni CN. N 2 2.

§2. FUNKCJE PLURISUBHARMONICZNE I ZBIORY PLURIPOLARNE W tu. Jak wia—
domo teoria funkcji harmonicznych i subharmonicznych, w szczegélnoéci teo-
ria potencjatu, przenosi sie na przypadek dowolnej ilodci zmiennych rzeczy-
wistych. Niestety, newtonowska teoria.potencjaiu 2N zmiennych rzeczywis-
tych, gdy N > 1, nie ma wigkszego znaczenia dla teorii funkcji analityez-
nych w ¢N- :

- Funkcja £ : Q = €, okreflona w zbiorze otwartym Q < CN, nazywa sie
holomongiczna ~ (piszemy f € 0(Q)), jezeli w pewnym otoczeniu dowolnego
punktu a € Q jest rozwijalna w szereg wielomiandw jednorodnych

fla+z) = ; (z), 1z b < r; (z) = ¢ e 2°
n=0 Qn : Qn lal=n <
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Z definicji tej wynika, ze jedli £ € 0(q), to £ jest holomorficzna na
kazde] prostej zespolonej ( doktadniej: jedli 1L jest prostg zespolong o
réwnaniu z = a + \w, A €L, gdzie a,w € EN, w # 0, to funkcja £fILNQ
jest holomorficzna w zbiorze plaskim L N Q). W konsekwencji Re f, Im f
a3 funkejami pluniharmonicznymi, tzn. harmoricznymi ma kazdej prostej
zespolonej L, zad 1£1% (a >0), 1log i1fl ss funkcjami plurisubharmonicz-
aymi, tzn. subharmonicznymi na kaidej prostej zespolonej.

2.1. UDEFINICJA. Méwimy, ze funkcja rzeczyulsta u : 0 -I- [~o+=) jest
plurisubharmoniczna (plsh) w zbiorze otwartym g C ¢ (co nhtujeny: u €
€ psH(Q)), jedli jest pélciggla z géry oraz Ya€EqQ VWwE CF, flw i =1
funkcja A = ula + Aw) jest subharmoniczna w pewvnym kole {i é €;IAl < x}.

|

. .
Jesli N 22, to PSH(R) G SH(Q). '!

Na plaszczyZnie kazdy obszar D jest obszarem holomonficznodel, tzn.
maksymalnym obszarem istnienia pewnej funkcji holomorficznej. Natomiast w
EN (N 2 2) nie kazdy obszar jest obszarem holomorficzmodei. Np. kaida
funkcja holomorficzna w pierdcieniu przestrzemnym r < llz | <R jest prze-
diuzalna do funkcji holomorficznej w kuli - #z I < R. Fundamentalne znacze-
nie teorii funkcji plsh dla analizy zespolonej N-wymiarowej wynika z na-

_stgpujacego twierdzenia -

2.2, TWIERDIENIE. Obszar D & jest obszarem holomorficznosci wte-
dy i tylko wredy, gdy log (1/d)) € PSH(D), gdzie dn(:}: = dist (z,3D).

‘Hal:urnluy zwigzek funkcji plsh z funkcjami holmrhcznym uwidocz—
niony jest takie w nastepujacym twierdzeniu

2.3. TWIERDZENIE. Jeéli D jest obszarem holomorficznodci w GH, to

kaida funkcja u € PSH(D) daje sie przedstawié w postaci

u = (lim sup}log £, )",

J‘-'
gdzie fj eo(p) "(j =1).

Do najwazniejszych osiaggnieé teorii funkeji plsh uzyskanych w ostat-
nich latach naleZg dwa nastgpujace t\rierdzenia. dajace rozwigzanie anfych' )
probleméw P. Lelonga. ;



7.4, TWIERDIENIE (B. Josefson [9]). Dla zbioru I’ICIZII nastepujace

warunki sg rdéwnowazne:

{a) E jest globalnie pluripolarny (plp), tzm. istnieje fuukcja
w € PsE(C) taka, 2¢ W=-= na E;

{b) E jest ZLokalnie plp, tzn. Va €E 3 U, IVE Psa(ua), W=
=-= pna EN !.ln. gdzie Ua jest otoczeniem punktu a.

2.5. TWIERDZENIE (Bedford-Taylor [5]). Niech {“u]uenc PSH(N) be-
dzie rodzing funkcji plsh lokalnie jednostajnie ograniczonych z géry w
zbiorze otwartym Q cﬂ:“. Jed§li u: = sup {uu;u € A}, to zbiér

(e) N: = {z € Q5u(z) <u (z)}
jest plp.

Zbiér postaci (#) nazywa sie zaniedbywalny (negligible). tatwo wi-
daé, ze kazdy zbidér plp jest zaniedbywalny. Twierdzenie B~-T mdéwi wiec,
2e rodzina zbioréw zaniedbywalnych jest identyczna z rodzina zbiordw plp.

Twierdzenie 2.5 ma fundamentalne znaczenie dla rozwijajacej sig inten-
sywnie w ostatnich latach teorii funkcji ekstremalnej w d!u, stanowigcej a-
nalogon klasycznej funkcji Greena na.plaszczyinie, oraz dla teorii pojemnos~
ciw V.

Okazuje sie, Ze dla wielu zagadnierd analizy zespolonej w GN wystarczy
znaé wlasnodci pewnej wagskiej klasy L funkeji plsh' w Q‘.u. generowanych
w prosty sposéb przez wielomiany. W azczekﬁlnoici funkcje klasy L wystar-
czaja do scharakteryzowania wszystkich zbioréw plp, pozwainja zdefiniowaé
dobry analogon funkcji Greena oraz rozwingé teorie pojemmodci w CN. Funk-
cje klasy L w przypadku ptaskim redukuja si¢ do funkcji. subharmonicznych,
wystepujacych w teorii potencjatu logarytmicznego. Nﬁtepny paragraf podwie-
cimy podstawowym wlasnosciom funkcji klasy L.

§3. FUNKCJE plsh W €' GENEROWANE PRZEZ WIELOMIANY.

3.1. Liters L= Le™) bedziemy oznaczaé zbidr wszystkich funkeji
u € psu(c™) speiniajgcych nierdwnodé

1 u(z) $B + log (1 + Uz &), zed,

gdzie B jest liczba rzeczywista zaleing od ‘u. Wygodnie jest wraz z funk-
cjami klasy L rozpatrywaé funkcje 4 innych klas, pozostajgcych w Scisiym
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zwigzku z klasg L. Mianowicie definiujemy

6 sc(eh): =oxp L = (e%u €L),

Beu(®): - {£ €cie(dz) = INIE(z),L €€, = €],

1/a.
G:={£€C; £=sup IP.1 I},
o 5 3

Unj
H: = {f EH; £ = sup I1Q.1
o 5 j

gdzie j przebiega dowolny zbidr wskaZnikdw, Pj jest wielomianem stop-
nia s nj, Qj -~ wielomianem jednorodnym stopnia n..

]
3.2, Jedli P(z)= L ¢ za', P£0, to l log 1P| € L. Jeéli
lalsj J
lfj
Qiz)= £ cz% QZ0, to 1Q1 " €H. Jedli q,p20, a+p =1,

lal=j

£,8 €E¢ (odp. H), to fagB €6 (odp. H).

3.3. Czesto korzysta sie z nierdwmodci

E(z) s 1f Ip(a,r) 2% {1s ——"5;’—'-}. gy f€G,
iz :

£(z) s 1€ 1g0 2L, sy fen,

gdzie B(a,r) oznacza kule o d§rodku a i promieniu r wzgledem danej
normy § -1, zaé if Igi = sup {1£(z)132z € E}.

Latwo sprawdzié, Ze prawdziwy jest nastepujagcy

3.4. LEMAT (lasada projebtywizacfi). Niech M bedzie podprzestrze-
nig wektorowg przestrzeni C“, dimM = N-1. Niech a € l:n \ M. Wtedy
odwzorowanie (restrykecja do podprzestrzeni afinicznej a + M)

R:HCE)3 n- € G(M)

h'aﬂl
jest bijekcja. W szczegélnofci odwzorowanie
N N
H(C x €) 3 h(z_,z) =~ h(1,2) € 6(€")
jest bijekcj3. Odwzorowanie

c(M)3 £~ Feanch,



odwrotne do R, dane jest wzorami

f(xa + 2): = INf(z/A), gdy z€EM, ArAEC, AfO
E{z): = lim sup E(;\a + w), zZ €EM.
(x.w)-(0,2)

3.5. TWIERDZENIE APROKSYMACYINE 1. Niech £ : l:" + [0,+ =) bedzie
funkcja péiciagla z géry, £ # 0. Wtedy

i
(I.1) fec <===>f-11iq|sup~/Ile).|
J-a-m
RS
(1.2) fEH <=> f-(limsup\llqjl},

je

gdzie l’j jest wvielomianem stopnia < j, Qj - wielomianem jednorodnym stop-
nia j.

Dowdd. Dzieki Lematowi 3.4 wystarczy udowodnié (I.2). Nierdwnodei 3.3
implikuja, ze jedli f dane jest wzorem z prawej strony (I.2), to £ € H,
Zatéimy teraz, ze f e H. Wtedy Q : = {f <1} jest kolowym obszarem ho~
lomorficznodci. Niech F bedzie funkcja holomorficzng, dla ktérej 0 jest
maksymalnym obszarem istnienia, i niech

F(z)= £ Q.(z), z EQ,
j=0
bedzie jej rozwinieciem w szereg wielomianéw jednorodnych, deg Qj = j. Na
podstawie zbieznosciowego kryterium Cauchy’ego

j
Q= (z Ec“; (lim sup V_lel}'(zl <1}y

skad wynika zadany wzér na f.

3.6. TWIERDZENIE APROKSYMACYJINE 11. Dla kazdej funkcji h € H (odp.
g €C) istnieje cigg h_ euo' (odp. g €6 ) taki, e h_+ h (odp.
g, +8) ¥ .

« Dowdd. Dziegki zasadzie projektywizacji wystarczy zajaé sie przypadkiem
jednorodnym. Jefli h €H, to Q: = (h <1} jest obszarem jednostajnej
zbieZnosci pewnego szeregu wielomiandw jednorodnych. Przeto @ jest wypuk-
1y wzgledem klasy wielomianéw jednorodnych. Stad zad wynika istniemnie cig-
gu wielodcianéw wielomianowych '
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2

1
B:={z€ n;mg"){s)l J g1, j= heeesk by

(n)

spelniajacych nastepujgce warunki: Qj jest wicluaimm jednorodnym stop—

o
nia dj’ Eu jest zbiorem zwartym, Enc Enﬂ' U E =Q. Przyjmijmy

n=1
1/d.
hn{x): = gup {IQ}“J(z)l 3. 9 2js kn}, z E.CN.
Wtedy hn € Ho’ hn 2 hn-i-l 2h oraz hn'f h.

3.7. TWIERDZENIE. Jedli h €H NC oraz h(z) 2 m lizi (odp. g €
€EGNC oraz g(z) 2m(1 + Nz 1)), gdzie m = const >0, to h €H,
(odp. g €6 ).

Dowdd. 2Zbiér E: = {(h(z) = 1} jest zwarty. Jeéli h:l € Ho, hn +h,
to dla kazdego k 2 1 istnieje o, takie, ze hnk(z) SL;l na E. Stad,

dzieki jednorodnodci rozpatrywanych funkcji, wynika, Ze h (z) s

5
k+1 n,
Sh(z) w 1:n (k 2 1). Zatem h €H.
Mozna pokazaé, Ze zalozenie h(z) 2 m fz § (odp.. g(z) z m(1 + Hz 1))
jest istotne. Réwniez zaloZenie ciggtofci funkcji h (odp. g) jest ko-

‘nieczne, gdyz H‘,C HnC, GO-C GnC, gdzie C oznacza zbiér funkeji
cigglych w . .

§4. CHARAKTERYZACJA ZBIOROW plp W C“ PRZY POMOCY FUNKCJI KLAS G

LUB H.

4.1. LEMAT. Niech 8 oznacza znormalizowang miarg Lebesgue’a na to-
rusie jednostkowym T: = (z € (u;lzjl =1, j=1,...,H}, tzn, d8 =
= (Zrt}-udﬁi...dﬁu. gdzie Gj jest miarg Lebesgue’a na okregu jednostko-
wym. Wtedy dla kazdej funkcji u klasy L zachodzi mierdwnodé

(1) f ud® 2 max u - N log 2.
. ST -

Dowdd. Niech p(z) = cn{z - :‘)...(z - :n) bedzie wielomianem jed-

nej zmiennej stopnia n. Niech z, bedzie takim punktem okregu jednostko=-

wego, Ze lp(zo)l = max Ip(z)l. Mozemy zaloZzyé&, Ze zera wielomianu p sg
lzl=1

tak ponumerowane, e Izjl -t S B MR i I:jl 21 (j =s+l,...,n.
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Na podstawie wzoru Poissona-Jensena

1 2 ie L
3~ J log Ip{e")id® = log Ip(z )i + log I | E
LY ! o \‘ _
o ¢ (z, z‘....(zo zn]

2 log lp(zo}l -n log 2,

skad wynika, ze

2n =
(2) 'iL 1 10§ 1p(a )1 /P 30 2 .50p log 1p(2) /P - 105 2
"o 1z =1
dla kazdego wielomianu p : € - € stopnia S n. Jedli p jest wielomianem

N zmiennych zespolonych stopnia s n, to przez N-krotng iteracje nierdw-

nodci {2) otrzymujemy nierdwnosé

/n

(3) | log Ip{z'jl”“ d6(z) 2 sup log lp(z)l1 - N log 2.
T

2€T
Nierdwnoéé (1) wynika z (3) poprzez Twierdzenie Aproks};mcyjne £

4.2, TWIERDZENIE. Niech B = B(0,1) oznacza kulg jednostkowg w C’u

wzgledem dowolnie ustalonej normy § +¥ w t“. Jeéli f‘:1 € : (n'23);
. . o . { 4. o n G
iDL =1, gn z 0, ,.E|E' IR ATO8 n1_11 £ d g

.

Dowdd. Zauwazmy, ze log £ (2z) 1«:’3+ iz I w I:N oraz dla kazdego
n £.(z)
R>1 eciag un{zje = [ Bj log —JR_ jest malejgcy w kuli §zll ‘< R.
i=1

W takim razie log f = log R + lim u jest albo funkcja plsh, albo iden-
? ==

tycznie réwng ==. Ten ostatni przypadek jest wykluczony, gdyz dzieki Le=-

n
matowi 4.1 mamy [log fde=1lim [ £ §
; : 2

log fj (z)d8(z) 2 -N log 2.
n-= T j=1

i
Jest ﬁdoczm. 2e log f €L, gdyz 1log f(z) s log+ iz 0.

- 4.3. TDEFINICJA. Definiujemy

a(E): = inf { 'l!lz: fEG, I1f1_ =1},

p(E): = inf { §f1 g £ EH, M1y =),
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gdy EC et jest ograniczony, oraz

a(E): = sup {a(F); Fc E, F -jest ograniczony},

p(E): = sup {p(F); Pc E, F jest ogramniczony},
gdy EC GN jest dowolny.
4.4. TWIERDIENIE.

a(E) = 0 <=>3, . E c.£-1 (0),

=1
p(E) =0 <=>3c EC £ (0).

Dowdd. Zalézmy, ze a(E) =0 i E jest ograniczony. Wtedy istnieje

. . -n pe
cigg £ €6 taki, ze Ilfnl! = 1 oraz Ifnl: se ! {(n21). Dzigki

_ S
4.2 funkeja f£: = 11 f: €0, piaycsyn £=0 us B. Jefli a(B) =0
n=1

s

E jest nieograniczony, to q(!u) =0, gdzie Bn= =En B(O,n). Niech

fn bedzie taka funkcjg klasy G, ze fn =0 na ‘Bn oraz If“In = 1.
Weedy f£: = II f: €EG oraz f=0 na E= U E . Pozostale czeéci
n=1 . n=1 ;

" twierdzenia sa albo oczywiste, albo daja sie udowodnié analogicznie.

4.5. Z nieréwnodci 3.3 i z definicji liczb q,p wynikajs nastepuja-
ce nierdwnosdci

n -

£(z) s-c-(-g_) max {1,iz1)}, gdy f €c, a(E) > 0;
IlflB

f(z) = izh , . gdy f €H, o(E) > 0.
o(E)

4.6. Z 4.2 i 4.4 wynika, ze jedli a{zn) =0 (p(En) =0) (n21),

to al U E ) =0 (p( U E ) =0).
n=1 ° : =1 °

4.7. TWIERDIENIE. Jeéli Ec € jest zbiorem plp, to o(E) = 0.

Dowdd. Przypuéémy, ze a{E) # 0. Bez szkody moZna zalozyé, Ze E jest
ograniczony i lezy w kuli B(0,r). Przyjmijmy
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GE{:): = sup {f(z); £ €, LEr S 1}, Fee.
Weedy
Izl % 1 N
max {1, T} s Gz(z) < STET max {1,621} w C.

Klach: Mi = sup eE(:). Wefmy R > r tak duie, de R/r > (M + DM i niech
E
we PSH(C“), W=-= na E oraz W s0 wkuli B(0O,R). Przyjmijmy

- 05 (z)
max {E{ﬂ(z} +1log (M+1), log

}, gdy Hzl <R

log fk(z): = é
OE(z)
log R gdy tzl 2R,

Wtedy tkEG oraz “k“z

< 6;{:} w l:H (k 2 1). Stgd M+ 1 s M. Sprzecznoéé.

st (kz1). Przeto %Iﬂk(z) +log (M + 1)s

4.8. TWIERDZENIE (Charakteryzacja zbioréw plp w Cu). Rozwazmy
nastepujgce warunki natozone na zbiér E C eV

(1) E jest lokalnie plp; (a) p(E) = 0;

{2) E jest globalnie plp; (b) 3 EC h'(0);
(3) a(E) = 0; (c) p(C-E) = 0;

(4) 3, EC £ 0); (d) p(aBnE-E) = 0.

(tzn, HUEL W ==-= pna E).

Wéwczas warunki (1)J=(4) sa réwnowaine, warunki (a)-(d) sa réwnowazne. Zbidér
kolowy E C P jest plp wtedy i tylko wtedy, gdy p(E) = 0.

Dowdd. Réwnowaznodé warunkéw wynika z twierdzenia Josefsona 2.4 oraz
4.4 i 4.7. Poniewaz a(E) s p(E), wiec kazdy zbiér E, dla ktérego p(E)=
= 0, jest plp. Niech E bedzie plp, Wtedy EcC 5-1(0}. gdzie £ € G.
Jeéli ponadto 'Ejest kotowy, to £ =0 na stozku C-E = (Az;A€EC,zEE}.
Miech b, bedzie takim elementem zbioru H(¢"), Ze h (1,2') = £(1,2'),
gdy z' € C ', Jeéli

h(z): = ('ffstlh‘(z,.'z'))uz_. S cmim (mhst) €€ X Cu-j.
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to hEH(I:N} i h=0 na C+E, w szczegbélnosci h =0 na E. Przeto
p(E) = 0.

4.9. UNIOSEK. Dla EC l:H _tq,;nsi:gpujace warunki sg réwnowazne:
(i) E jest plp;

(ii) stozek € -({1} x E) jest plp w @€ x QN;

(iii) zbiér S NE-({1) x E) jest plp w € x €', gdzie

S: = ({zo.:) EC x cu; 13012 + i's-‘lz *oiee :zuuz = 1}.

§5. FUNKCJE EKSTREMALNE W Cu ANALOGON KLASYCZNEJ FUNKCJI GREENA W

.

5.1. TDEFINICJA. Dla dowolnego zbioru E C N definiujemy w ¥ duie
funkeje ekstremalne o i ¥y Przy pomocy nastepujgcych wzordw:

oglz): = sup (£(z); £ €6, 1£1, 5 1},

E

‘rg(s)z = sup {h(z); h € H, Hhi_ = 1},

E
gdy E jest ograniczony;

og(z): = inf {Or(s}; P CE, F jest ograniczony},

?E(z}: = inf {!r(zh Fc E, F jest ograniczony},

gdy E jest dowolny.

5.2, "Dzieki zasadzie projektywizacji miedzy funkcjs ekstremalng jed-
norodng ¥ N+1 zmiennych a funkr.;q ekstremalng ¢ N zuiennych zachodzi
nastepujacy zwigzek. Jedli E CI: s tO

‘B(Z) - !{‘}xg (1"). B E cll

_gdzie po prawej stronie wystgpuje funkcja ekstremalna jednorodna N+1 zmien—
nych {zo.:) €¢ x -C.u, przyporzagdkowana zbiorowi {1} % E.
5.3. TWIERDZENIE. Jedli K Ctu' jest zbiorem zwartym oraz
¢ (z): = sup {IP(z)1; P(z) = E < 2% 1P, 5 1),
n : a K
lalsn

. a
v (z): = sup {iQ(z)!; Q(z) -. lall:-n €2 » NQip S 1},



to

QK(z} = sup @:.”n(z) = lim él!n(z),

nzt neo

Yx(z) = sup ‘i-':.!n(z.l = lim 'r:“(“(z).

nzi n-eo

W szczegdlnosci funkcje @K.‘i’x sg poélciggle z dotu.

Dowdd. Jest to wniosek z Twierdzenia Aproksymacyjnego II oraz z lat-
wych do wkazu_tua nierdwnodci: @nm s @n{'m, !’nm e '!fn\i'm.
5.4. WNIOSEK. Jedli K c ™ jest zbiorem zwartym, to jego powloka

wielomianowo=wypuktla % dana jest wzorem R = {QK s 1), =zaé ic: =

= (¥ 5 1} jest powloks wielomianowo-uypukla zbioru K : = {«i%: o en,
z € K} (powloks zbioru K wzgledem wielomiandw jednorodnych].

5.5. TWIERDZENTE. Jedli Kc €, c(K) >0, to log ¢, = 6(z,K).

Twierdzenie to pokazuje, Ze log @; jest naturalnym uogdlnieniem kla-
sycznej funkeji Greena na przypadek N zmiennych zespolonych. Uogélnienie
to uzyskane ponad 20 lat temu [28], znalazlo zastosowania jako narzedzie ba-
dawcze w analizie wielowymiarowej, podobne do zastosowan klasyczmej funkcji
Greena na plaszczyZnie. Poczatkowo ([27], [28]) funkcje ekstremalne byty
wprowadzone tylko dla zbioréw zwartych za pomocg wzordéw 5.3. W ciggu ostat-
nich 8-10 lat rozwinela sie teoria funkcji ekstremalnych L dla do-
woloych podzbioréw E przestrzeni EN . Znaleziono te: wiele nowych zasto-
sowad. Oprdécz wynikdéw matematykdw krakowskich na ten temat (J. Siciak, W.
Pleéniak, T. Winiarski, M. Klimek, §. Kotodziej) wazZne wyniki w tym kie-
runku uzyskali matematycy zagraniczni: Zaharjuta, Sadullaev, Cegrell, Ngu-
yen Thanh Van, Zeriahi, Bedford, Taylor, Alexander, Levenberg. W&réd tych
ostatnich szczegdlnie waina role dla rozwoju teorii funkcji ekstremalnych o-
degraly prace Zaharjuty, Sadullaeva, Bac_lf.arda, Taylora i Alexandera.

- ! 4 N
. 5.6, TUIERDIENIE (29). Jesli E € ¢d (j =1,2) 1 obasbiory se
badz jednnczeinie zwarte, bgdZ jednoczednie otwarte, ‘to

(] Z,W) = max ¢ z .@ w " F EC x g -
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5.7. PRIVKLAD. Jedli h €H, h(z)2mizt (m>0), E: = {(h < 1},
e *
F: = {(hs1}, to !’E = h, O.E = max {1,h}, ?'F_' h, QP = max {1,h}.
5.8. TWIERDIENIE (Podstawowe witasnosci funkcji ekstremalnych; [30]).

e S NOER o  ATRE e 3 P

II. ’K +¢ K’ ‘Px 4 'l’x, gdy Kn-i-l = Kn’ K= n Kn
n n n=1
= * = * : = =
IN. & +6, ¥ +%. gdy ECE . .E U E.
n n n=1
ki B * 2 .
IV. Zbiory (OE < OE}, {TE & YE} 83 plp. W szezegélnodcei ’E 1 na

E \A, .gdzie A jest plp. Ponadto, jedfli E = K jest zwarty, to

zbidr punktéw niecigglodci funkeji ¢,,¥

X jest - plp typu Fo'

* . - * .
V. ‘EUA = QE, gdy A jest plp; YEU& "F.’ gdy ~ €C-A jest plp.
VI. log 4T €L<=>E nie jest plp.

E
log 0; = 4= <=>E jest plp.

Y€ H <> C*E nie jest plp.

]

¥, = 4o <=>C+'E jest plp.

w c“. W szczegblnodci, jedli K
jest ciggta w kazdym punkcie zbio-

R o
VII. Jedli ‘E 1 na E, to ‘E Qg

jest takim zbiorem zwartym, ze °K

ru K, to ‘1 jest cigpla w ﬁ“.

VIII.Jeéli K nie jest plp, to (dd log o;J" =0 w € \% gdzie
ad® = 2023, d=2+3, a°=i(3-23) (zob. [5]).

W powyzszych sformulowaniach symbole- A,B.B.En ozna;czajq zbiory dowol-
ne, K,k - zbiory zwarte. : -

Dowdd (Szkic). Wtasnoéé I jest oczywista, II wynika z 5.3, III i IV
wynikaja z twierdzenia Bedforda-Taylora o zbiorach zaniedbywalnych oraz z
tego, Ze przelicillnn suma zbioréw plp jest zbiorem plp.

Podamy dowdd wiasnofci V dla ¢ (dla ¥ jest analogiczny). Bez szko-
' dy mozna zatozyé, ze E jest ograniczony i nie plp. Dzieki 4.8 i#tniajc
taka funkcja g €G, 2ze g=0 na AU{¢E<9;} oraz gs 1 na E. Po-

I)‘l-g E *.1-c ¢
E g

- niewaz (¢ €G oraz (¢) g S1 ma EUA (0<eg1), wiee



*, 1= * * N Ay i
{ €t (0 <e<1). Przeto ¢_ = @ Poniewaz nierdwnoédc

%
{og)” "8 s ¢, g S %
przeciwna jest oczywista, wigc V jest wykazane.

Wykazemy teraz wlasnosci VI (tylko dla ¢, bo dla y dowdd jest a-
nalogiczny). Wystarczy rozwazyé przypadek zbioru E ograniczonego. Jeéli E
jest plp, to niech g bedzie takg funkc_;a klasy G, 2ze g=0 na E.
Weedy sz1 kg s epr skgd wynika, ze ¢E +o,

Na odwrdt, jesli E nie jest plp; to dzigki 4.5 mamy

HELy
f(z) s -——T max {1,1zE}, f €G,

skad wynika, ze 0;(:) s max {1,iz1}/a(E) w . Przeto log QE{:) €L

Wiasnoéé VII wynika z VI i (5.3).

§6. POJEMNOSE W CN. Niech B oznacza kule jednostkowa w CN wzgle~
dem ustalonej normy.

6.1. tatwo sprawdzié, Ze funkcje zbioru o i p, okredlone w 4.3,
wyrazajg si¢ przy pomocy funkcji ekstremalnych ¢ iy odpowiednio wzora-
mi

alB) =1/heghy = 1/hezhy, p(E) = 1/tygly = 1/ivzhy, EcC,

B
co dzigki 5.8 implikuje nastepujace

6.2. TWIERDZENTE [30]. Jeéli c oznacza ktérakolwiek z funkcji a
lub p, to ¢ jest pojemnodeiq Choqueta, tzn., ¢ speilnia nastgpujace ak-
s jomaty i

(1) e(A) s c(B), gdy A < B
(11) c(ln) + c(x}._ gdy K 1c K, K= n K;

(111) c(En)fc(l’.}, gdy E CE .. Eom U B

gdzie A,B,E,E 83 dowolnymi zbiorami, a KK - zbiorami zwartymi w .

" WNTOSEK (Twierdzenie Choqueta). .Ieﬂi ged jesr. zbiorem borelow—
skim {lub ogdlnicj zbi.oren K—ml:.tycznym). to

c(E}I_ = sup {c(t)_; K C E} = inf {c(Q); ﬂ.?_ E},
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gdzie K oznacza zbiér zwarty, Q - otwarty, zaé c_(Q): = sup {c(R);Kc Q).

6.3. Warto odnotowaé, ze dzieki 4.6 oraz 5.8 (V) pojemodé ¢ ma na-

stepujaca wiasnodé: Jeéli c(E ) = 0 (n21), to c(U E,) =0. Jedli
n=1
c(A) =0, to c(E UA) = c(E).

6.4. Okreflamy w C“ dwie nowe funkeje zbioru wzorami

B, (B): = p((1) xE), 5, (E): =p(c «({1} xE)NS), EcC,

gdzie

N 2 2

s:-{(zo.z)ecxc; 1z |° + tz e cas & Ta i m Al

1 N
Dzieki (4.8), (4.9), (5.2), (5.8) i (6.2) funkcje 31,32 88 pojemnod~
ciami Choqueta w C", przy czym
'Ej(x) =0 <>E jest plp;

aj{z Ua)= pj(s). gdy pj(A) = 0;

.oj(ngl E)=0, gdy Bj(En) =0 (nz21).

. Moina sprawdzié, ze

a(g) s ;I(E} S 2a(E), gdy E c.c".

a(E) Bz(g) < min {1,31(53}. gdy Ec B(O,R).

Vie2

6.5.  Odpowiednikiem pojemnoéci logarytwicsnej zbioru plaskiego jest
funkeja zbioru w tH zdefiniowana wzorem

(=) c¢(E): = 1/1lim sup (wg(z)flzll.
izl +=
Juz doéé dawno bylo wiadomo, e c(E) = 0<=> E jest plp oraz, ze
‘¢ spelnia aksjomaty (I) i (III) pojemmodci Choqueta. Ostatnio S.Kotodziej
[13], student V roku matematyki UJ udowodnil, ze ¢ speinia takze aksjo-
mat (II). Pojemosé (#), podobnie jak pojemnodé logarytmiczna ma pilasz-
czyfnie, ma nastepujacg wiasnodé

“cla+rB(K) =re(R), kcct,

gdzie a € CN, r20, U jest przeksztalceniem €~liniowym unitarnym
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)
przestrzeni C .

Pomiedzy pojemnod$ciami ¢ i a zachodzg nastepujace zwigzki

IIN

c(z) < u(s) s M(r)c(E) gdy EcB(0,r),

gdzie M(r) = const > 0. Nierdwnoséé z lewej strony wynika z 4.5. Nierdwnodé
prawostronna zostala wykazana przez Taylora [31] z pewnym wyktadnikiem 6 >
>0 zamiast 1/N. Ostatnio S. Kolodziej udowodnil, Ze gdy N = 2, wyklad-
nik 1/2 nie moze byé zastgpiony przez & > 1/2.

§7. INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA POJEMNOSCI p. Jedli K jest zbiorem
zwartym w CN. to - jak juz wiemy -

R = (z € c; v(2) s 1)

jest powlokg wielomianowo-wypukia zbioru K wzgledem wielomianéw jednorod-
nych (powlok3 wielomianowo=-jednorodng). Jest oczywiste, ze
int = (z € (‘.n; vo(z) < 1),
c K !
Poniewaz '!'K{:} s izt /p(K) w CN, wiec

p(K) = sup {r 2 0; B(0,r)C ic}.

czyli p(K) jest promieniem maksymalnej kuli (przy danej normie w ) ]
domknigtej o drodku 0, leZacej w powtoce wielomianowo-jednorodnej zbioru
K. -

WNTOSEK. p(K) > 0 <= int ie ¥ § <> stoiek € +K nie jest plp.

Z wiasnodci jednorodnej funkcji ekstremalnej ¥ oraz ze wzoru p(E) =
o ‘IJ'l'rE g vynika, Ze

pla) - ,u,,' (o(K); Kc 9,  p(E) = inf (@) a 58,

gdzie K oznacza zhiér donlm:.gty, Q - zb:l.dr otwarty, Tak wiec p ; jelt ‘:'-
pojemnodeia, zewnetrzna, . : i
Pomigdzy zbiorami E < ‘H a pod:biorm kolowymi sfery jednosr.kmj :
8 = {(z sZ2) E C x lu,. lsolz + '.,.. % "'Hl-' = 1} w przestrzeni € x C‘ rm—_;
.-_tannie : £ SE R DR :
tE~C((1}xE) NS
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ustala odpowiednio$é wzajemnie jednoznaczng. Jefli K Jjest zbiorem zwartym
v CN, to ;2 (K): = p(n(K)) jest promieniem maksymalnej kuli domknigtej o
érodku 0, lezacej w powloce wielomianowo-jednorodnej zbioru n(K).
Dlatego pojemnoéé 32(3) zbioru E ¢ GN bedziemy nazywaé  promieniem
hzutowym zbioru E.
Mozna sprawdzié, ze jedli N =1, to

1K) 5 5, (K) s Ve 1(K), KC €U {=}

gdzie t1(K) jest pojemnoédcig eliptyciua zbioru K.

§8. LEMAT O POCHODNYCH KIERUNKOWYCH. W niedawnej pracy dwaj matematycy
holenderscy J. Korevaar i J. Wiegerinck [32] przedstawili proste kryterium
na B-analitycznoéé funkcji cigglej N zmiennych rzeczywistych, podali no-
wy dowéd twierdzenia o ostrzu klina, ulepszyli twierdzenie Helgasona o nos-
niku transformaty Radona oraz twierdzenie Forelliego (méwigce, ze- funkcja
okredlona w kuli przestrzeni C“. klasy ¢ w 0 i holomorficzna na kai-
dej prostej wektorowej, jest holomorficzna w kuli). Wszystkie te rezultaty
oparli na nastgpujgcym lemacie, pozwalajgcym szacowaé pochodne czastkowe
przez pochodne kierunkowe.

E.1. LEMAT K.-W. [32]. Niech Q bedzie niepustym otwartym podzbio=

' rem sfery jednostkowej S“-1 w RH._ Wtedy istnieja takie state dodatnie

A i r, ze dla kazdej funkcji £ :n" + €, klasy c w punkcie a ERN.

zachodzg nierdwnodci

65 b 15—: D% (a)l s r°A sup '(d_dc". f(a+ )l

’
£ t=0

gdy s 20, s = lal =a, + ... +ay qEBI:.

Opierajgc sie na wilasnodciach pojemnoéci p, podam teraz uogdlnienie
powyzszego lematu, ktére automatycznie pozwoli uzyskaé wyniki Korevaara-
-Wiegerincka w ulepszonej wersji. W dalszym ciggu przestrzei RN bedziemy
utozsamiaé z podzbiorem lu + i0 przestrzeni c“, wyposazonej w normg¢ e-

uklidesowa.

§.2. NIEROWNOSCI PODSTAWOWE. Niech Q(z) = E cuzu bedzie wielo~
lal=s

mianem jednorodnym N zmiennych stopnia s. Niech K bedzie podzbiorem

zwartym przestrzeni E!N o dodatnim promieniu p = p(K) = t/U¥ Htedy'

x."n'
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, 8 .

(i) 1Q(z)1 & 1Qe( -‘-;-{’-‘—c-‘i-) 5 zed,
Vﬁ s

(ii) lcﬂ} 2 (O(K}} "len gdy lal s 8.

8
Pierwsza nierdwnoéé wynika stad, ze 1Q(z)1 s SQHB(O p]( -'Lz;il) oraz

'Ithm ) s EQIK- Druga wynika z nierdwnoéci Cauchy'ego, gdyz polidysk
»
{1250 S o/ (§=1,...,8)) ledy w kuli B(0,p).

§.3. ULEPSZONA WERSJA LEMATU K.-W. Niech K bedzie takim zbiorem

zvartym w ln, Ze p = p(K) >0. Jedli f : lll'l ~ € jest funkcja klasy C*
(dla (i') wystarczy G”) w punkcie aeku. to

RO) -‘is£‘ + e ux * 4% caee &
(i) gp) £la+ex) o8 () Eé’i Igg) f(a +teh 4 xeR
2 s! a Vi, *® e

(ii") l'a"l" D f(a)l s ("E-) ;u: I(E'E} fla + tE)lt.o.

gdx.i.e s20, a!= “1""“51!' lal =8, " a € IE.
Dowdd. Q(x): = (-agt— )3 fla + tx]lt_o w gl L ﬁ%ﬂ x* jest wie-
lal=s
lomianem jednorodnym N zmiennych stopnia s o wspélczynnikach e -
-%;— p%(a) (gdy £ jest funkcja klasy C~ w punkcie a). Zatem (i'),
(ii') sa prostymi wnioskami z nieréwnodci podstawowych (i), (ii).

Przypomnijmy, 2e £ jest klasy G (G od Gateaux) w punkcie .eﬂ',

jesli dla kaidego s 2 1 i dla kaidego x € lu istnieje pochodna kierunko-

wa

- d s
Qs(!} = (-a?] fla + tx)lt.o.

przy czym Q' jdat wielomianem jednorodnym stopnia s.

§.4. UOGOLNTENTIE TWIERDZENTIA PRINGSHEIMA. Klasyczne twierdzenie

_ Pringsheima brzmi nastepujgco: Jefli £ : (a,b) = € jest klasy R
istnieje taka stata Tt > 0, Ze ﬁro-ieﬁ szeregu Taylora funkcji £ jestw
- dowolnym punkcie z przedziaiu (a,b) nie mniejszy niz r, to f jest R~ °
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-analityczna w f{(a,b).
Opierajgc sig na Lemacie 8.3 przedstawimy dwie wersje tego twierdze—-
i N
niaw E.

1 wersja. Niech f : Q@ bedzie funkejs klasy G w zbiorze otwar-
tyn oCR, spetniajaca warunek =

(1) sup 1( ) £(x + tE)l o S8l nxc', x€0, sz,
EEK

x

gdzie Kx jest podzbiorem zwartym przestrzeni lln. dla ktérego p{Kx} 2

z T = const >0, Hx>0, ¢ = const > 0.
Wetedy £ jest R=-analityczna.

1T wensja. Niech £ : Q - C bedzie taka funkcja ciagla w zbiorze ot-
wartym Q CR“, ze

-1
(2) ;:; l(*ﬁ-) f(x-l-tt)lt_o ssl M, s20, xE€EN
X

" gdzie K C BY jest zwarty, 'p(xx) 2r =const >0, c = const >0, M=

= const > 0. Zaktadamy, Ze pochodne kierunkowe wystepujace w (2) istniejs.
Wtedy £ jest l—mali.tyr.m. :

Dowdd. 1. Q’(x,E) -—-— -‘%_'—)‘ filx + t{}lt_o jest dla ustalonego
x € Q wielomianem Jednorodnyn stbpnia. s zmienmej § ERN. Na podstavie
(1 ).‘ dzieki klasycznemu twierdzeniu Pringsheima, funkcja f jest R-ana-
lieyczna na kazdej prostej {x+tf; t €R)}, gdzie x €Q, E € Kx. Dzieki
(1) oraz (i) mamy

c .
(3) 19, (x;2)1 s M_ (T u21) X0 5 €€ 830;
skad wynika, Ze szereg T q (x,2z) jest zbieiny dla 2z ¢ B(O.r). przy .
8=0 w5
kazdym x € Q. Z zasady identycznodci dla funkcji R-analitycznych chluJ i,
zmiennej otrzymujemy

»

et ol Q (x,&), gdy x€9, &I <min {5, dist (x,3Q)}.

" W takim razie f jest R-analityczna w Q.



Dowdd I1 wensfi (taki sam jak w [32], gdzie zakladano, Ze nierdwnosé

(2) zachodzi dla Kx niezaleznego od x i majacego niepuste wnetrze).

L1
1° Najpierw rozwaimy przypadek, gdy £ jest funkcja klasy c”, . Wee=
dy na podstawie I wersji funkcja £ jest R-analityczna i ponadto, dzieki
(3) dla kazdego podzbioru wypuklego Q gbioru 9 takiego, Ze

. 3
dist (no.asz) s Bc'

gdzie 0 <@ <1, istnieje obszar ﬁB:) Qo W przestrzeni t“ oraz funk-

cja fB holomorficzna w 59 taka, ze fa-f w Qo oraz

-

lfa(z)t < 32-0 IQs(x;z -x)l s TE%’ z € Q.
20 Niech {Hj} bedzie ciggiem standardowych funkcji klasy Cn w RN
:.p':oksymujacych 6 Diracka. Wtedy splot fj =f & caj jest funkcja klasy
C (ﬂol, Q Ccq, Q - wypukly. Pouadzo funkcja fj speh\i: niet6wno£:::f.
52} w 90. Przeto is;tigje f:nkcja ..f.‘i holomorficzna w ns. taka, ze
fj = fj v Q, oraz Ifji Sq Y 9 Na podstawie twierdzenia Vitalie-
go ciag {fj} "jest LA N hzhieiny lokalnie jednostajnie do funkcji ho-
lomorficznej £ takiej, ze f = f w no.

§.5. WIMOCNTONE TWIERDZENIA HELGASONA 0 SUPPORCIE TRANSFORMACJI RADO-
NA. Przypomnijmy najpierw

TWIERDZENTE HELGASONA [8]. Jeéli f : RN = ¢ jest funkcja ciggla

spelniajgca warunek

e

(4) CIflx)1 S o
{(1+i1x1)

k20, xzex,

ktérej transformata Radona, ckredlona wzorem

(5) Px;e)e = f f(x)dm(x), . - wE s"". t €R,
{oex=t}

(gdzie oex = 0%, + .. Oy za§ m oznacza (N-1)-wymiarows miare
Lebesgue’a na hiperplauciyinie {o*x = t}) ma noénik zwarty, .to £ ma
noénik zwarty. ; '
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WZMOCNIONE TWIERDZENIE HELGASONA. Niech funkcja ciagla £ : lu -C
spelnia warunek (4). Ponadto zaléimy, ze

=2 -eulti N-1
(6) (o)l SMe ’ OES ', LER

(llﬂ)B. eu>0) oraz, z¢ VYo € K, gdzie KCSB""l i p(K) >0, funk-

cja t - ?{u,t) ma nodnik zwarty. Wtedy £ ma nosdnik zwarty.

Korevaar i Wiegerinck [32] udowodnili to twierdzenie przy dodatkowym
zaloseniu, Ze int K # 0. £

Dowdd. Przyjmijmy sz = {0 € K; supp ?(0_.) C[=vsvl}s v 2 1. Wtedy
LS K. Wiadomo, Ze p(lv) + p(R), wigc p{[v) zzr )uD (v 2 :o)' Po~
niewai f jest szybko malejgcaw =, wiec f €L  (R') oraz f jest o-
graniczona, zad transformata Fouriera

f(x): = Ill e ixy £ {y)dy,- x ERN,
B
jest funkcjs klasy ¢” oraz" f € Lz {!H)._ Dla ustalonego © € Su-1 mamy
(dzieki twierdzeniu Fubiniego) ’
(7 Fw) = 1 2o,e)e Mae, A ER.

Dzieki (6) prawa strona (7) przedstawia funkcje holomorficzng w zbiorze

{A» =u+iv; Ivi <ew} (otoczenie osi rzeczywistej). Jedli o € ‘v » to
> 25 ] (]
funkcja A - £(Aw) jest catkowita typu wykladniczego, przy czym
Firs \J°|l|
(8) 1£(Aw)1 S Ce £ A EC.

Zatem
8 f v .r
1 d, = ) 8
oy I(dt) f{m)lt_oscc T} Er 0 5 E 2.0, c.:_EKvo.
- T : 4
. Poniewaz e [r. przyjmuje najmniejsza wartosé dla T, 3 -'slvo'. wiec
8
Vo

8 ] 3
1,085 5 %
o1 '(G) fleadl o s Co—, 5 s z°'."“°"u°'

| Przyjmijmy

8
Q.(x): --'-1-]- 1(;‘-‘5} E(tx)lt_o. x ex’,
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Weedy dzieki (8.2) (i),
s
Q, ()1 5 C, ("z“), €€, 521,

stad wynika, ze funkeja F(z): = ¢ Qs(z] jest calkowita :ypu' wykladnicze- :
g0, przy czym i

v

IF(z)1 s ¢, exp—r‘llzl. zec.
Ponadto z zasady identycznosci wynika, ze

E(Rﬁ'—'] - 'f'{lt.)}, sdy A ER, wES ]

lub innymi stowy F =f w Ru. Poniewaz F jest typu wykladniczego oraz

('RN}, wigc na podstawie twierdzenia Paleya-Wienera ¥ jest trans-
R v
formatg Fouriera funkcji o nodniku zwartym (leZgcym w kuli {jixy s —-tg }e A

wiec funkcja f ma nodnik zwarty.

8.6. TWIERDZIENIE 0 OSTRZIU KLINA. Niech G bedzie podzbiorem prze-
strzeni CN postaci

G=(2+iv ) U (2+i0) U (Q+iv]),

gdzie Q jest zbiorem otwartym w n", L {tt3 0 <t <XR, EEw} YV
= {tE; -R<t <0, €€}, w jest podzbiorem otwartym sfery jednostkowej
Su_i, Vo Ay = @. Przyjmijmy 6(x): = min {R, dist (x,3Q)}, =x€Q i

niech Q: = U B(x,p8(x)), gdzie p = plw).
xEQ

Weedy kazda funkcja £ € C(G) N 0((R + iv_) U (@ + iV )) daje sie
przediuZyé do funkcji holomorficznej f w Q.

Dowdd. Przy wszelkich ustalonycﬁ x€EQ, E€ @ funkcja A = u +iv -
= f(x + M) = f(x + uE + ivE) jest (dzieki twierdzeniu Morery) holomor-
ficzna w kole {IAl < 6(%)}. Dlatego

‘—'l (—) f(x-i-l:E]i su(:)ia(x)'. ped o 1 T £ €0,
przy czym funkcja l{(x) jest lokalnie ograniczona z géty w Q, a funkcja

6(x) jest lokalnie ogrmxczonn z dotu przez liezb. dodatnig. Stad, dzieki
8.4, £ jest l—mahtycm w . Q. Ponadto
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N

izn B
b T s 20, x € Q, z €C,

[Qa(z,z)l < I!(x}(;'a—(;}-

s
gdzie Q'(z,z): :-njf I(-‘% f(x + tz)lt-ﬁ' W takim razie przy. ustalonym

X EQR szereg L Q.(x,z) jest zbieZny w kuli 1@zl < p6(x), skad wynika
s=0 L
_istnienie przediuzenia f na zbiér Q.

§.7. WARUNEK WYSTARCZAJACY NA TO, BY FUNKCIA £ : " - ¢ BYIA CALKO-
WITA. Jesli B - ¢ jest klasy G w 0 &R, funkcja R> t + £(to)
jest R-analityczna dla kazdego o € E CSN—", gdzie p(E) >0, to f jest
catkowita (tzn. £ jest restrykcja do RH pewnej funkcji f holomorficz-
nej w Cs). :

Dowdd. Przyjmijmy Qn(x): -;11- (agt-)nf(tx)luo (n 20). Dla dane-

go ciagu Ej >0, lim t.j = (0, okreslmy

Pt zE & 1zie 1, 1Q, ()i s :';. az1), 1.1 2.1

Jedli 2r: = p(E), to p(?jli >r (121(j)) oraz

e.lzl
1Q,(2)1 s (=d=—) , | n21(j), zec.

o
W takim razie szereg L Qn jest jednostajnie zbieiZny w kuli fJzI < rf:j
n=0 g

L Qn jest holomorficzna w cli oraz £ =f w RH.

(j 21). Funkcja f: =
. n=0

8.8. PRIVK[AD ZASTOSOWANIA FUNKCIT EKSTREMALNEJ JEDNORODNEJ W TEORIT -
RODZIN NORMALNYCH W SENSTE MONTELA. Udowodnimy, Ze:

Jedli DC l:" jest obszarem zbalansowanym, F jest taksg rodzing funk-
cji holomorficznych w D, z2e dla kazdej prostej zespolonej L przechodza-
cej przez 0 rodzina F jest lokalnie ograniczona w kole LN D, to F
jest lokalnie ograniczona w D.

Dowdd. Przyjmijmy Ej: = {z € D: lf(kzll S 3 VYeepr Vage!M S 1}.
U E, =D. Przeto Y

g=1 2 5

. Wtedy Ej jest zbalansowany, Ej(_: E 4 '11'

i’

Hiech IJ‘ bedzie relatywnie zwartym podzbiorem otwartym obszaru D, za~
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wierajacym ustalony punkt a € D. Wtedy ©8: = sll.llp '-lfn{z] < 1. Dla 1liczby
~ ity : A ~a

wy gdzie B < w < 1, znajdziemy j tak duze, Ze T; (z) S @ gdy ZElur

Jesli ; J

£(z) = £ Q (z:3f)s z €D,
2  n=0 %

jest rozwinieciem funkcji £ € F w szereg wielomiandéw jednorodnych, to

IQn(!;f)l &350 z €U, feF, n20,

skad wynika, ze (f(z)] 5 j/(1~w)s 2z € U.» £ eF, czyli funkcje rodzi-
ny F s3 jednostajnie ograniczone w Ua.
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